
Лекци я 6

ЛИНЕЙНОЕ ПРОСТРАНСТВО И ЕГО СВОЙСТВА

§ 1. Определение векторного пространства

На прошедших лекциях мы ввели понятие свободного вектора и
матрицы размера m× n и ввели операции сложения свободных векто-
ров, матриц одного размера и умножения свободного вектора на веще-
ственные числа и умножение матриц на вещественные и комплексные
числа. При этом доказали, что эти операции обладают одними и теми
же 8 свойствами. Теперь мы можем ввести абстрактное векторное
пространство или линейное пространство.

Рассмотрим множество L, элементы которого мы будем называть
векторами. Пусть на множестве L определены операция суммы век-
торов x + y ∈ L для любых x,y ∈ L, а также операция умножения
на вещественные числа λ · x ∈ L для любых x ∈ L и для всех λ ∈ C.
Дадим определение.

О п р ед е л е н и е 1 . Множество L с операциями на нём сложе-
ния векторов и умножения векторов на вещественные числа на-
зывается векторным пространством, если справедливы следующие
свойства:
ВП1. коммутативность сложения: для любых векторов x и y

x+ y = y + x;

ВП2. ассоциативность сложения: для любых векторов x, y и z

(x+ y) + z = x+ (y + z);

ВП3. свойство нулевого вектора: существует нулевой вектор 0 та-
кой, что для любого вектора x

x+ 0 = x;

ВП4. существование противоположного элемента: для любого век-
тора x существует такой вектор −x, что

x+ (−x) = 0;

ВП5. свойство единицы: для любого вектора x

1 · x = x;
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ВП6. ассоциативность умножения на число: для любого вектора x
и любых чисел α и β

(αβ)x = α(βx);

ВП7. дистрибутивность относительно сложения векторов: для лю-
бых векторов x и y и любого числа α

α(x+ y) = αx+ αy;

ВП8. дистрибутивность относительно сложения чисел: для любого
вектора x и любых чисел α и β

(α+ β)x = αx+ βx.

Прим е ры в е к т о р ны х п р о с т р а н с т в .
Пр и м е р 1 . Нулевое пространство, которое состоит из одного

нулевого элемента {0}, является векторным пространством.
Пр и м е р 2 . Пространства векторов V1, V2 и V3 на прямой на

плоскости и в пространстве являются векторными пространствами.
Прим е р 3 . Пространство матриц Rm×n является векторным про-

странством.

§ 2. Линейные оболочки и подпространства

Пусть дано семейство векторов x1,x2, ... ,xr ∈ L и семейство чисел
α1,α, ... ,αr ∈ K.

О п р еде л е н и е 2 . Линейной комбинацией векторов называет-
ся сумма

α1x1 + α2x2 + · · ·+ αrxr.

Опр еде л е н и е 3 . Линейная комбинация векторов называется
тривиальной, если α1 = α2 = · · · = αr = 0.

Опр еде л е н и е 4 . Линейной оболочкой векторов x1,x2, ... ,xr ∈
∈ L называется следующее множество:

L(x1,x2, ... ,xr)
def
= {α1x1 + α2x2 + · · ·+ αrxr : α1,α2, ... ,αr ∈ K} .

Лемма 1. Пусть векторы y1, ... ,yp принадлежат линейной оболоч-
ке векторов x1, ... ,xr. Тогда

L(y1, ... ,yp) ⊂ L(x1, ... ,xr).

Док а з а т е л ь с т в о.
По условию yj ∈ L(x1, ... ,xr) для любого j = 1, p. Поэтому найдут-

ся такие числа
akj ∈ C, k = 1, r, j = 1, p,
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что справедливо следующее равенство:

yj =
r
∑

k=1

akjxk. (2.1)

Пусть z ∈ L(y1, ... ,yp). Тогда найдутся такие числа αj ∈ C при j =
= 1, p, что в силу (2.1) справедливы следующие равенства:

z =

p
∑

j=1

αjyj =

p
∑

j=1

αj

r
∑

k=1

akjxk =
r
∑

k=1

βkxk ∈ L(x1, ... ,xr), (2.2)

где

βk =

p
∑

j=1

αjakj .

Лемм а до к а з а н а.
О пр еде л е н и е 5 . Подмножество P ⊂ L векторного простран-

ства L называется подпространством, если

αx+ βy ∈ P

для всех α,β ∈ K и для всех x,y ∈ P.
Прим е р 4 . Очевидно, V1 подпространство плоскости V2 ⊃ V1, а

V2 подпространство пространства V3 ⊃ V2.
Справедливо следующее утверждение:

Л е м м а 2. Линейная оболочка L(x1, ... ,xr) семейства элементов
{x1, ... ,xr} векторного пространства L является его подпростран-
ством.

Док а з а т е л ь с т в о .
Действительно, пусть y, z ∈ L(x1, ... ,xr), тогда

y =
r
∑

k=1

αkxk, z =
r
∑

k=1

βkxk.

αy + βz =
r
∑

k=1

(

ααk + ββk
)

xk =
r
∑

k=1

δkxk ∈ L(x1, ... ,xr),

где δk = ααk + ββk.
Л е мм а до к а з а н а .

§ 3. Линейная зависимость и независимость

Опр ед е л е н и е 6 . Семейство векторов x1, ... ,xr называется
линейно зависимым, если существует нетривиальная линейная ком-
бинация этих векторов, равная нулевому вектору:

α1x1 + · · ·+ αrxr = 0, (α1, ... ,αr) 6= (0, ... , 0).
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В случае, когда

α1x1 + · · ·+ αrxr = 0 ⇔ (α1, ... ,αr) = (0, ... , 0).

семейство векторов x1, ... ,xr называется линейно независимым.
Прим е р 5 . В векторном пространстве {0} нет линейно незави-

симых векторов.
✷ Действительно, рассмотрим нетривиальную линейную комбина-

цию
α0 = 0, α 6= 0. ⊠

Прим е р 6 . В векторном пространстве V1 любой ненулевой век-
тор образует линейно независимое семейство векторов. В векторном
пространстве V2 любые два неколлинеарных вектора образуют ли-
нейно независимое семейство. В векторном пространстве V3 любые
три некомпланарных вектора образуют линейно независимое семейство
векторов.

Справедливо следующее утверждение:
Л емм а 3. Однородная линейная система уравнений

AX = A1x
1 + · · ·+Anx

n = O (3.1)

имеет нетривиальное решение тогда и только тогда, когда столб-
цы A1, ... ,An её основной матрицы A линейно зависимы.

Док а з а т е л ь с т в о .
Шаг 1. Необходимость. Пусть система уравнений (3.1) имеет

нетривиальное решение

X0 =
(

x1
0,x

2
0, ... ,x

n
0

)T

6= O,

тогда имеет место равенство

A1x
1
0 + · · ·+Anx

n
0 = O.

Откуда вытекает, что столбцы основной матрицы линейно зависимы.
Шаг 2. Достаточность. Пусть столбцы линейно зависимы, т. е.

A1x
1
0 + · · ·+Anx

n
0 = O

при некотором семействе (x1
0, · · · ,x

n
0 ) 6= (0, · · · , 0). Следовательно,

X0 =
(

x1
0,x

2
0, ... ,x

n
0

)T

— это нетривиальное решение системы уравнений (3.1).
Л емм а до к а з а н а .
Имеет место следующая теорема:

Те о р е м а 1. Справедливы следующие свойства:
1. Любое семейство векторов с повторениями линейно зависимо.
2. Если в семействе векторов x1, ... ,xr имеется нулевой вектор

0, то это семейство линейно зависимо.



3. Линейная зависимость и независимость 5

3. Семейство векторов x1, ... ,xr линейно зависимо тогда и толь-
ко тогда, когда хотя бы один из этих векторов можно пред-
ставить в виде линейной комбинации остальных.

4. Если в семействе векторов x1, ... ,xr,xr+1, ... ,xs имеется ли-
нейно зависимое подсемейство x1, ... ,xr, то и все семейство
линейно зависимо.

5. Любая часть линейно независимого семейства является ли-
нейно независимо.

6. Если семейство векторов x1, ... ,xr линейно независимо, а се-
мейство x1, ... ,xr,x линейно зависимо, то вектор x является
линейной комбинацией семейства x1, ... ,xr.

7. Если семейство векторов x1, ... ,xr линейно независимо, а век-
тор x нельзя через них выразить, то семейство векторов
x1, ... ,xr,x также линейно независимо.

Док а з а т е л ь с т в о .
1. ✷ Действительно, пусть, например, в семействе x1, ... ,xr первый

и второй векторы совпадают x1 = x2. Тогда справедливо равенство

1 · x1 + (−1) · x2 + 0 · x3 + · · ·+ 0 · xr = 0,

хотя набор коэффициентов нетривиален. ⊠
2. ✷ Действительно, пусть например первый вектор x1 = 0 в семей-

стве x1, ... ,xr. Тогда

1 · x1 + 0 · x2 + · · ·+ 0 · xr = 0,

хотя набор коэффициентов нетривиален. ⊠
3. ✷ Действительно, пусть семейство векторов x1, ... ,xr линей-

но зависимо. Тогда существует нетривиальный набор коэффициентов
α1, ... ,αr, что

α1x1 + · · ·+ αrxr = 0.

Без ограничения общности можно считать, что α1 6= 0, тогда

x1 = −
α2

α1
x2 − · · · −

αr

α1
xr.

Наоборот пусть

x1 = β2x2 + · · ·+ βrxr ⇔ (−1) · x1 + β2x2 + · · ·+ βrxr = 0. ⊠

4. ✷ Действительно, пусть семейство x1, ... ,xr линейно зависимые,
тогда существует нетривиальный набор коэффициентов α1, ...,αr, что

α1x1 + · · ·+ αrxr = 0⇒ α1x1 + · · ·+ αrxr + 0 · xr+1 + · · ·+ 0 · xs = 0. ⊠

5. ✷ Действительно, это следствие утверждения 4. ⊠
6. ✷ Действительно, поскольку семейство векторов x1, ... ,xr,x

линейно зависимо, то найдется нетривиальный набор коэффициентов
α1, ...,αr,α, что

αx+ α1x1 + · · ·+ αrxr = 0.
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Предположим, что α = 0, но тогда в силу линейной независимости
семейства x1, ... ,xr отсюда получаем, что

α1 = · · · = αr = 0.

Пришли к противоречию с условием нетривиальности набора
α1, ...,αr,α. Следовательно, α 6= 0. ⊠

7. ✷ Действительно, это следствие утверждения 6. ⊠
Те о р е м а до к а з а н а .

§ 4. Линейная зависимость и независимость.
Продолжение

Справедливо следующее важное утверждение:
Те о р е м а 2. Если векторы y1, ... ,ys ∈ L(x1, ... ,xr), причём s > r,
то векторы y1, ... ,ys линейно зависимы.

Док а з а т е л ь с т в о .
Введём обозначения.

X = (x1, ... ,xr) , Y = (y1, ... ,ys) . (4.1)

Итак, X — это строчка длины r, а Y — это строчка длины s > r. По
условию найдутся такие числа ajk при j = 1, r и k = 1, s, что

y1 = a11x1 + a21x2 + · · ·+ ar1xr,
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
ys = a1sx1 + a2sx2 + · · ·+ arsxr

. (4.2)

Ещё введём обозначение.

A =











a11 a12 · · · a1s
a21 a22 · · · a2s
...

...
. . .

...
ar1 ar2 · · · ars











. (4.3)

Ясно, что это матрица размера r × s. С учетом обозначений (4.1) и
(4.3) выражение (4.2) можно переписать в следующем виде:

Y = X ·A. (4.4)

Введём столбец переменных

Z =











z1

z2

...
zs











(4.5)
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и рассмотрим однородную систему r–уравнений относительно s–
неизвестных

A · Z = O ⇔















a11z
1 + a12z

2 + · · ·+ a1sz
s = 0,

a21z
1 + a22z

2 + · · ·+ a2sz
s = 0,

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
ar1z

1 + ar2z
2 + · · ·+ arsz

s = 0.

(4.6)

Поскольку в однородной системе линейных уравнений (4.6) число
переменных s больше числа уравнений r существует нетривиальное
решение

Z0 =











z10
z20
...
zs0











6= O =









0
0
...
0









. (4.7)

Рассмотрим следующую линейную комбинацию векторов y1, ... ,ys:

z10y1 + · · ·+ zs0ys = YZ0 = XAZ0 = XO = O. (4.8)

Следовательно, векторы y1, ... ,ys линейно зависимы.
Те о р е м а до к а з а н а .
Следствием этой теоремы является следующая:

Те ор ем а 3. Если векторы y1, ... ,ys, принадлежащие линейной обо-
лочке L(x1, ... ,xr), линейно независимы, то s 6 r.

Справедлива следующая важная теорема:
Те о р ем а 4. Пусть матрица A

′

получена из матрицы A элементар-
ными преобразованиями строк типов 1− 3. Тогда

1. Если столбцы матрицы A линейно независимы, то столбцы
матрицы A

′

также линейно независимы, и обратное тоже
верно.

2. Если между столбцами матрицы A имеется линейная зависи-
мость

c1Ak1
+ c2Ak2

+ · · ·+ csAks
= O, k1, k2, ... , ks ∈ 1,n,

то для соответствующих столбцов матрицы A
′

имеет место
такая же зависимость

c1A
′

k1
+ c2A

′

k2
+ · · ·+ csA

′

ks

= O,

и обратное тоже верно.
3. Справедливо следующее равенство:

L(A
′1,A

′2, ... ,A
′m) = L(A1,A2, ... ,Am). (4.9)

До к а з а т е л ь с т в о .
Шаг 1. Пусть столбцы матрицы A = ‖A1, ... ,An‖ являются линейно

независимыми и матрица A′ получена из матрицы A некоторой по-
следовательностью элементарных преобразований первых трех типов.
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Тогда, как мы уже отмечали, существует такая невырожденная матри-
ца P размера m×m, что

A
′

= PA ⇒ A′

k = PAk при k = 1,n.

Отметим, что P — это матрица, полученная произведением матриц
последовательности элементарных преобразований. Рассмотрим линей-
ную комбинацию столбцов матрицы A

′

c1A
′

1 + c2A
′

2 + · · ·+ cnA
′

n = O ⇔ c1PA1 + c2PA2 + · · ·+ cnPAn = O ⇔

⇔ P
(

c1A1 + c2A2 + · · ·+ cnAn

)

= O ⇔

⇔ P−1P
(

c1A1 + c2A2 + · · ·+ cnAn

)

= P−1O = O ⇔

⇔ c1A1 + c2A2 + · · ·+ cnAn = O ⇔ c1 = c2 = · · · = cn = 0.

Итак, столбцы матрицы A′ линейно независимы. Теперь заметим, что

A′ = PA ⇔ A = P−1A′ = RA′ ⇒ Ak = RA′

k, R = P−1, k = 1,n.

Пусть столбцы матрицы A′ линейно независимы и

c1A1 + c2A2 + · · ·+ cnAn = O ⇔ c1RA′

1 + c2RA′

2 + · · ·+ cnRA′

n = O ⇔

⇔ R
(

c1A′

1 + c2A′

2 + · · ·+ cnA′

n

)

= O ⇔

⇔ R−1R
(

c1A′

1 + c2A′

2 + · · ·+ cnA′

n

)

= R−1O ⇔

⇔ c1A′

1 + c2A′

2 + · · ·+ cnA′

n = O ⇔ c1 = c2 = · · · = cn = 0.

Следовательно, столбцы матрицы A линейно независимы.
Шаг 2. Умножим обе части равенства

c1Ak1
+ c2Ak2

+ · · ·+ csAks
= O, k1, k2, ... , ks ∈ 1,n,

на P слева и получим

P
(

c1Ak1
+ c2Ak2

+ · · ·+ csAks

)

= O ⇔

⇔ c1PAk1
+ c2PAk2

+ · · ·+ csPAks
= O ⇔

⇔ c1A
′

k1
+ c2A

′

k2
+ · · ·+ csA

′

ks

= O.

Шаг 3. Заметим, что справедливы следующие равенства:

A′ = PA, A = RA′, R = P−1, (4.10)

A
′j =

m
∑

s=1

{P}jsA
s, j ∈ 1,m, (4.11)

Aj =
m
∑

σ=1

{R}jσA
′σ, j ∈ 1,m. (4.12)
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Из равенства (4.11) и результата леммы 2 вытекает вложение
L(A

′1,A
′2, · · · ,A

′m) ⊂ L(A1,A2, · · · ,Am), а из равенства (4.12)
и леммы 2 вытекает обратное вложение L(A1,A2, · · · ,Am) ⊂
⊂ L(A

′1,A
′2, · · · ,A

′m). Следовательно, имеем

L(A
′1,A

′2, · · · ,A
′m) = L(A1,A2, · · · ,Am).

Те о р е м а до к а з а н а .
Заметим, что описать результата применения элементарного преоб-

разования четвертого типа можно описать как произведение матрицы
P размера n× n справа на матрицу A :

A′ = AP ⇒ A
′j = AjP при j = 1,m.

Справедливо следующее утверждение:
Те о р е м а 5. Пусть матрица A

′

получена из матрицы A элемен-
тарными преобразованиями столбцов четвертого типа, но для всех
столбцов матрицы A, включая последний. Тогда

1. Если строки матрицы A линейно независимы, то строки мат-
рицы A

′

также линейно независимы, и обратное тоже верно.
2. Если между строками матрицы A имеется линейная зависи-

мость

c1A
j1 + c2A

j2 + · · ·+ csA
js = O, j1, j2, · · · , js ∈ 1,m,

то для соответствующих матрицы A
′

имеет место такая
же зависимость

c1A
′j1 + c2A

′j2 + · · ·+ csA
′js = O,

и обратное тоже верно.
3. Справедливо равенство множеств

L(A′

1,A
′

2, ... ,A
′

n) = L(A1,A2, ... ,An).

Док а з а т е л ь с т в о.
Доказательство аналогично доказательству теоремы 4. Нужно толь-

ко умножать не слева на матрицу P элементарных преобразований, а
справа.

Те о р е м а до к а з а н а.

§ 5. Размерность и базис векторного пространства

Опр ед е л е н и е 7. Если для каждого n ∈ N в векторном про-
странстве L найдется линейно независимое семейство векторов,
состоящее из n векторов, то пространство L называется беско-
нечномерным.

Опр еде л е н и е 8 . Векторное пространство L называется ко-
нечномерным, если выполнены следующие два условия:
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1. в L существует линейно независимое семейство векторов,
состоящее из n ∈ N векторов;

2. любое семейство векторов из L, состоящее из n + 1 вектора
линейно зависимо.

Число n называется размерностью векторного пространства L

и обозначается dimL. Векторное пространство {0} называется
нульмерным.

При м е р 7. Векторное пространство {0} имеет размерность 0.
В рамках аксиоматики Гильберта имеем dimV1 = 1, dimV2 = 2 и
dimV3 = 3. Однако, в аксиоматике Вейля это нужно положить в основу
аксиоматики, которые называются аксиомами размерности:

P1: Размерность прямой равна 1: dimV1 = 1.
P2: Размерность плоскости равна 2: dimV2 = 2.
P3: Размерность пространства равна 3: dimV3 = 3.

Опр еде л е н и е 9 . Базисом векторного пространства L назы-
вается линейно независимое семейство векторов E = {e1, ... , en}
этого пространства, через которое может быть линейно выражен
произвольный элемент x ∈ L :

x =
n
∑

i=1

xiei = E ·X, X =









x1

x2

...
xn









.

Набор коэффициентов X называется координатами вектора x в
базисе {e1, ... , en}.

Заметим, что
Лемм а 4. Если {e1, ... , en} ∈ L — это базис, то L(e1, ... , en) = L.

Док а з а т е л ь с т в о .
Ясно, что

{e1, ... , en} ⊂ L ⇒ L(e1, ... , en) ⊂ L;

x ∈ L ⇒ x =
n
∑

k=1

ckek ∈ L(e1, ... , en) ⇒ L ⊂ L(e1, ... , en).

Лемм а до к а з а н а .
Справедливо следующее утверждение:

Л емм а 5. Разложение по базису векторного пространства един-
ственно.

Док а з а т е л ь с т в о .
Действительно, пусть E = {e1, ... , en} — это базис в L. Тогда

x =
n
∑

k=1

xkek =
n
∑

k=1

ykek ⇒

⇒ (x1 − y1)e1 + (x2 − y2)e2 + · · ·+ (xn − yn)en = 0.
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Отсюда в силу линейной независимости базиса имеем

x1 = y1, ... ,xn = yn.

Лемм а до к а з а н а .
Пр а в и л о с у м м ир о в а н и я Э й нш т е й н а . Для компактности

записи различных выражений, содержащих знаки суммирования ис-
пользуется правило Эйнштейна, состоящее в следующем:

1. если в выражении индекс встречается ровно два раза один раз
снизу и один раз сверху, то предполагается суммирование по
нему. Например,

x =
n
∑

i=1

xiei = xiei.

2. если индекс встречается большее число раз, то по нему не пред-
полагается суммирование. Например,

akb
kck,

хотя

(ak + bk)c
k =

n
∑

k=1

(ak + bk)c
k.

Напомним важный символ Кронекера

δjk =

{

1, если j = k;

0, если j 6= k.

Заметим, что

ajδ
j
k =

n
∑

j=1

ajδ
j
k = ak.

Справедлива следующая важная теорема:
Те о р е м а 6. Все базисы конечномерного векторного пространства
L состоят из одинакового числа векторов. Это число равно размер-
ности dimL векторного пространства L.

Док а з а т е л ь с т в о .
Пусть E = {e1, ..., en} и F = {f1, ..., fm} — это два базиса векторного

пространства L. Тогда

e1, ..., en ∈ L(f1, ..., fm) = L, f1, ..., fm ∈ L(e1, ..., en) = L.

Следовательно, в силу теоремы 3 имеют место два неравенства

n 6 m и m 6 n ⇒ m = n.

С другой стороны, любое семейство из n+ 1 векторов

g1, ... ,gn,gn+1 ∈ L = L(e1, ..., en),
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поэтому в силу теоремы 2 семейство G = {g1, ... ,gn,gn+1} линейно
зависимо. Таким образом,

n = dimL.

Те о р е м а до к а з а н а .
С в о й с т в о к о о рд и н а т в е к т о р а . Пусть x и y — это два

вектора из векторного пространства L. Пусть E = {e1, ... , en} — это
базис в L. Тогда

x =
n
∑

k=1

xkek, y =
n
∑

k=1

ykek,

x+ y =
n
∑

k=1

(xk + yk)ek, αx =
n
∑

k=1

αxkek.

Следовательно, при сложении векторов их координаты складываются,
а при умножении вектора на число его координаты умножаются на это
число.

Моно т о н н о с т ь р а зм е р н о с т и . Справедлива лемма.
Л емм а 6. Пусть P и Q — это два подпространства в L, причём
Q ⊂ P. Тогда

1. dimQ 6 dimP;
2. если dimQ = dimP, то Q = P.
Док а з а т е л ь с т в о .
1. ✷ Действительно, пусть x1, ... ,xr — это базис в P, а y1, ... ,ys

— это базис в Q. Тогда в силу условия леммы имеем Q ⊂ P и поэтому

y1, ... ,ys ∈ L(x1, ... ,xr).

В силу теоремы 3 имеем dimQ = s 6 r = dimP. ⊠
2. ✷ Действительно, пусть y1, ... ,ys — это базис в Q, т. е. s =

= dimQ. Предположим, что Q 6= P. Тогда найдется такой элемент z ∈
∈ P, что z /∈ Q. Этот элемент нельзя представить через базис y1, ... ,ys.
Следовательно, семейство

y1, ... ,ys, z

линейно независимое в P. Таким образом, dimP > s + 1. Пришли к
противоречию. ⊠

Лемм а до к а з а н а .
Пр и м е р 8 . Базис пространства столбцов Kn имеет следующий

вид:

e1 =









1
0
...
0









, e2 =









0
1
...
0









, ... , en =









0
0
...
1









, dimK
n = n.
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Прим е р 9 . Базис пространства K3×2 имеет следующий вид:

e1 =

(

1 0
0 0
0 0

)

, e2 =

(

0 1
0 0
0 0

)

, e3 =

(

0 0
1 0
0 0

)

,

e4 =

(

0 0
0 1
0 0

)

, e5 =

(

0 0
0 0
1 0

)

, e6 =

(

0 0
0 0
0 1

)

,

dimK
m×n = mn.

Отметим, что любое линейное подпространство P линейного простран-
ства L само является линейным пространством. Таким образом, для
любого линейного подпространства определено понятие базиса, раз-
мерности и координат вектора из этого линейного подпространства.
В частности, в продолжение результатов теорем 4 и 5 справедливы
следующие результаты:
Те ор ем а 7. Пусть матрица A

′

получена из матрицы A элементар-
ными преобразованиями строк типов 1− 3. Тогда

1. справедливо равенство размерностей линейных оболочек

dimL(A
′1,A

′2, ... ,A
′m) = dimL(A1,A2, ... ,Am), (5.1)

2. справедливо равенство размерностей линейных оболочек

dimL(A′

1,A
′

2, ... ,A
′

n) = dimL(A1,A2, ... ,An). (5.2)

До к а з а т е л ь с т в о.
Шаг 1. Равенство (5.4) является очевидным следствием равенства

множеств (5.6).
Шаг 2. Докажем равенство (5.5). Здесь мы воспользуемся резуль-

татом пункта 2 теоремы 4. Пусть {Ak1
,Ak2

, ... ,Aks
} — базис линейной

оболочки L(A1,A2, ... ,An). Докажем, что {A′

k1
,A′

k2
, ... ,A′

ks

} — базис
линейной оболочки L(A′

1,A
′

2, ... ,A
′

n). Прежде всего заметим, что в
силу результата 2 теоремы 4 семейство столбцов {A′

k1
,A′

k2
, ... ,A′

ks

} —
линейно независимое семейство в линейной оболочке L(A′

1,A
′

2, ... ,A
′

n).
✷ Действительно, пусть противное и семейство векторов

{A′

k1
,A′

k2
, ... ,A′

ks

} линейно зависимое. Тогда найдутся такие числа

{c1, c2, ... , cs} 6= {0, 0, ... , 0}, что справедливо равенство

c1A′

k1
+ c2A′

k2
+ · · ·+ csA′

ks

= O ⇒ c1Ak1
+ c2Ak2

+ · · ·+ csAks
= O ⇔

⇔ {c1, c2, · · · , cs} = {0, 0, · · · , 0}. (5.3)

Пришли к противоречию с линейной независимостью семейства
{Ak1

,Ak2
, · · · ,Aks

}. ⊠
Предположим, что линейно независимое семейство столб-

цов {A′

k1
,A′

k2
, ... ,A′

ks

} не образует базис в линейной оболочке
L(A′

1,A
′

2, ... ,A
′

n). Но тогда найдется по меньшей мере стол-



14 Лекция 6. Линейное пространство и его свойства

бец A′

ks+1
∈ L(A′

1,A
′

2, ... ,A
′

n) такой, что семейство столбцов

{A′

k1
,A′

k2
, ... ,A′

ks

,A′

ks+1
} является линейно независимо в линейной

оболочке L(A′

1,A
′

2, ... ,A
′

n). Но тогда согласно результату пункта 2
теоремы 4 семейство столбцов {Ak1

,Ak2
, · · · ,Aks

,Aks+1
} линейно

независимо в линейной оболочке L(A1,A2, ... ,An), что противо-
речит определению базиса. Следовательно, семейство столбцов
{A′

k1
,A′

k2
, ... ,A′

ks

} является максимальным линейно независимым
семейством в линейной оболочке L(A′

1,A
′

2, ... ,A
′

n). Докажем, что
любой столбец B ∈ L(A′

1,A
′

2, ... ,A
′

n) линейно выражается через
столбцы {A′

k1
,A′

k2
, ... ,A′

ks

}.
✷ Действительно, пусть противное. Тогда в силу результата пункта

7 теоремы 1 мы приходим к выводу о том, что семейство столбцов

{A′

k1
,A′

k2
, ... ,A′

ks

,B} ⊂ L(A′

1,A
′

2, · · · ,A
′

n)

является линейно независимым. Противоречие с максимальностью ли-
нейно независимого семейства столбцов {A′

k1
,A′

k2
, ... ,A′

ks

}. ⊠
Те о р е м а до к а з а н а.

Те о р ем а 8. Пусть матрица A
′

получена из матрицы A элементар-
ными преобразованиями столбцов четвертого типа. Тогда

1. справедливо равенство размерностей линейных оболочек

dimL(A′

1,A
′

2, ... ,A
′

n) = dimL(A1,A2, ... ,An), (5.4)

2. справедливо равенство размерностей линейных оболочек

dimL(A
′1,A

′2, ... ,A
′m) = dimL(A1,A2, ... ,Am). (5.5)

До к а з а т е л ь с т в о.
Доказательство аналогично доказательству теоремы 7 и основано

на применении результатов теоремы 5.
Те о р е м а до к а з а н а.
Из теорем 7 и 8 вытекает следующее важное утверждение:

Те о р ем а 9. Пусть матрица A
′

получена из матрицы A элементар-
ными преобразованиями в любой последовательности строк первых
трех типов и всех столбцов четвертого типа. Тогда справедливы
следующие равенства:

dimL(A
′1,A

′2, ... ,A
′m) = dimL(A1,A2, ... ,Am), (5.6)

dimL(A′

1,A
′

2, ... ,A
′

n) = dimL(A1,A2, ... ,An). (5.7)

До к а з а т е л ь с т в о.
После применения элементарного преобразования любого из че-

тырех типов имеют место равенства (5.6) и (5.7). Отсюда вытекает
справедливость этих равенств после конечного числа элементарных
преобразований первых четырех типов, причем и применения элемен-
тарного преобразования четвертого типа для всех столбцов матрицы A.

Те о р е м а до к а з а н а.


