
Лекци я 12

ПРИВЕДЕНИЕ КРИВОЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА К

КАНОНИЧЕСКОМУ ВИДУ

§ 1. Преобразование прямоугольных декартовых
координат на плоскости

Пусть {O, e1, e2} — это исходная декартова прямоугольная система
координат на ориентированной плоскости, а {O

′

, e
′

1, e
′

2} — это другая
прямоугольная декартова система координат. Нужно получить форму-
лы, связывающие координаты одной и той же точки в этих системах
координат:

M(x, y) и M(x
′

, y
′

).

Сначала рассмотрим случай O
′

= O. Рассмотрим две системы по-
лярных координат, связанных с системой координат {O, e1, e2} и
«повёрнутой» системой координат {O, e

′

1, e
′

2}: Пусть (ρ,ϕ) — это поляр-

g

g

Рис. 1. Системы координат.

ные координаты точки M относительно системы координат {O, e′1, e
′

2},
т. е. с полярной осью Ox

′

. 1) Тогда (ρ,ϕ+ α) — это полярные коорди-

1) Здесь имеется в виду, что ϕ ∈ [0, 2π) — угол, отсчитываемый против

часовой стрелки от оси Ox′ до радиус–вектора
−−→
OM.
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наты той же точки относительно системы координат {O, e1, e2}, т. е. с
полярной осью Ox. 1) Тогда имеют место следующие формулы:

x = ρ cos(ϕ+ α), y = ρ sin(ϕ+ α), (1.1)

x
′

= ρ cosϕ, y
′

= ρ sinϕ. (1.2)

Справедливы следующие две цепочки равенств:

x = ρ cos(ϕ+ α) = ρ cosϕ cosα− ρ sinϕ sinα = x
′

cosα− y
′

sinα, (1.3)

y = ρ sin(ϕ+ α) = ρ sinϕ cosα+ ρ cosϕ sinα = y
′

cosα+ x
′

sinα. (1.4)

Итоговые формулы (1.3) и (1.4) можно записать в следующем компакт-
ном виде:

(

x
y

)

=

(

cosα − sinα
sinα cosα

)(

x
′

y
′

)

. (1.5)

Теперь опять в случае O
′

= O нужно получить формулы, связыва-
ющие базисы {e

′

1, e
′

2} и {e1, e2}: По правилу треугольника имеем

Рис. 2. Базисные векторы.

e
′

1 =
−→
OA+

−−→
OB,

−→
OA = OA · e1,

−−→
OB = OB · e2. (1.6)

Справедливы следующие равенства:

OA = (e
′

1, e1) = |e
′

1||e1| cosα = cosα, (1.7)

OB = (e
′

1, e2) = |e
′

1||e2| cos
(π

2
− α

)

= sinα, (1.8)

1) Угол α ∈ [0, 2π) и отсчитывается от оси Ox до оси Ox′ против часовой
стрелки.
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где угол α ∈ [0, 2π) — угол между осью Ox и осью Ox′, отсчитываемый
против часовой стрелки от оси Ox. Следовательно, из равенств (1.6)–
(1.8) получаем равенство

e
′

1 = cosα · e1 + sinα · e2. (1.9)

Для вектора e
′

2 справедливо следующее равенство:

e
′

2 =
−−→
OC +

−−→
OD. (1.10)

Справедливы следующие равенства:

−−→
OC = OC · e2,

−−→
OD = OD · e1, (1.11)

OC = (e
′

2, e2) = |e
′

2||e2| cosα, (1.12)

OD = (e
′

2, e1) = |e
′

2||e1| cos
(π

2
+ α

)

. (1.13)

Итак, из равенств (1.10)–(1.13) вытекает искомое выражение

e
′

2 = − sinα · e1 + cosα · e2. (1.14)

Равенства (1.9) и (1.14) можно переписать в компактной форме с
учётом правила умножения строчки на матрицу:

(e
′

1, e
′

2) = (e1, e2)

(

cosα − sinα
sinα cosα

)

(1.15)

✷ Действительно, согласно правилу «строчка на столбец» получим
следующее равенство:

(e1, e2)

(

cosα − sinα
sinα cosα

)

=

= (e1 · cosα+ e2 · sinα,−e1 · sinα+ e2 · cosα) , (1.16)

а из равенства строчек

(e
′

1, e
′

2) = (e1 · cosα+ e2 · sinα,−e1 · sinα+ e2 · cosα)

мы получим равенства (1.9) и (1.14). ⊠
Теперь мы рассмотрим общую ситуацию: O

′

6= O. Тогда справедливо
следующее равенство:

−−→
OM =

−−→
OO

′

+
−−−→
O

′

M. (1.17)

Пусть
−−→
OO

′

= α · e1 + β · e2 = (e1, e2)

(

x0

y0

)

, (1.18)

−−→
OM = x · e1 + y · e2 = (e1, e2)

(

x
y

)

, (1.19)
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g

g

g

Рис. 3. Поворот и сдвиг системы координат.

−−−→
O

′

M = x
′

· e
′

1 + y
′

· e
′

2 = (e
′

1, e
′

2)

(

x
′

y
′

)

. (1.20)

Из равенств (1.17)–(1.20) и из выражения (1.15) вытекает следующее
равенство:

(e1, e2)

(

x
y

)

= (e1, e2)

(

x0

y0

)

+

+ (e1, e2)

(

cosα − sinα
sinα cosα

)(

x
′

y
′

)

. (1.21)

Заметим, что справедливо следующее равенство:

(e1, e2)

(

c1
c2

)

+ (e1, e2)

(

d1
d2

)

= (e1, e2)

[(

c1
c2

)

+

(

d1
d2

)]

. (1.22)

✷ Действительно, имеет место следующая цепочка равенств:

(e1, e2)

(

c1
c2

)

+ (e1, e2)

(

d1
d2

)

= c1e1 + c2e2 + d1e1 + d2e2 =

= (c1 + d1)e1 + (c2 + d2)e2 = (e1, e2)

(

c1 + d1
c2 + d2

)

=

= (e1, e2)

[(

c1
c2

)

+

(

d1
d2

)]

. ⊠

Произведение
(

cosα − sinα
sinα cosα

)(

x
′

y
′

)
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— это некоторый столбец. Поэтому из равенства (1.21) в силу свойства
(1.22) приходим к следующему равенству:

(e1, e2)

(

z1
z2

)

= (e1, e2)

(

0
0

)

= 0 · e1 + 0 · e2 = 0, (1.23)

где
(

z1
z2

)

:=

(

x
y

)

−

(

x0

y0

)

−

(

cosα − sinα
sinα cosα

)(

x
′

y
′

)

. (1.24)

Заметим, что согласно правилу умножения «строчка на столбец» имеем

(e1, e2)

(

z1
z2

)

= z1 · e1 + z2 · e2,

а в силу (1.23) мы приходим к следующему равенству:

z1 · e1 + z2 · e2 = 0, (1.25)

которое в силу линейной независимости базиса {e1, e2} эквивалентно
равенствам

z1 = z2 = 0.

Отсюда и из (1.24) получаем искомое равенство
(

x
y

)

=

(

x0

y0

)

+

(

cosα − sinα
sinα cosα

)(

x
′

y
′

)

(1.26)

или в развёрнутой форме

x = x0 + cosα · x
′

− sinα · y
′

,

y = y0 + sinα · x
′

+ cosα · y
′

.

§ 2. Матричная форма записи преобразований на
плоскости в однородных координатах

Введём следующие обозначения:

R :=

(

cosα − sinα
sinα cosα

)

, (2.1)

X :=

(

x
y

)

, X ′ :=

(

x′

y′

)

, X0 =

(

x0

y0

)

. (2.2)

Тогда матричное уравнение (1.26) с учётом обозначений (2.1), (2.2)
можно переписать в следующей компактной матричной форме записи:

X = X0 +RX ′. (2.3)

Отметим, что справедливо следующее утверждение:
Л емм а 1. Имеет место равенства |R| = 1 и RT = R−1.
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Док а з а т е л ь с т в о.
Первое утверждение тривиально. Для доказательства второго нуж-

но заметить, что преобразование R — преобразование поворота на
угол α ∈ [0, 2π), а обратное преобразование — поворот на угол −α.
Следовательно,

R−1 =

(

cos(−α) − sin(−α)
sin(−α) cos(−α)

)

=

(

cosα sinα
− sinα cosα

)

= RT .

Хотя, можно проверить и непосредственно. Справедливы следующие
равенства:

RTR =

(

cosα sinα
− sinα cosα

)(

cosα − sinα
sinα cosα

)

=

(

1 0
0 1

)

,

RRT =

(

cosα − sinα
sinα cosα

)(

cosα sinα
− sinα cosα

)

=

(

1 0
0 1

)

.

Лемм а до к а з а н а.
С учётом результата этой леммы справедливы следующие формулы:

X −X0 = RX ′ ⇔ X ′ = R−1(X −X0) = RT (X −X0) =

= −RTX0 +RTX ⇔ X ′ = X ′

0 +RTX, X ′

0 = −RTX0. (2.4)

З а п и с ь п р е о б р а з о в а н и й п л о с к о с т и в од н о р од н ы х
ко о рд и н а т а х . Выпишем следующие столбцы:

Z =

(

x
y
1

)

=

∥

∥

∥

∥

X
1

∥

∥

∥

∥

, Z
′

=





x
′

y
′

1



 =

∥

∥

∥

∥

X
′

1

∥

∥

∥

∥

. (2.5)

Введём теперь расширенную матрицу преобразования

P =





cosα − sinα x0

sinα cosα y0
0 0 1



 =

∥

∥

∥

∥

R X0

O 1

∥

∥

∥

∥

. (2.6)

Справедливо следующее утверждение:
Лемм а 2. Матрица P обратима и обратная имеет следующий вид:

P−1 =







cosα sinα x
′

0

− sinα cosα y
′

0

0 0 1






=

∥

∥

∥

∥

RT −RTX0

O 1

∥

∥

∥

∥

. (2.7)

До к а з а т е л ь с т в о .
Используя правило перемножения блочных матриц, получим следу-

ющую цепочку равенств:

P−1 · P =

∥

∥

∥

∥

RT −RTX0

O 1

∥

∥

∥

∥

·

∥

∥

∥

∥

R X0

O 1

∥

∥

∥

∥

=
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=

∥

∥

∥

∥

RTR RTX0 −RTX0

O 1

∥

∥

∥

∥

=

∥

∥

∥

∥

I O
O 1

∥

∥

∥

∥

=

(

1 0 0
0 1 0
0 0 1

)

,

P · P−1 =

∥

∥

∥

∥

R X0

O 1

∥

∥

∥

∥

·

∥

∥

∥

∥

RT −RTX0

O 1

∥

∥

∥

∥

· =

=

∥

∥

∥

∥

RRT −RRTX0 +X0

O 1

∥

∥

∥

∥

=

∥

∥

∥

∥

I O
O 1

∥

∥

∥

∥

=

(

1 0 0
0 1 0
0 0 1

)

.

Лемм а до к а з а н а .
Л емм а 3. Справедливы следующие равенства:

Z = PZ
′

, Z
′

= P−1Z.

Док а з а т е л ь с т в о .

PZ
′

=

∥

∥

∥

∥

R X0

O 1

∥

∥

∥

∥

·

∥

∥

∥

∥

X
′

1

∥

∥

∥

∥

=

∥

∥

∥

∥

∥

R ·X
′

+X0

1

∥

∥

∥

∥

∥

=

∥

∥

∥

∥

X
1

∥

∥

∥

∥

= Z;

P−1 · Z =

∥

∥

∥

∥

RT −RTX0

O 1

∥

∥

∥

∥

·

∥

∥

∥

∥

X
1

∥

∥

∥

∥

=

∥

∥

∥

∥

RT ·X −RT ·X0

1

∥

∥

∥

∥

=

=

∥

∥

∥

∥

RT · (X −X0)

1

∥

∥

∥

∥

=

∥

∥

∥

∥

X
′

1

∥

∥

∥

∥

= Z
′

.

Лемм а до к а з а н а .
З а м е ч а н и е 1. Справедливо равенство

P−1 =

∥

∥

∥

∥

RT −RTX0

O 1

∥

∥

∥

∥

=

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

cosα sinα x
′

0

− sinα cosα y
′

0

0 0 1

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

,

где
X

′

0 = −RTX0,

которое можно переписать в следующем виде:
{

x
′

0 = −x0 cosα− y0 sinα,
y

′

0 = x0 sinα− y0 cosα.

§ 3. Уравнения квадрики на плоскости

Пусть на ориентированной плоскости задана декартова прямоуголь-
ная система координат {O, e1, e2}.
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Опр е д е л е н и е 1 . Линия на плоскости, координаты точек
M(x, y) которой и только они являются решениями уравнения

F (x, y)
def
= a11x

2 + 2a12xy + a22y
2 + 2b1x+ 2b2y + c = 0, (3.1)

причём коэффициенты этого уравнения вещественные числа и

|a11|+ |a12|+ |a22| > 0

называется уравнением линии второго порядка или квадрикой.
Введём следующие матрицы:

A =

(

a11 a12
a21 a22

)

, a21 = a12, B = (b1, b2) , X =

(

x
y

)

.

Уравнение (3.1) квадрики можно записать в следующем виде:

XTAX + 2BX + c = 0. (3.2)

✷ Действительно, справедливы следующие равенства:

XTAX = (x, y)

(

a11x+ a12y
a12x+ a22y

)

= a11x
2 + a12xy + a12yx+ a22y

2. (3.3)

⊠

Ур а в н е н и е к в а д р и к и в од н о р од н ы х к о о рд и н а т а х .
Рассмотрим следующие блочные матрицы:

D =





a11 a12 b1
a21 a22 b2
b1 b2 c



 =

∥

∥

∥

∥

A BT

B c

∥

∥

∥

∥

, Z =

(

x
y

1

)

=

∥

∥

∥

∥

X
1

∥

∥

∥

∥

. (3.4)

Тогда уравнение квадрики (3.2) можно записать в следующем виде:

ZTDZ = 0. (3.5)

✷ Действительно,

∥

∥XT 1
∥

∥ ·

∥

∥

∥

∥

A BT

B c

∥

∥

∥

∥

·

∥

∥

∥

∥

X
1

∥

∥

∥

∥

=

=
∥

∥

∥XTA+B XTBT + c

∥

∥

∥
·

∥

∥

∥

∥

X
1

∥

∥

∥

∥

=

= XTAX +BX +XTBT + c = XTAX + 2BX + c,

где мы воспользовались равенством BX = (BX)T = XTBT , которое
справедливо, поскольку произведение BX — число. ⊠
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§ 4. Ортогональные преобразования уравнения
квадрики

Рассмотрим на плоскости помимо {O, e1, e2} ещё одну декар-
тову прямоугольную систему координат {O

′

, e′1, e
′

2}, полученную из
{O, e1, e2} параллельным переносом и поворотом. Напомним, что одно-
родные координаты в этих системах координат связаны соотношением

Z = PZ
′

, P =





cosα − sinα x0

sinα cosα y0
0 0 1



 =

∥

∥

∥

∥

R X0

O 1

∥

∥

∥

∥

, (4.1)

где

Z =

(

x
y

1

)

=

∥

∥

∥

∥

X
1

∥

∥

∥

∥

, Z
′

=







x
′

y
′

1






=

∥

∥

∥

∥

X
′

1

∥

∥

∥

∥

.

После подстановки в уравнение (3.5) преобразования (4.1) получим
следующую цепочку равенств:

0 = ZTDZ = Z
′
TPTDPZ

′

= Z
′
TD

′

Z
′

,

где

D
′

= PTDP , D
′

=

∥

∥

∥

∥

∥

A
′

B
′
T

B
′

c
′

∥

∥

∥

∥

∥

. (4.2)

✷ PT ·D =

∥

∥

∥

∥

∥

RT O

XT

0 1

∥

∥

∥

∥

∥

·

∥

∥

∥

∥

A BT

B c

∥

∥

∥

∥

=

∥

∥

∥

∥

∥

RTA RTBT

XT

0 A+B XT

0 B
T + c

∥

∥

∥

∥

∥

,

(

PT ·D
)

· P =

∥

∥

∥

∥

∥

RTA RTBT

XT

0 A+B XT

0 B
T + c

∥

∥

∥

∥

∥

·

∥

∥

∥

∥

R X0

O 1

∥

∥

∥

∥

=

=

∥

∥

∥

∥

∥

RTAR RTAX0 +RTBT

XT

0 AR+BR XT

0 AX0 +BX0 +XT

0 B
T + c

∥

∥

∥

∥

∥

=

=

∥

∥

∥

∥

∥

RTAR RT (AX0 +BT )

(XT

0 A+B)R XT

0 AX0 + 2BX0 + c

∥

∥

∥

∥

∥

, (4.3)

где мы воспользовались равенством XT

0 B
T = BX0, поскольку это мат-

рица размера 1 × 1 — число, а также тем, что AT = A. Сравнивая
формулы (4.2) и (4.3) мы получим равенства

A
′

= RTAR, B
′

= (XT

0 A+B)R, c
′

= XT

0 AX0 + 2BX0 + c, (4.4)

а уравнение квадрики в новой системе координат примет следующий
вид:

X
′
TA

′

X
′

+ 2B
′

X
′

+ c
′

= 0. ⊠ (4.5)
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Наблюде н и е 1 . Матрица A меняется только при повороте.
Н а б л юд е н и е 2 . Матрица B меняется и при повороте и при

параллельном переносе.
Н а б люде н и е 3 . Свободный член c меняется только при парал-

лельном переносе.
О р т о г о н а л ь ны е и н в а р и а н т ы у р а в н е н и я к в а д р и к и .

Те о р ем а 1. При ортогональных преобразованиях декартовой пря-
моугольной системы координат величины

S := trA, δ := detA, △ := detD (4.6)

не изменяются.
Док а з а т е л ь с т в о .

trA
′

= tr(RTAR) = tr(ARRT ) = tr(ARR−1) = trA;

detA
′

= det(RTAR) = detRT detA detR = detA, detR = 1;

detD
′

= det(PTDP ) = detPT detD detP = detD, detP = 1.

Те о р е м а до к а з а н а .
О п р ед е л е н и е 2 . Величины (4.6) называются ортогональны-

ми инвариантами.

§ 5. Уничтожение слагаемого 2a12xy при помощи
поворота на угол α

Задача заключается в том, чтобы найти поворот на такой угол α,
при котором справедливо равенство

A
′

= RTAR =

(

λ1 0

0 λ2

)

, R =

(

cosα − sinα
sinα cosα

)

. (5.1)

Л е м м а 4. При наличии в уравнении квадрики (3.1) слагаемого
2a12xy необходимо выполняется условие λ1 6= λ2

1) .
Док а з а т е л ь с т в о .
Пусть λ1 = λ2. Тогда

A = (RT )−1A
′

R−1 = RA
′

R−1 = R (λI)R−1 = λRR−1 = λI.

Лемм а до к а з а н а .
З а м е ч а н и е 2. Числа λ1 и λ2 могут быть найдены с помощью орто-
гональных инвариантов.

✷ Действительно, имеем

S = trA = trA
′

= λ1 + λ2, δ = detA = detA
′

= λ1λ2.

1)Отметим, что это утверждение имеет место только в прямоугольных
декартовых системах координат.
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Поэтому по теореме Виета числа λ1 и λ2 являются решениями следу-
ющего квадратного уравнения:

λ2 − Sλ+ δ = 0. ⊠ (5.2)

Х а р а к т е р и с т и ч е с к и й м н о г о ч л е н . Итак, при ортогональ-
ном преобразовании R (RT = R−1) матрица A квадрики преобразуется
по следующему закону:

A
′

= RTAR ⇔ RA
′

= AR, (5.3)

поскольку RT = R−1. Нам нужно найти такой новый базис e
′

1, e
′

2, в

котором матрица A
′

имеет вид

A
′

=

(

λ1 0

0 λ2

)

.

Воспользуемся равенством (5.3) и получим следующее выражение:

A‖R1,R2‖ = ‖R1,R2‖

(

λ1 0

0 λ2

)

= ‖λ1R1,λ2R2‖. (5.4)

Заметим теперь, что согласно формуле произведения матрицы A на
матрицу R = ‖R1,R2‖ имеет место равенство

AR = A‖R1,R2‖ = ‖AR1,AR2‖. (5.5)

Из равенств (5.4) и (5.5) мы приходим к равенствам

‖AR1,AR2‖ = ‖λ1R1,λ2R2‖ ⇔ ARk = λkRk при k = 1, 2. (5.6)

Уравнения (5.6) можно переписать в следующем виде:

(A− λkI)Rk = O при k = 1, 2. (5.7)

Нетривиальные решения систем уравнений (5.7) существуют тогда и
только тогда, когда λ1 и λ2 являются решениями следующего уравне-
ния:

det (A− λI) = 0. (5.8)

О пр ед е л е н и е 3 . Уравнение (5.8) называется характеристи-
ческим уравнением или характеристическим многочленом.

Вы ч и с л е н и е о п р е д е л и т е л я в х а р а к т е р и с т и ч е с к ом
у р а в н е н и и .

✷ det (A− λI) =

∣

∣

∣

∣

a11 − λ a12
a21 a22 − λ

∣

∣

∣

∣

=

= (a11 − λ)(a22 − λ)− a12a21 =

= λ2 − (a11 + a22)λ+ a11a22 − a12a21 =

= λ2 − Sλ+ δ = 0. ⊠ (5.9)
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Таким образом, мы установили, что числа λ1 и λ2 являются решени-
ями уравнения (5.8) и только они.

О п р ед е л е н и е 4 . Корни λ1 и λ2 характеристического много-
члена (5.8) называются собственными значениями матрицы A, а
ненулевые решения R1 и R2 уравнения

(A− λI)X = O

называются собственными векторами.
Поэтому, например,

AR2 = λ2R2 ⇔

(

a11 a12
a12 a22

)(

− sinα
cosα

)

= λ2

(

− sinα
cosα

)

⇔

⇔

{

−a11 sinα+ a12 cosα = −λ2 sinα,
−a12 sinα+ a22 cosα = λ2 cosα,

}

(5.10)

− a11 sinα cosα+ a12 cos
2 α =

= a12 sin
2 α− a22 sinα cosα ⇔

⇔ a12 cos(2α) =
a11 − a22

2
sin(2α), (5.11)

cot 2α =
a11 − a22

2a12
. (5.12)

§ 6. Уничтожение линейных слагаемых 2b1x + 2b2y

Из полученных ранее формул (4.4) вытекает, что при общем орто-
гональном преобразовании матрица–строка B = (b1, b2) преобразуется
по следующему закону:

B
′

= (XT

0 A+B)R. (6.1)

Для уничтожения в уравнении квадрики (3.2) линейного слагаемого

2BX

необходимо и достаточно потребовать, чтобы B
′

= O. Справедлива
следующая цепочка равенств:

B
′

= O ⇔ (XT

0 A+B)R = O ⇔ XT

0 A+B = O ⇔ ATX0 = −BT . (6.2)

Поскольку AT = A, то мы приходим к искомому уравнению

AX0 = −BT , B 6= O. (6.3)

Ясно, что эта квадратная неоднородная система линейных уравнений
однозначно разрешима тогда и только тогда, когда δ = detA 6= 0.
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Сл у ч а й це н т р а л ь н ы х к в а д р и к . Рассмотрим сначала слу-
чай δ 6= 0. В этом случае имеет место равенство

X0 = −A−1BT ,

из которого вытекает явный вид искомого преобразования

P =

∥

∥

∥

∥

R X0

O 1

∥

∥

∥

∥

=

∥

∥

∥

∥

R −A−1BT

O 1

∥

∥

∥

∥

, R =

(

cosα − sinα
sinα cosα

)

.

В новых координатах X
′

= (x
′

, y
′

) после этого преобразования уравне-
ние квадрики примет следующий вид:

λ1x
′2 + λ2y

′2 + c
′

= 0, c
′

= XT

0 AX0 + 2BX0 + c. (6.4)

Матрица D
′

при этом имеет следующий вид:

D
′

=







λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 c
′






, (6.5)

где выражение для c
′

можно упростить.

✷ c
′

= XT

0 AX0 + 2BX0 + c = −XT

0 B
T + 2BX0 + c = BX0 + c. ⊠

Кроме того, из выражения (6.5) имеют место следующие равенства:

△ = detD
′

= λ1λ2c
′

= δc
′

⇒ c
′

=
△

δ
. (6.6)

Следовательно, уравнение (6.4) с учётом (6.6) можно переписать в
следующем виде:

λ1x
′2 + λ2y

′2 +
△

δ
= 0. (6.7)

О пр ед е л е н и е 5 . Алгебраическая линия второго порядка на-
зывается центральной, если detA 6= 0.

§ 7. Уравнения эллиптического типа

Рассмотрим случай δ = detA = λ1λ2 > 0. В этом случае, очевидно,
числа λ1 и λ2 одного знака.

1 . В еще с т в е н н ы й э л л и п с . Пусть c
′

и λ1,2 имеют разные
знаки. Тогда уравнение (6.7) можно переписать в следующем виде:

x
′2

a2
+

y
′2

b2
= 1, a2 = −

c
′

λ1
= −

△

δλ1
> 0, b2 = −

c
′

λ2
= −

△

δλ2
> 0. (7.1)
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2 . Мн имый э л л и п с . Пусть c
′

и λ1,2 одного знака. Тогда урав-
нение (6.7) можно переписать в следующем виде:

x
′2

a2
+

y
′2

b2
= −1, a2 =

c
′

λ1
=

△

δλ1
> 0, b2 =

c
′

λ2

=
△

δλ2

> 0. (7.2)

3 . П а р а м н и мы х п р я м ы х . Пусть c
′

= 0 и уравнение (6.7)
можно переписать в следующем виде:

a2x
′2 + b2y

′2 = 0, a =
√

|λ1| , b =
√

|λ2| . (7.3)

§ 8. Уравнения гиперболического типа

Рассмотрим теперь случай δ = detA = λ1λ2 < 0. Это случай, когда
числа λ1 и λ2 разных знаков.

4 . Ги п е р б о л а . Предположим, что △ = c
′

δ 6= 0. Тогда c
′

6= 0. Без
ограничения общности можно считать, что знаки чисел c

′

и λ1 разные,
а знаки чисел c

′

и λ2 одинаковые. Поэтому уравнение (6.7) можно
переписать в следующем виде:

x
′2

a2
−

y
′2

b2
= 1, a2 = −

c
′

λ1
= −

△

δλ1
> 0, b2 =

c
′

λ2

=
△

δλ2

> 0. (8.1)

5 . П а р а п е р е с е к а ющи х с я п р я м ы х . Предположим, что
△ = c

′

δ = 0 ⇒ c
′

= 0. Это вырожденный случай. Тогда уравнение (6.7)
можно привести к следующему виду:

a2x
′2 − b2y

′2 = 0, a2 = |λ1|, b2 = |λ2|. (8.2)

§ 9. Уравнения параболического типа

Рассмотрим теперь вырожденный случай δ = detA = λ1λ2 = 0. По-
скольку мы рассматриваем алгебраические уравнения второго порядка,
то это означает, что только одно из чисел λ1 и λ2 равно нулю. Пусть,
например, λ1 = 0. Тогда

S = trA = λ2, D
′

=









0 0 b
′

1

0 S b
′

2

b
′

1 b
′

2 c
′









, △ = detD
′

= −
(

b
′

1

)2

S. (9.1)

Поскольку рассматривается случай detA = 0, то система уравнений
AX0 = −BT может либо быть несовместной, либо иметь бесконечное
множество решений. Это случай нецентральных кривых на плоско-
сти. Справедливо следующее важное утверждение:
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Лемм а 5. Коэффициент b
′

1 выражается формулой

b
′

1 = ±

√

−
△

S
(9.2)

и его абсолютная величина |b
′

1| является инвариантом относитель-
но сдвигов.

Док а з а т е л ь с т в о .
Если мы используем только преобразование параллельного перено-

са системы координат, то при этом матрица D
′

после преобразования
вида (формально при α = 0)

P =





1 0 x0

0 1 y0
0 0 1



 .

преобразуется только к матрице аналогичного вида:

D
′′

=









0 0 b
′′

1

0 S b
′′

2

b
′′

1 b
′′

2 c
′′









.

При этом имеем

△ = detD
′′

= −
(

b
′′

1

)2

S, △ = detD
′

= −
(

b
′

1

)2

S ⇒ |b
′′

1 | = |b
′

1|.

Лемм а до к а з а н а .
6 . П ар а б о л и ч е с к и й т и п . Предположим, что △ 6= 0. Поэтому

согласно лемме 5 какие бы мы в дальнейшем не делали бы параллель-
ный перенос системы координат (сдвиг) коэффициент b

′

1 6= 0 преобра-

зуется в коэффициент b
′′

1 = ±b
′

1 6= 0. Пусть мы сделали уже поворот
на найденный угол α и уничтожили слагаемое 2a12xy. В однородных
координатах чистый поворот имеет следующий вид:

D
′

= PT

1 DP1, P1 =

∥

∥

∥

∥

R O
O 1

∥

∥

∥

∥

, R =

(

cosα − sinα
sinα cosα

)

.

При этом в однородных координатах мы пришли к матрице

D
′

=









0 0 b
′

1

0 S b
′

2

b
′

1 b
′

2 c
′









, A
′

=

(

0 0
0 S

)

, B
′

= (b
′

1, b
′

2), b
′

1 6= 0.

Тогда уравнение для центра примет следующий вид:

A
′

X0 = −B
′T

= −

(

b
′

1

b
′

2

)

,
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где

rangA
′

= rang

(

0 0
0 S

)

< rang

(

0 0 −b
′

1

0 S −b
′

2

)

, если b
′

1 6= 0.

Итак, уравнение цента не имеет решений. После поворота R (пока
без сдвига) уравнение квадрики примет следующий вид:

Sy
′2 + 2b

′

1x
′

+ 2b
′

2y
′

+ c = 0, b
′

1 6= 0. (9.3)

Это уравнение после выделения полного квадрата примет следующий
вид:

S

(

y
′

+
b
′

2

S

)2

+ 2b
′

1

(

x
′

+
c

2b
′

1

−
b
′2
2

2b
′

1S

)

= 0.

Вводя новые переменные


















x
′′

= ±

(

x
′

+
c

2b
′

1

−
b
′2
2

2b
′

1S

)

,

y
′′

= y
′

+
b
′

2

S
,

(9.4)

получим уравнение
Sy

′′2 + 2b
′

1x
′′

= 0, (9.5)

а затем выбираем знак ± так, чтобы получилось каноническое уравне-
ние параболы

y
′′2 = 2px

′′

, p =

∣

∣

∣

∣

∣

b
′

1

S

∣

∣

∣

∣

∣

. (9.6)

З а м е ч а н и е 3. Заметим, что после преобразования (9.4) матрица
квадрики в системе координат Ox

′′

y
′′

примет следующий вид:

D
′′

=







0 0 b
′

1

0 S 0

b
′

1 0 0






.

Вы р ожде н ны й п а р а б о л и ч е с к и й т и п . Пусть △ = detD =
= 0. Следовательно, система уравнений центра

AX0 = −BT (9.7)

имеет бесконечно много решений. Выберем какое–либо из них X0.
Поэтому после поворота и сдвига, определяемого матрицей

P =

∥

∥

∥

∥

R X0

O 1

∥

∥

∥

∥

, R =

(

cosα − sinα
sinα cosα

)

, D
′

= PTDP.

получим уравнение кривой второго порядка следующего вида:

Sy
′2 + c

′

= 0, (9.8)
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с матрицей D′ в однородных координатах следующего вида:

D
′

= PTDP =





0 0 0
0 S 0

0 0 c
′



 . (9.9)

Отметим, что
c′ = XT

0 AX0 + 2BX0 + c. (9.10)

Отсюда с учётом уравнения (9.7) получим равенство

c′ = −XT

0 B
T + 2BX0 + c = BX0 + c, (9.11)

где XT

0 B
T = (BX0)

T = BX0, поскольку произведение BX0 — число.
Из вида выражения (9.11) может сложиться впечатление, что c′ зави-
сит от выбора X0. Однако, это не так. Пусть X1 — другое решение
уравнения (9.7):

AX1 = −BT ⇒ c′′ = BX1 + c. (9.12)

Из уравнений (9.7) и (9.11) вытекают соотношения:

XT

1 AX0 = −XT

1 B
T ⇔ XT

1 A
TX0 = −XT

1 B
T ⇔

⇔ −BX0 = −XT

1 B
T = −BX1 ⇔ BX0 = BX1 ⇒ c′′ = c′. (9.13)

7. Вы р ож де н н ы й т и п . Д в е п а р а л л е л ь н ы е п р я м ы е .
Числа S и c

′

имеют разные знаки, тогда уравнение (9.8) примет
следующий вид:

y
′2 − a2 = 0, a2 =

∣

∣

∣

∣

∣

c
′

S

∣

∣

∣

∣

∣

. (9.14)

8 . Вы р ожде н н ы й т и п . Д в е м н и м ы е п а р а л л е л ь н ы е
п р я м ы е . Числа S и c

′

имеют одинаковые знаки, тогда уравнение
(9.8) примет следующий вид:

y
′2 + a2 = 0, a2 =

c
′

S
. (9.15)

9 . Вы р ож д е н н ы й т и п . Д в е с о в п а д а ющи е п р я м ы е .
Если c

′

= 0, тогда уравнение (9.8) примет следующий вид:

y
′2 = 0. (9.16)


