
АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ

Лекторы А. В. Овчинников и М. О. Корпусов

Первый и второй вопросы

к экзамену. Базовая часть.

1.1. Векторы.

1. Сформулируйте определение линейных операций над вектора-
ми. Перечислите свойства линейных операций над векторами.

2. Сформулируйте определение коллинеарных (компланарных)
векторов. Сформулируйте и докажите необходимое и достаточ-
ное условие коллинеарности (компланарности) векторов.

3. Сформулируйте определения базиса на плоскости (в простран-
стве), разложения вектора по базису, координат вектора в бази-
се. Сформулируйте и докажите теорему о единственности раз-
ложения по базису.

4. Найдите радиус-вектор точки A2, симметричной точке A1(r1)
относительно точки C(r0).

5. Пусть A1(r1) и A2(r2) — две данные точки. Докажите, что точ-
ка B(r) лежит на отрезке [A1A2] тогда и только тогда, когда
r = αr1 + βr2, где α, β ∈ [0; 1] и α + β = 1.

6. Точки A1(r1), A2(r2), A3(r3), не лежащие на одной прямой, яв-
ляются последовательными вершинами параллелограмма. Най-
дите радиус-вектор r4 четвёртой вершины A4 этого параллело-
грамма.

7. Даны три точки A1(r1), A2(r2), A3(r3), не лежащие на одной
прямой. Найдите радиус-вектор точки пересечения медиан тре-
угольника A1A2A3.

8. В треугольнике ABC проведена медиана [AD]. Найдите коорди-

наты вектора
−−→
AD в базисе, образованном векторами

−→
AB и

−→
AC.

9. Сформулируйте определение скалярного произведения векто-
ров. Сформулируйте и докажите его свойства.
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10. Выведите формулу для вычисления скалярного произведения
векторов, заданных своими координатами в ортонормированном
базисе.

11. Сформулируйте определение векторного произведения векто-
ров. Запишите формулу для вычисления векторного произве-
дения векторов, заданных своими координатами в ортонорми-
рованном базисе.

12. Сформулируйте и докажите свойства векторного произведения.
13. Запишите формулу для двойного векторного произведения. За-

пишите и докажите тождество Якоби.
14. Упростите выражения: (а)[a−b,a+b]; (б) [a−b+c, a−2b+3c].
15. Сформулируйте определение смешанного произведения векто-

ров. Каков геометрический смысл смешанного произведения
векторов? Сформулируйте и докажите свойства смешанного
произведения.

16. Выведите формулу для вычисления смешанного произведения
векторов, заданных своими координатами в ортонормированном
базисе.

17. Что такое правая (левая) тройка векторов? Как определить ори-
ентацию тройки векторов, заданных своими координатами?

18. Докажите тождество

([a, b], [c,d]) =

∣

∣

∣

∣

(a, c) (a,d)
(b, c) (b,d)

∣

∣

∣

∣

.

1.2. Матрицы.

1. Сформулируйте определение линейных операций над матрица-
ми. Перечислите свойства линейных операций над матрицами.

2. Сформулируйте определение линейной комбинации столбцов и
линейной оболочки столбцов. Приведите примеры.

3. Сформулируйте определение линейно зависимых и линейно
независимых столбцов. Приведите примеры.

4. Сформулируйте и докажите теорему о свойствах линейно зави-
симых столбцов.

5. Сформулируйте определение следа матрицы. Докажите равен-
ство tr(A + B) = tr A + tr B.

6. Сформулируйте определение произведения матриц. Приведите
примеры.

7. Известно, что произведение двух матриц равно нулевой матри-
це. Следует ли отсюда, что один из сомножителей представляет
собой нулевую матрицу? Ответ обоснуйте.

8. На какую матрицу нужно умножить матрицу A, чтобы в резуль-
тате получить (а) первый столбец A; (б) первую строку A?
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9. Сформулируйте и докажите теорему о свойствах произведения
матриц.

10. Пусть A, B — матрицы, для которых определено произведение
C = AB. Докажите, что i-й столбец матрицы C представляет
собой линейную комбинацию столбцов матрицы A с коэффици-
ентами, равными элементам i-го столбца матрицы B.

11. Пусть A, B — матрицы, для которых определено произведение
C = AB. Докажите, что i-й столбец матрицы C представляет
собой произведение матрицы A на i-й столбец матрицы B.

12. Пусть A, B — матрицы, для которых определено произведение
C = AB. Докажите, что i-я строка матрицы C представляет
собой линейную комбинацию строк матрицы B с коэффициен-
тами, равными элементам i-й строки матрицы A.

13. Пусть A, B — матрицы, для которых определено произведение
C = AB. Докажите, что i-я строка матрицы C представляет
собой произведение i-й строки матрицы A на матрицу B.

14. Сформулируйте определение операции транспонирования мат-
риц. Сформулируйте и докажите теорему о свойствах операции
транспонирования.

15. Сформулируйте определение обратной матрицы. Всегда ли су-
ществует обратная матрица? Докажите, что если обратная мат-
рица существует, то она единственна.

16. Запишите и докажите формулу вычисления обратной матрицы
для (2×)-матрицы.

17. Сформулируйте и докажите теорему о свойствах обратной мат-
рицы.

18. Докажите формулу (P−1AP )k = P−1AkP , где A, P — квадрат-
ные матрицы.

1.3. Определители второго и третьего порядков.

1. Сформулируйте определение определителя второго порядка.
Сформулируйте и докажите основные свойства определителя
второго порядка.

2. Докажите формулы Крамера для системы двух уравнений с дву-
мя неизвестными.

3. Сформулируйте и докажите критерий равенства нулю опреде-
лителя второго порядка.

4. Сформулируйте определение определителя третьего порядка.
Сформулируйте и докажите основные свойства определителя
третьего порядка.
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5. Запишите формулы разложения определителя третьего порядка
по любому столбцу. Запишите полное разложение определителя
третьего порядка.

6. Что такое минор элемента определителя? Что такое алгебраиче-
ское дополнение элемента определителя? В чём различие между
этими понятиями?

7. Сформулируйте и докажите теорему о фальшивом разложении
определителя третьего порядка.

8. Сформулируйте и докажите критерий равенства нулю опреде-
лителя третьего порядка.

9. Сформулируйте и докажите теорему об определителе произве-
дения матриц для определителей третьего порядка.

10. Сформулируйте и докажите теорему о существовании обратной
матрицы для (3 × 3)-матриц.

1.4. Уравнения прямых и плоскостей.

1. Запишите векторное параметрическое уравнение прямой на
плоскости; параметрическое уравнение прямой на плоскости в
координатном виде; каноническое уравнение прямой на плоско-
сти в виде пропорции; каноническое уравнение прямой на плос-
кости с помощью определителя. Опишите геометрический смысл
всех входящих в эти уравнения постоянных величин.

2. Запишите векторное нормальное уравнение прямой на плоско-
сти, проходящей через заданную точку. Запишите нормальное
уравнение прямой на плоскости, проходящей через заданную
точку, в прямоугольных координатах. Запишите нормирован-
ное уравнение прямой на плоскости. Опишите геометрический
смысл всех входящих в эти уравнения постоянных величин.

3. Выведите формулу для вычисления расстояния от точки до пря-
мой.

4. Выведите формулу для нахождения точки, являющейся проек-
цией данной точки на данную прямую (на плоскости).

5. Выведите формулу для нахождения точки, симметричной дан-
ной точке относительно данную прямой (на плоскости).

6. Запишите векторное параметрическое уравнение плоскости; па-
раметрическое уравнение плоскости в координатном виде; кано-
ническое уравнение плоскости (с помощью определителя). Опи-
шите геометрический смысл всех входящих в уравнение посто-
янных величин.

7. Запишите векторное нормальное уравнение плоскости; нормаль-
ное уравнение плоскости в прямоугольных координатах; норми-
рованное уравнение плоскости; уравнение плоскости в отрезках.
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Опишите геометрический смысл всех входящих в уравнение по-
стоянных величин.

8. Выведите формулу для вычисления расстояния от точки до
плоскости.

9. Выведите формулу для нахождения точки, являющейся проек-
цией данной точки на данную плоскость.

10. Выведите формулу для нахождения точки, симметричной дан-
ной точке относительно данную плоскости.

11. Запишите векторное параметрическое уравнение прямой в про-
странстве; параметрическое уравнение прямой в пространстве в
координатном виде; каноническое уравнение прямой в простран-
стве. Опишите геометрический смысл всех входящих в уравне-
ние постоянных величин.

1.5. Составление уравнений прямых и плоскостей.

1. Составьте векторное параметрическое уравнение прямой, про-
ходящей через точку M0(r0) перпендикулярно плоскости
(r,n) = D.

2. Составьте каноническое уравнение прямой, проходящей через
точку M0(x0, y0, z0) перпендикулярно плоскости Ax+By+Cz = D
в прямоугольной декартовой системе координат.

3. Составьте векторное нормальное уравнение плоскости, проходя-
щей через точку M1(r1) перпендикулярно прямой r = r0 + ta.

4. Составьте уравнение плоскости, проходящей через точку

M1(x1, y1, z1) перпендикулярно прямой
x − x0

a1

=
y − y0

a2

=
z − z0

a3

.

5. Составьте векторное нормальное уравнение плоскости, проходя-
щей через прямую r = r0 + ta и точку M1(r1), не лежащую на
этой прямой.

6. Составьте уравнение плоскости, проходящей через прямую, за-

данную каноническим уравнением
x − x0

a1

=
y − y0

a2

=
z − z0

a3

, и

точку M1(x1, y1, z1), не лежащую на этой прямой.
7. Составьте векторное нормальное уравнение плоскости, прохо-

дящей через прямую r = r0 + ta перпендикулярно плоскости
(r,n) = D.

8. Составьте уравнение плоскости, проходящей через прямую, за-

данную каноническим уравнением
x − x0

a1

=
y − y0

a2

=
z − z0

a3

,

перпендикулярно плоскости Ax+By+Cz = D в прямоугольной
декартовой системе координат.
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9. Составьте векторное нормальное уравнение плоскости, проходя-
щей через прямую r = r0 + ta параллельно прямой r = r1 + sb
при условии, что прямые не параллельны (т.е. [a, b] 6= 0).

10. Составьте уравнение плоскости, проходящей через прямую, за-

данную каноническим уравнением
x − x0

a1

=
y − y0

a2

=
z − z0

a3

,

параллельно прямой
x − x1

b1

=
y − y1

b2

=
z − z1

b3

при условии, что

прямые не параллельны.

1.6. Линии второго порядка.

1. Сформулируйте определение эллипса и выведите его канониче-
ское уравнение.

2. Запишите параметрические уравнения эллипса. Каков геомет-
рический смысл параметра?

3. Выведите формулы, выражающие фокальные радиусы произ-
вольной точки эллипса через её абсциссу. Сформулируйте и до-
кажите фокальное свойство эллипса.

4. Выведите уравнение касательной к эллипсу.
5. Сформулируйте и докажите оптическое свойство эллипса.
6. Сформулируйте определение гиперболы и выведите её канони-

ческое уравнение.
7. Докажите, что гипербола в канонической системе координат

имеет наклонные асимптоты.
8. Выведите формулы, выражающие фокальные радиусы произ-

вольной точки гиперболы через её абсциссу. Сформулируйте и
докажите директориальное свойство гиперболы.

9. Выведите уравнение касательной к гиперболе.
10. Сформулируйте и докажите оптическое свойство гиперболы.
11. Сформулируйте определение параболы и выведите её канониче-

ское уравнение.
12. Выведите уравнение касательной к параболе.
13. Сформулируйте и докажите оптическое свойство параболы.
14. Запишите уравнение эллипса, гиперболы, параболы в полярной

системе координат и сформулируйте условия, при которых это
уравнение имеет место.

15. Что такое центральная линия второго порядка? Перечислите ти-
пы центральных линий. При каком условии линия второго по-
рядка XT AX + 2BX + c = 0 является центральной? Запишите
уравнения центра линии второго порядка.
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16. Что такое нецентральная линия второго порядка? Перечислите
типы нецентральных линий. При каком условии кривая второго
порядка XT AX + 2BX + c = 0 является нецентральной?

17. Используя ортогональные инварианты, определите тип кривой,
заданной уравнением 2x2 − 4xy + 5y2 + 8x − 2y + 9 = 0. Нужно
найти каноническое уравнение кривой.

18. Используя ортогональные инварианты, определите тип кривой,
заданной уравнением 4xy− 3y2 − 4x + 10y− 6 = 0. Нужно найти
каноническое уравнение кривой.

19. Используя ортогональные инварианты, определите тип кривой,
заданной уравнением 9x2−24xy+16y2−8x+19y+4 = 0. Нужно
найти каноническое уравнение кривой.

20. Используя ортогональные инварианты, определите тип кривой,
заданной уравнением x2 − xy + y2 + x + y = 0. Нужно найти
каноническое уравнение кривой.

21. Используя ортогональные инварианты, определите тип кривой,
заданной уравнением xy+2x+y = 0. Нужно найти каноническое
уравнение кривой.

22. Используя ортогональные инварианты, определите тип кривой,
заданной уравнением x2 − 2xy + y2 − 10x − 6y + 25 = 0. Нужно
найти каноническое уравнение кривой.

23. Используя ортогональные инварианты, определите тип кривой,
заданной уравнением 5x2 +12xy +10y2 − 6x+4y− 1 = 0. Нужно
найти каноническое уравнение кривой.

24. Используя ортогональные инварианты, определите тип кривой,
заданной уравнением 8x2 + 6xy + 6x + 3y + 1 = 0. Нужно найти
каноническое уравнение кривой.

25. Используя ортогональные инварианты, определите тип кривой,
заданной уравнением 4x2 +12xy +9y2 − 8x− 12y− 5 = 0. Нужно
найти каноническое уравнение кривой.

26. Используя ортогональные инварианты, определите тип кривой,
заданной уравнением x2 + 2xy + y2 − 5x − 5y + 4 = 0. Нужно
найти каноническое уравнение кривой.

27. Используя ортогональные инварианты, определите тип кривой,
заданной уравнением 5x2 − 6xy +5y2 +2x− 14y +13 = 0. Нужно
найти каноническое уравнение кривой.

28. Используя ортогональные инварианты, определите тип кривой,
заданной уравнением x2 − 2xy + y2 + 8x − 8y + 22 = 0. Нужно
найти каноническое уравнение кривой.

29. Используя ортогональные инварианты, определите тип кривой,
заданной уравнением 15x2 + 24xy + 15y2 + 30x − 24y + 20 = 0.
Нужно найти каноническое уравнение кривой.
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30. Используя ортогональные инварианты, определите тип кривой,
заданной уравнением 15x2 − 16xy + 15y2 − 62x − 44y − 13 = 0.
Нужно найти каноническое уравнение кривой.

1.7. Поверхности второго порядка.

1. Семейство поверхностей задано в прямоугольной системе коор-
динат уравнением λx2 + y2 + z2 = 1, содержащим параметр λ.
Определите тип поверхности при всевозможных значениях λ.

2. Семейство поверхностей задано в прямоугольной системе коор-
динат уравнением λx2 + y2 + z2 = λ, содержащим параметр λ.
Определите тип поверхности при всевозможных значениях λ.

3. Семейство поверхностей задано в прямоугольной системе коор-
динат уравнением x2 + y2 − z2 = λ, содержащим параметр λ.
Определите тип поверхности при всевозможных значениях λ.

4. Семейство поверхностей задано в прямоугольной системе коор-
динат уравнением x2 + λ(y2 + z2) = 1, содержащим параметр λ.
Определите тип поверхности при всевозможных значениях λ.

5. Семейство поверхностей задано в прямоугольной системе коор-
динат уравнением x2 + λ(y2 + z2) = λ, содержащим параметр λ.
Определите тип поверхности при всевозможных значениях λ.

6. Семейство поверхностей задано в прямоугольной системе коор-
динат уравнением λx2 + y2 = z, содержащим параметр λ. Опре-
делите тип поверхности при всевозможных значениях λ.

7. Семейство поверхностей задано в прямоугольной системе коор-
динат уравнением λ(x2+y2) = z, содержащим параметр λ. Опре-
делите тип поверхности при всевозможных значениях λ.

8. Семейство поверхностей задано в прямоугольной системе коор-
динат уравнением x2 + y2 = λ, содержащим параметр λ. Опре-
делите тип поверхности при всевозможных значениях λ.

9. Семейство поверхностей задано в прямоугольной системе коор-
динат уравнением x2 − y2 = λ, содержащим параметр λ. Опре-
делите тип поверхности при всевозможных значениях λ.

10. Сечения поверхности x2 + 2y2 − 3z2 − 1 = 0 плоскостями x = 0,
x = 1, x = 2 спроектированы на плоскость Oyz. Как называется
поверхность? Изобразите поверхность и указанные проекции.

11. Сечения поверхности x2 + 2y2 − 3z2 = 0 плоскостями x = 0,
x = 1, x = 2 спроектированы на плоскость Oyz. Как называется
поверхность? Изобразите поверхность и указанные проекции.

12. Сечения поверхности 2x2 − y2 = 2z плоскостями x = 0, x = 1,
x = 2 спроектированы на плоскость Oyz. Как называется по-
верхность? Изобразите поверхность и указанные проекции.
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13. Сечения поверхности 2x2 − y2 = 2z плоскостями y = 0, y = 1,
y = 2 спроектированы на плоскость Oxz. Как называется по-
верхность? Изобразите поверхность и указанные проекции.

14. Сечения поверхности 2x2 − y2 = 2z плоскостями z = −1, z = 0,
z = 1 спроектированы на плоскость Oxy. Как называется по-
верхность? Изобразите поверхность и указанные проекции.

15. Как называется поверхность, заданная уравнением x2 − y2 = 1?
Изобразите поверхность и найдите уравнения ее прямолинейных
образующих, проходящих через точку (x0, y0, z0) поверхности.

16. Как называется поверхность, заданная уравнением x2+y2−z2 = 0?
Изобразите поверхность и найдите уравнения ее прямолинейных
образующих, проходящих через точку (x0, y0, z0) поверхности.

17. Сформулируйте определение прямолинейной образующей по-
верхности второго порядка. Перечислите и изобразите поверх-
ности второго порядка, являющиеся (а) 1-линейчатыми; (б) 2-
линейчатыми. Запишите канонические уравнения этих поверх-
ностей.

1.8. Системы линейных уравнений. Ранг матрицы.

1. Докажите, что однородная система линейных уравнений имеет
нетривиальное решение тогда и только тогда, когда столбцы её
основной матрицы линейно зависимы.

2. Докажите, что если X1, X2 — два решения однородной системы
линейных уравнений AX = 0, то любая их линейная комбинация
также является решением этой системы.

3. Сформулируйте определение фундаментальной совокупности
решений (ФСР) однородной системы линейных уравнений. Най-
дите ФСР системы x1 + x2 + x3 = 0 и запишите общее решение
системы с помощью ФСР.

4. Докажите следующее утверждение: если X1, X2 — решения
неоднородной системы линейных уравнений AX = B, то X1−X2

— решение соответствующей однородной системы AX = O.
5. Найдите общее решение неоднородной системы x1 + x2 + x3 = 1.

Ответ представьте в виде суммы частного решения неоднород-
ной системы и общего решения соответствующей однородной си-
стемы.

6. Опишите алгоритм Гаусса—Жордана.
7. Опишите алгоритм вычисления обратной матрицы при помощи

алгоритма Гаусса—Жордана. Обоснуйте этот алгоритм.
8. Сформулируйте определение подпространства P пространства

R
n, определение базиса подпространства P , размерности под-

пространства P .
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9. Докажите, что размерность линейной оболочки строк матрицы
не меняется при элементарных преобразованиях строк.

10. Докажите, что размерность линейной оболочки столбцов мат-
рицы не меняется при элементарных преобразованиях строк.

11. Сформулируйте определение ранга матрицы. Сформулируйте и
докажите теорему Кронекера—Капелли.

12. На плоскости заданы две прямые A1x+B1y = C1, A2x+B2y = C2.
Сформулируйте в терминах рангов условия на коэффициенты
уравнений прямых, необходимые и достаточные для того, чтобы
эти прямые 1) совпадали; 2) были параллельны, но не совпадали;
3) пересекались в единственной точке.

13. В пространстве заданы две плоскости A1x + B1y + C1z = D1,
A2x + B2y + C2z = D2. Сформулируйте в терминах рангов усло-
вия на коэффициенты уравнений плоскостей, необходимые и до-
статочные для того, чтобы эти плоскости 1) совпадали; 2) были
параллельны, но не совпадали; 3) имели единственную общую
прямую.
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Третий и четвёртый вопросы к экзамену.

Продвинутая часть.

2.1. Векторы.

1. Выведите формулу для вычисления векторного произведения
векторов в ортонормированному базисе.

2. Выведите формулу двойного векторного произведения.
3. Докажите, что три отрезка, соединяющие середины скрещива-

ющихся рёбер тетраэдра, пересекаются в одной точке и делятся
этой точкой пополам.

4. Разложите вектор a на две составляющие, одна из которых ле-
жит в плоскости, перпендикулярной вектору n, а другая пер-
пендикулярна этой плоскости.

5. Решите векторное уравнение [x,a] = b (здесь a 6= 0, b — за-
данные векторы) и укажите необходимое и достаточное условие
существования решения.

6. Докажите тождество
(

[a, b], [b, c], [c,a]
)

= (a, b, c)2.

7. Докажите тождество

(a, b, c)[x,y] =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a b c

(a,x) (b,x) (c,x)
(a,y) (b,y) (c,y)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

8. Докажите тождество

(x,y,z)(a, b, c) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(x,a) (x, b) (x, c)
(y,a) (y, b) (y, c)
(z,a) (z, b) (z, c)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

9. В треугольнике ABC точка D делит сторону [AB] в отношении
λ (т.е. |AD| : |DA| = λ). Выразите длину отрезка [CD] через
длины сторон треугольника (a = |BC|, b = |AC|, c = |AB|) и
число λ.

10. В прямоугольном треугольнике ABC опущен перпендикуляр

[CH] на гипотенузу [AB]. Выразите вектор
−−→
CH через векторы

a =
−−→
CB и b =

−→
CA.

11. В треугольнике ABC проведена высота [AH]. Выразите вектор
−−→
AH через векторы b =

−→
AB и c =

−→
AC.

2.2. Матрицы.

1. Пусть матрицы A и B таковы, что оба произведения AB и
BA существуют, т.е. A ∈ R

m×n и B ∈ R
n×m. Докажите, что

tr(AB) = tr(BA).
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2. Найдите все матрицы второго порядка, квадраты которых рав-
ны (а) нулевой матрице; (б) единичной матрице.

3. Пусть Ak = O. Докажите, что (I−A)−1 = I+A+A2 + · · ·+Ak−1.
4. Матрица A такова, что A2 + A + I = O. Докажите, что A обра-

тима, и найдите A−1.
5. Известно, что матрицы A и B обратимы и коммутируют. Дока-

жите, что A−1 и B−1 также коммутируют.
6. Пусть X, Y — столбцы одинаковой высоты и A = XY T . Дока-

жите, что существует такое число p, что A2 = pA.
7. Матрицы A и B симметричны. Докажите, что матрица AB сим-

метрична тогда и только тогда, когда A и B коммутируют.
8. Пусть A ∈ R

n×n (т.е. A — вещественная квадратная матрица).
Докажите, что из равенства tr(AT A) = 0 вытекает, что A = O.

9. Докажите, что равенство AB − BA = I невозможно.

2.3. Определители второго и третьего порядка.

1. Докажите, что площадь параллелограмма, сторонами которого
являются векторы a и b с координатами (a1, a2) и (b1, b2) (относи-
тельно некоторого ортонормированного базиса) соответственно,
равна

S = ±

∣

∣

∣

∣

a1 a2

b1 b2

∣

∣

∣

∣

.

2. Докажите, что площадь треугольника с вершинами в точках
A(x1, y1), B(x2, y2), C(x3, y3) равна

S = ±
1

2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x1 y1 1
x2 y2 1
x3 y3 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

3. Пусть все элементы матрицы A второго порядка являются диф-
ференцируемыми функциями одной переменной x, так что опре-
делитель det A этой матрицы также является функцией от x. До-
кажите, что det A — дифференцируемая функция, причём имеет
место формула

∣

∣

∣

∣

a(x) b(x)
c(x) d(x)

∣

∣

∣

∣

′

=

∣

∣

∣

∣

a′(x) b′(x)
c(x) d(x)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

a(x) b(x)
c′(x) d′(x)

∣

∣

∣

∣

.

4. Для всех значений параметра p решите систему уравнений
{

(p + 3)x + 15y = p,
px + (p + 4)y = p − 2.
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5. Для всех значений параметра p решите систему уравнений
{

(p + 2)x + 2py = 4,
5x + (p + 3)y = 5.

6. Пусть A — квадратная матрица порядка 3, B = adj A — её при-
соединённая матрица. Выразите det B через det A.

2.4. Прямые и плоскости.

1. Докажите, что если три прямые A1x+B1y = D1, A2x+B2y = D2,
A3x + B3y = D3 пересекаются в одной точке, то

∣

∣

∣

∣

∣

∣

A1 B1 D1

A2 B2 D2

A3 B3 D3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0.

2. Составьте полярное уравнение прямой, проходящей через точки
M1(r1, ϕ1) и M2(r2, ϕ2).

3. Найдите необходимое и достаточное условие, при котором пря-
мые в пространстве r = r1+ta1 и r = r2+sa2: (а) скрещиваются;
(б) пересекаются в единственной точке; (в) параллельны, но не
совпадают; (г) совпадают.

4. Прямая задана как пересечение двух плоскостей (r,n1) = D1 и
(r,n2) = D2. Запишите уравнение этой прямой в виде [r,a] = b

(т.е. выразите a, b через n1, n2, D1, D2).
5. Составьте уравнение прямой, пересекающей две скрещивающи-

еся прямые r = r1 + ta1 и r = r2 + ta2 и проходящей через точку
M0(r0), не лежащую ни на одной из этих прямых.

6. Составьте уравнение прямой, пересекающей две скрещивающи-
еся прямые r = r1 + ta1 и r = r2 + ta2 под прямыми углами (т.е.
уравнение общего перпендикуляра к этим прямым).

7. Найдите необходимое и достаточное условие, при котором плос-
кости (r,n1) = D1 и (r,n2) = D2: (а) пересекаются по прямой
линии; (б) параллельны, но не совпадают; (в) совпадают.

8. Даны прямая r = r0 + ta и плоскость (r,n) = D. Найдите необ-
ходимое и достаточное условие того, что: (а) прямая и плос-
кость пересекаются (имеют единственную общую точку), и в
этом случае найдите радиус-вектор точки пересечения; (б) пря-
мая и плоскость параллельны (не имеют общих точек); (в) пря-
мая лежит в плоскости.

9. Прямая задана как пересечение двух плоскостей (r,n1) = D1 и
(r,n2) = D2. Запишите векторное параметрическое уравнение
этой прямой, т.е. уравнение вида r = r0 + ta.
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10. Найдите радиус-вектор точки пересечения прямой [r,a] = b с
плоскостью (r,n) = D.

11. Найдите проекцию точки M0(r0) на плоскость (r,n) = D парал-
лельно прямой r = r1 + ta при условии (a,n) 6= 0.

12. Найдите проекцию точки M0(r0) на прямую r = r1 + ta парал-
лельно плоскости (r,n) = D при условии (a,n) 6= 0.

13. Найдите ортогональную проекцию точки M0(r0) на прямую
[r,a] = b.

14. Найдите ортогональную проекцию точки M0(r0) на плоскость
r = r1 + ua + vb.

15. Найдите расстояние между двумя параллельными плоскостями
r = r1 + ua + vb и r = r2 + ua + vb.

16. Найдите расстояние между двумя параллельными плоскостями
(r,n) = D1 и (r,n) = D2.

17. Найдите расстояние от точки M0(r0) до прямой [r,a] = b.
18. Составьте уравнение плоскости, содержащей параллельные пря-

мые r = r1 + ta и r = r2 + ta.
19. Найдите расстояние между параллельными прямыми r = r1+ta

и r = r2 + ta.
20. Найдите расстояние между параллельными прямыми [r,a] = b1

и [r,a] = b2.
21. Составьте уравнение плоскости, проходящей через линию пере-

сечения плоскостей (r,n1) = D1 и (r,n2) = D2 перпендикулярно
плоскости (r,n3) = D3.

22. Составьте уравнение плоскости, проходящей через точку M0(r0)
и прямую [r,a] = b.

23. Найдите расстояние между скрещивающимися прямыми [r,a1] = b1

и [r,a2] = b2.

2.5. Линии второго порядка.

1. Докажите, что произведение расстояний от фокусов эллипса до
любой касательной к нему есть величина постоянная, и найдите
её.

2. Докажите, что касательные к эллипсу отсекают на двух каса-
тельных к нему, проведённых в концах большой оси, отрезки,
произведение которых равно квадрату малой полуоси эллипса.

3. Получите параметрические уравнения гиперболы.
4. Составьте уравнение гиперболы в системе координат, осями ко-

торой являются асимптоты гиперболы.
5. Докажите, что эллипс и гипербола, имеющие общие фокусы,

пересекаются под прямым углом (т.е. их касательные в точке
пересечения перпендикулярны).
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6. Докажите, что отрезок любой касательной к эллипсу, заключён-
ный между касательными, проведёнными в концах большой оси,
виден из любого фокуса под прямым углом.

7. Докажите, что для данной гиперболы произведение расстояний
от любой точки гиперболы до её асимптот есть величина посто-
янная, и найдите эту величину.

8. Докажите, что отрезок касательной к гиперболе, заключенный
между её асимптотами, делится точкой касания пополам.

9. Докажите, что две параболы с общим фокусом и противополож-
но направленными осями пересекаются под прямым углом (т.е.
касательные в точке пересечения взаимно перпендикулярны).

10. Докажите, что сумма обратных величин отрезков, на которые
фокус параболы делит проходящую через него хорду, постоянна.
Докажите, что отношение произведения длин этих отрезков к
длине хорды также постоянно.

11. Выведите формулы преобразования декартовых координат на
плоскости при повороте и сдвиге системы координат.

12. Выведите формулы преобразования коэффициентов уравнения
линии второго порядка при повороте системы координат и пе-
реносе начала координат.

13. Опишите алгоритм приведения уравнения кривой второго по-
рядка к каноническому виду с помощью поворота и сдвига си-
стемы координат.

14. Перечислите основные ортогональные инварианты линий второ-
го порядка и докажите их инвариантность.


