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ÏÐÅÄÈÑËÎÂÈÅ

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ äèôðàêöèè ÿâëÿåòñÿ îáøèðíûì ðàç-
äåëîì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ïîíèìàåìîé êàê òåîðèÿ ìàòåìà-
òè÷åñêèõ ìîäåëåé ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è ÿâëåíèé (ñì. ¾Ìà-
òåìàòè÷åñêàÿ ýíöèêëîïåäèÿ¿, ò. 3). Çàäà÷è ðàñïðîñòðàíåíèÿ è
äèôðàêöèè âîëíîâûõ ïðîöåññîâ ðàçëè÷íîé ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû
âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ èãðàþò êëþ÷åâóþ ðîëü â ïîíèìàíèè ôèçè-
÷åñêîé ñóùíîñòè èçó÷àåìûõ ÿâëåíèé è â îïòèêå, è â àêóñòèêå,
è â ðàäèîôèçèêå, è â ãèäðîàýðîäèíàìèêå, è âî ìíîãèõ äðóãèõ
ðàçäåëàõ ñîâðåìåííîé ôèçèêè, ñëóæàò áàçîé òåîðåòè÷åñêèõ è
ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèé, âîçíèêàþùèõ ïðè ýòîì ñàìûõ ðàç-
íîîáðàçíûõ ïðîáëåì, âêëþ÷àÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ôèçè÷åñêèìè
ïðîöåññàìè.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ ïðîáëåì âñå áîëüøóþ
ðîëü èãðàþò ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, çàêëþ÷àþ-
ùèåñÿ:

1. â ïîñëåäîâàòåëüíîé ôîðìóëèðîâêå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè
èçó÷àåìîãî ôèçè÷åñêîãî ÿâëåíèÿ;

2. â ñòðîãîì îáîñíîâàíèè åå ìàòåìàòè÷åñêîé íåïðîòèâîðå÷è-
âîñòè (îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü, êîððåêòíîñòü è óñòîé÷è-
âîñòü ê âõîäíûì äàííûì);

3. â âûáîðå íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ àíàëèòè÷åñêèõ èëè ÷èñ-
ëåííûõ ìåòîäîâ åå ðåøåíèÿ;

4. â âûÿñíåíèè àäåêâàòíîñòè ïðåäëîæåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé
ìîäåëè èçó÷àåìîìó ôèçè÷åñêîìó ÿâëåíèþ ïóòåì ñîïîñòàâ-
ëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëèòåëüíûõ è ðåàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ
ýêñïåðèìåíòîâ;

5. â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè â äîïîëíèòåëüíûõ óñëîæíåíè-
ÿõ ïåðâîíà÷àëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè è ïîâòîðåíèè
ïðåäûäóùèõ ýòàïîâ ðàáîòû ñ îêîí÷àòåëüíî âûáðàííîé ìî-
äåëüþ;

6. â ïðîâåäåíèè íåîáõîäèìûõ äëÿ ðåøåíèÿ èñõîäíîé òåîðåòè-
÷åñêîé èëè ïðèêëàäíîé ôèçè÷åñêîé çàäà÷è ñåðèè âû÷èñëå-
íèé.

Âñå ïåðå÷èñëåííûå ýòàïû ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ê çàäà÷àì ðàñïðîñòðàíåíèÿ è äèôðàêöèè
óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé â ñïëîøíûõ ñðåäàõ ðàçëè÷íîé ôèçè-
÷åñêîé ïðèðîäû è ðàññìàòðèâàþòñÿ â äàííîé êíèãå. Îñíîâíîå
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âíèìàíèå óäåëåíî èìåííî óñòàíîâèâøèìñÿ âîëíîâûì ïðîöåññàì,
êîãäà äëèíà âîçáóæäàåìûõ âîëí èìååò òîò æå ïîðÿäîê, ÷òî è
õàðàêòåðíûå ðàçìåðû íåîäíîðîäíîñòåé (òàê íàçûâàåìûé ¾ðåçî-
íàíñíûé¿ ñëó÷àé).

Ïåðåéäåì ê áîëåå ïîäðîáíîìó èçëîæåíèþ ñîäåðæàíèÿ êíèãè,
ñîñòîÿùåé èç òðåõ ãëàâ è ïðèëîæåíèÿ.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïîñòàíîâêå è îáîñíîâàíèþ ìàòåìà-
òè÷åñêèõ ìîäåëåé äèôðàêöèè óñòàíîâèâøèõñÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ
è àêóñòè÷åñêèõ êîëåáàíèé â ñïëîøíûõ ñðåäàõ ðàçëè÷íîé ñòðóê-
òóðû. Ýòè ìîäåëè ñâîäÿòñÿ, â îñíîâíîì, ê âíåøíèì êðàåâûì
çàäà÷àì äëÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà è Ãåëüìãîëüöà. Ðàññìàòðèâà-
þòñÿ ðàçëè÷íûå òèïû ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è óñëîâèé èçëó÷åíèÿ
íà áåñêîíå÷íîñòè êàê â ñëó÷àå äèôðàêöèè íà ëîêàëüíûõ ðàññåè-
âàòåëÿõ, òàê è â ñëó÷àå íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è
(äèôðàêöèÿ â ñëîèñòîé ñðåäå, íà ïîëóïëîñêîñòè).

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìîòðåíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû ïîñòðî-
åíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ïîñòàâëåííûõ çàäà÷,
âêëþ÷àÿ ìåòîäû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ìåòîä äèñêðåòíûõ èñ-
òî÷íèêîâ, íåïîëíûé ìåòîä Ãàëåðêèíà, èòåðàöèîííûå ìåòîäû, â
÷àñòíîñòè, ¾ìåòîä ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê¿ è ðÿä äðóãèõ ñïåöèôè-
÷åñêèõ ìåòîäîâ (ìåòîä Âèíåðà�Õîïôà, ìåòîä Âàòñîíà è äðóãèå).

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì âîëíîâåäó-
ùèõ ñèñòåì, êàê îòêðûòûì íàïðàâëÿþùèì ñèñòåìàì (äèýëåêòðè-
÷åñêèå âîëíîâîäû è ñâåòîâîäû), òàê è ðàäèîâîëíîâîäàì, âêëþ÷àÿ
íåðåãóëÿðíûå âîëíîâîäû ñ ðàçëè÷íîãî òèïà íåðåãóëÿðíîñòÿìè
(íåîäíîðîäíîå çàïîëíåíèå, ãåîìåòðè÷åñêîå âîçìóùåíèå áîêîâîé
ïîâåðõíîñòè âîëíîâîäà, ñî÷ëåíåíèå âîëíîâîäîâ ðàçëè÷íîãî ïîïå-
ðå÷íîãî ñå÷åíèÿ è èçëó÷åíèå èç îòêðûòîãî êîíöà âîëíîâîäà).

Â ïðèëîæåíèå ïîìåùåíû îòòèñêè ðÿäà îðèãèíàëüíûõ ñòà-
òåé àâòîðîâ â âåäóùèõ èçäàíèÿõ ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå, â
êîòîðûõ áîëåå ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàþòñÿ îòäåëüíûå, ïðåäñòàâ-
ëÿþùèå çíà÷èòåëüíûé òåîðåòè÷åñêèé è ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ
ïðîáëåìû, êðàòêî óïîìÿíóòûå â îñíîâíîì òåêñòå.

Êíèãà íàïèñàíà íà îñíîâå êóðñà ëåêöèé, êîòîðûé àâòîðû â
òå÷åíèå ðÿäà ïîñëåäíèõ ëåò ÷èòàþò íà ôèçè÷åñêîì ôàêóëüòåòå
ÌÃÓ. Ýòîò êóðñ âõîäèò â ó÷åáíûé ïëàí êàôåäðû ìàòåìàòèêè
ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ, íî ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü èíòåðåñ
è äëÿ áîëåå øèðîêîãî êðóãà ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è íàó÷íûõ
ðàáîòíèêîâ, ñïåöèàëèçèðóþùèõñÿ â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîé ôè-
çèêè è åå ïðèëîæåíèé.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé âî ìíîãîì
îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì ìåæäó õàðàêòåðíûìè ðàçìåðàìè (𝑎)
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íåîäíîðîäíîñòåé ñðåäû è äëèíîé (𝜆) ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â
íåé âîëí. Â äëèííîâîëíîâîì ñëó÷àå, 𝜆 ≫ 𝑎, çàäà÷à îêàçûâàåòñÿ
áëèçêîé ê ñòàöèîíàðíîé, è äëÿ åå ðåøåíèÿ ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ
êâàçèñòàöèîíàðíûì ïðèáëèæåíèåì. Â êîðîòêîâîëíîâîì ñëó÷àå,
𝜆 ≪ 𝑎, âîçìîæíî ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è ïî ñòå-

ïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà
𝜆

𝑎
, ÷òî ïîçâîëÿåò ñ óñïåõîì ïðèìåíÿòü

ìåòîäû ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé. Íàêîíåö, â ïðîìåæóòî÷íîì
ñëó÷àå, 𝜆 ∼ 𝑎, ïðè îòñóòñòâèè ìàëûõ ïàðàìåòðîâ, íàèáîëåå ýô-
ôåêòèâíûìè îêàçûâàþòñÿ ïðÿìûå ÷èñëåííûå àëãîðèòìû, â òîì
÷èñëå è âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûå âû÷èñëåíèÿ. Ýòîò, òàê íàçû-
âàåìûé ðåçîíàíñíûé ñëó÷àé, è ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì â íàøåé
êíèãå.

Àâòîðû âûðàæàþò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ïðîôåññîðàì
ÌÃÓ Àëåêñàíäðó Íèêîëàåâè÷ó Áîãîëþáîâó, Àíàòîëèþ Ñåðà-
ôèìîâè÷ó Èëüèíñêîìó è Þðèþ Àíäðååâè÷ó Ïèðîãîâó, à òàêæå
äîöåíòó êàôåäðû ìàòåìàòèêè ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Íàòàëüå
Åâãåíüåâíå Øàïêèíîé, âçÿâøèõ íà ñåáÿ òðóä âíèìàòåëüíî
îçíàêîìèòüñÿ ñ ïîñîáèåì è ñäåëàâøèõ ðÿä öåííûõ çàìå÷àíèé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (êîä
ïðîåêòà 09-01-00408à).
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ ÒÅÎÐÈÈ

ÄÈÔÐÀÊÖÈÈ (ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ È

ÎÁÎÑÍÎÂÀÍÈÅ).

� 1. Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà

Íà÷íåì ñ ôîðìóëèðîâêè è îáîñíîâàíèÿ îñíîâíûõ ìàòåìàòè-
÷åñêèõ ìîäåëåé òåîðèè ïðîöåññîâ êîëåáàíèé â ñïëîøíûõ ñðå-
äàõ. Ôèçè÷åñêàÿ ïðèðîäà ýòèõ êîëåáàíèé âåñüìà ðàçíîîáðàçíà
è ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ ðÿäà ðàçäåëîâ ñîâðåìåííîé
ôèçèêè. Îäíèìè èç öåíòðàëüíûõ ÿâëÿþòñÿ ïðîöåññû ýëåêòðî-
ìàãíèòíûõ êîëåáàíèé â ðàçëè÷íûõ ñðåäàõ. Äëÿ íèõ îñíîâíîé
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíàÿ èç îáùèõ êóðñîâ
ýëåêòðîäèíàìèêè ñèñòåìà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà.

rotH =
1
𝑐

𝜕D

𝜕𝑡
+

4𝜋
𝑐

(︀
j+ jñò

)︀
(1.1.1)

rotE = −1
𝑐

𝜕B

𝜕𝑡
(1.1.2)

divB = 0 (1.1.3)

divD = 4𝜋𝜌 (1.1.4)

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ div

(︀
j+ j ñò

)︀
= 0 (1.1.5)

Îáñóæäåíèå. Çäåñü ñèñòåìà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà çàïèñàíà
â ÑÃÑÝ è èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: E = E(𝑀 , 𝑡),
H = H(𝑀 , 𝑡) � íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî
ïîëåé; D = D(𝑀 , 𝑡), B = B(𝑀 , 𝑡) � âåêòîðû ýëåêòðè÷åñêîé è
ìàãíèòíîé èíäóêöèè; j = j(𝑀 , 𝑡) � âåêòîð ïëîòíîñòè ýëåêòðè-
÷åñêîãî òîêà; 𝜌 = 𝜌(𝑀 , 𝑡) � ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà.
Ïëîòíîñòü ñòîðîííèõ òîêîâ j ст = j ст(𝑀 , 𝑡) ñ÷èòàåòñÿ çàäàííîé
âåëè÷èíîé, êîòîðàÿ âîçáóæäàåò ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.1.1)-(1.1.5) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòå-
ìó èç 5 óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî 6-òè íåèçâåñòíûõ, 5 èç êîòîðûõ
âåêòîðíûå, îäíî ñêàëÿðíîå. Ïðè ýòîì íå âñå óðàâíåíèÿ íåçàâè-
ñèìûå. Òàê, èç óðàâíåíèÿ (1.1.2) ñëåäóåò (1.1.3), à èç (1.1.1) è
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(1.1.5) ñëåäóåò (1.1.4). Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà (1.1.1)-(1.1.5) �
íåäîîïðåäåëåíà. ×òîáû äîîïðåäåëèòü ñèñòåìó, ââîäÿòñÿ äîïîë-
íèòåëüíûå ñâÿçè ìåæäó íåèçâåñòíûìè, îïèñûâàþùèå ìàòåðèàëü-
íûå õàðàêòåðèñòèêè ñðåäû, â êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ èçó÷àå-
ìûé ôèçè÷åñêèé ïðîöåññ. Ýòè ñâÿçè ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè â
çàâèñèìîñòè îò ñâîéñòâ ñðåäû.
à) Ëîêàëüíûå, ëèíåéíûå, îäíîðîäíûå, èçîòðîïíûå ñðåäû

D = 𝜀E, B = 𝜇H, j = 𝜎E,

ãäå 𝜀, 𝜇 � äèýëåêòðè÷åñêàÿ è ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü, 𝜎 �
ïðîâîäèìîñòü ñðåäû.
á) Ëîêàëüíûå, ëèíåéíûå, íåîäíîðîäíûå, àíèçîòðîïíûå ñðåäû

D = ̂︀𝜀(𝑀 , 𝑡)E, B = ̂︀𝜇(𝑀 , 𝑡)H, j = ̂︀𝜎(𝑀 , 𝑡)E,

ãäå ýëåìåíòû òåíçîðîâ ̂︀𝜀, ̂︀𝜇, ̂︀𝜎 çàâèñÿò îò ïðîñòðàíñòâåííûõ
è âðåìåííûõ êîîðäèíàò. Òàêèå ñâÿçè âîçíèêàþò ïðè îïèñàíèè
ïðîöåññîâ ðàñïðîñòðàíåíèÿ è äèôðàêöèè âîëí â êèðàëüíûõ,
ïëàçìåííûõ è îïòè÷åñêè àêòèâíûõ ñðåäàõ, â ïîëóïðîâîäíèêàõ,
ôåððèòàõ è ò.ä.
â) Íåëèíåéíûå ñðåäû, íàïðèìåð, â çàäà÷àõ íåëèíåéíîé îïòèêè.
Â òàêèõ ñðåäàõ D =

(︀̂︀𝜀+ ̂︀𝛼|𝐸|2
)︀
E � êóáè÷åñêàÿ íåëèíåéíîñòü,̂︀𝛼 � òåíçîð íåëèíåéíîñòè, òî åñòü ìîäóëü âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîé

èíäóêöèè D(𝑀 , 𝑡) ïðîïîðöèîíàëåí êóáó íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîëÿ E(𝑀 , 𝑡).
ã) Íåëîêàëüíûå ñðåäû D(𝑀 , 𝑡) = 𝐴 [E(𝑀 , 𝑡)], ãäå 𝐴 � ëèíåéíûé
èëè íåëèíåéíûé îïåðàòîð. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå âðåìåííîé äèñ-
ïåðñèè

D(𝑀 , 𝑡) =

𝑡∫
−∞

̂︀𝜀(𝑀 , 𝜏 − 𝑡)E(𝑀 , 𝜏)𝑑𝜏.

Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ñèñòåìà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ñ
ñîîòâåòñòâóþùèìè ìàòåðèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñðåäû ÿâëÿåòñÿ
ïîëíîé è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé
ìîäåëè èçó÷àåìîãî ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà.

1.1. Óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ èçó-
÷àåìûé ôèçè÷åñêèé ïðîöåññ íîñèò õàðàêòåð óñòàíîâèâøèõñÿ êî-
ëåáàíèé, ïðè êîòîðûõ âðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü èñêîìûõ íåèçâåñò-
íûõ èìååò ïåðèîäè÷åñêèé õàðàêòåð çàäàííîé ÷àñòîòû 𝜔. Òîãäà
äëÿ èñêîìûõ íåèçâåñòíûõ â óðàâíåíèÿõ Ìàêñâåëëà, ÿâëÿþùèõ-
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ñÿ äåéñòâèòåëüíûìè ôóíêöèÿìè ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò è
âðåìåíè, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðåäñòàâëåíèå

−→
E (𝑀 , 𝑡) = Re

{︀
E(𝑀)𝑒−𝑖𝜔𝑡

}︀
,

è àíàëîãè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ îñòàëüíûõ íåèçâåñòíûõ. Â
ýòîì ïðåäñòàâëåíèè çàâèñÿùèé òîëüêî îò ïðîñòðàíñòâåííûõ ïå-
ðåìåííûõ âåêòîð E(𝑀) íîñèò íàçâàíèå êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû
âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè èñêîìîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Â ñëó-
÷àå ëèíåéíîé ñðåäû ìàòåðèàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè êîòîðîé íå
çàâèñÿò îò âðåìåíè, äëÿ êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä E(𝑀) è H(𝑀)
ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ

rotH = − 𝑖𝜔

𝑐
𝜀E+

4𝜋
𝑐

(︀
𝜎E+ j ñò

)︀
, (1.1.6)

rotE =
𝑖𝜔

𝑐
𝜇H. (1.1.7)

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå âîëíîâîãî ÷èñëà 𝑘0 =
𝜔

𝑐
è ââîäÿ êîìïëåêñ-

íóþ äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü

𝜀′ = 𝜀+ 𝑖
4𝜋𝜎
𝜔

, (1.1.8)

ñèñòåìó óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà äëÿ êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü êàê

rotH = −𝑖𝑘0𝜀′E+
4𝜋
𝑐
j ñò, (1.1.9)

rotE = 𝑖𝑘0𝜇H, (1.1.10)

divB = 0, (1.1.11)

divD = 4𝜋𝜌, (1.1.12)

− 𝑖𝜔𝜌+ div
(︀
j+ j ñò

)︀
= 0. (1.1.13)

Çàìå÷àíèå 1.1.1 Â ñëó÷àå îäíîðîäíîé ñðåäû, õàðàêòåðèñòèêè
êîòîðîé 𝜀 è 𝜇 èìåþò ïîñòîÿííûå, âîçìîæíî, êîìïëåêñíûå
çíà÷åíèÿ, óðàâíåíèÿ (1.1.9) è (1.1.10) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

rot ̃︀H = −𝑖̃︀𝑘̃︀E+
4𝜋
𝑐
̃︀j ñò, (1.1.14)

rot̃︀E = 𝑖̃︀𝑘𝜇 ̃︀H, (1.1.15)
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ãäå ̃︀E, ̃︀H è ̃︀j ñò � òàê íàçûâàåìûå ïðèâåäåííûå êîìïëåêñíûå
àìïëèòóäû ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è òîêà

̃︀E =
√
𝜀′E, ̃︀H =

√︀
𝜇′H, ̃︀j ñò = √

𝜇 j ñò,

à ̃︀𝑘 =
√︀
𝜀′𝜇𝑘0 � ïðèâåäåííîå âîëíîâîå ÷èñëî. Â äàëüíåéøåì ìû

âñåãäà áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî óðàâíåíèÿ óñòàíîâèâøèõñÿ ïîëåé
çàïèñàíû äëÿ ïðèâåäåííûõ êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä, ñîõðàíÿÿ
äëÿ íèõ ïðåæíèå îáîçíà÷åíèÿ (E,H, 𝑘).

1.2. Âåêòîð Óìîâà�Ïîéíòèíãà. Âàæíîé ôèçè÷åñêîé õà-
ðàêòåðèñòèêîé ïåðåíîñà ýíåðãèè ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì ÿâëÿ-
åòñÿ âåêòîð Óìîâà�Ïîéíòèíãà, îïðåäåëÿþùèé âðåìåííóþ è ïðî-
ñòðàíñòâåííóþ ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè 𝑊𝑛(𝑀 , 𝑡) â çàäàííîì
íàïðàâëåíèè åäèíè÷íîãî âåêòîðà n.

Â ñëó÷àå óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé ñ ïåðèîäîì 𝑇

𝑊𝑛 =
1
𝑇

𝑇∫
0

(︁[︁−→
E ×

−→
H
]︁
· n
)︁
𝑑𝜏. (1.1.16)

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ âåêòîðîâ
−→
E è

−→
H

÷åðåç êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû, ïîëó÷èì

𝑊𝑛 =
1
2
Re
(︀
[E×H*] · n

)︀
. (1.1.17)

Òåîðåìà Ïîéíòèíãà. Äàííàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷å-
ñêèì âûðàæåíèåì çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè.

Ïóñòü óñòàíîâèâøååñÿ ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ñîçäàåòñÿ â
çàìêíóòîé ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè 𝐷 ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé
𝑆 = 𝜕𝐷 çàäàííûì òîêîì j(𝑀), 𝑀 ∈ 𝐷. Èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà
(1.1.9-1.1.13) äëÿ êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä E è H è èõ êîìïëåêñíî
ñîïðÿæåííûõ âûðàæåíèé èìååì

rotH = −𝑖𝑘𝜀′E+ j,

rotE = 𝑖𝑘𝜇H,

rotH* = 𝑖𝑘 (𝜀′)
*
E* + j*,

rotE* = −𝑖𝑘𝜇*H*, 𝑘 =
𝜔

𝑐
.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó âåêòîðíîãî àíàëèçà

div [E×H*] = (H* · rotE)− (E · rotH*)
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è ôîðìóëó Îñòðîãðàäñêîãî�Ãàóññà, ïîëó÷èì

Re

∫
𝑆

([E×H*] · n) 𝑑𝜎 =

= −𝑘
∫
𝐷

{︀
Im 𝜀′|E|2 + Im𝜇|H|2

}︀
𝑑𝑉 − Re

∫
𝐷

(E · j*) 𝑑𝑉.
(1.1.18)

Çäåñü ìû äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè â âûðàæåíèè âîçáóæäàþùåãî

òîêà â (1.1.14) îïóñòèì ìíîæèòåëü
4𝜋
𝑐
, ñ÷èòàÿ, ÷òî îí âêëþ÷åí

â âåêòîð j. Ýòîé ôîðìû çàïèñè ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ è
â äàëüíåéøåì. Âîñïîëüçîâàâøèñü âûðàæåíèåì ïîëíîãî ïîòîêà
ýíåðãèè

𝑊 =
1
2
Re

∫
𝑆

[E×H*] 𝑑𝜎 (1.1.19)

÷åðåç ãðàíèöó 𝑆 îáëàñòè 𝐷, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

2𝑊 + 𝑘

∫
𝐷

{︀
Im𝜀′|E|2 + Im𝜇|H|2

}︀
𝑑𝑉 = −Re

∫
𝐷

(E · j*) 𝑑𝑉. (1.1.20)

Âòîðîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè (1.1.20) õàðàêòåðèçóåò äèññèïà-
òèâíûå ïîòåðè â ñðåäå çà ñ÷åò îòëè÷íûõ îò íóëÿ åå ïðîâîäèìî-
ñòè 𝜎 è ìàãíèòíîé âÿçêîñòè Im𝜇, à ïðàâàÿ ÷àñòü îïðåäåëÿåòñÿ
ìîùíîñòüþ âíåøíèõ èñòî÷íèêîâ j, ñîçäàþùèõ äàííîå ýëåêòðî-
ìàãíèòíîå ïîëå.

� 2. Ïîòåíöèàëû

Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, ïîëíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà
ñîäåðæèò ïÿòü âåêòîðíûõ è îäíó ñêàëÿðíóþ íåèçâåñòíóþ âå-
ëè÷èíó, ÷òî ñèëüíî çàòðóäíÿåò åå ïðÿìîå èññëåäîâàíèå. Åñòå-
ñòâåííî æåëàíèå ïîëó÷èòü ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé
äëÿ ìåíüøåãî ÷èñëà íåèçâåñòíûõ. Ýòî îáû÷íî äîñòèãàåòñÿ ââå-
äåíèåì âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé, íàçûâàåìûõ ïîòåíöèàëàìè,
÷åðåç êîòîðûå âûðàæàþòñÿ èñêîìûå íåèçâåñòíûå, ÷òî ìîæåò
áûòü îñóùåñòâëåíî ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè.

2.1. Âåêòîðíûé è ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàëû. Ðàññìîòðèì
ñëó÷àé ëèíåéíîé îäíîðîäíîé ñðåäû (𝜀 ≡ 1, 𝜇 ≡ 1), ïðîâîäèìîñòü
êîòîðîé ðàâíà íóëþ (𝜎 ≡ 0), è ââåäåì âåêòîðíóþ ôóíêöèþ
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A(𝑀 , 𝑡) è ñêàëÿðíóþ 𝜙(𝑀 , 𝑡), ÷åðåç êîòîðûå íåèçâåñòíûå âåêòî-
ðû E è H âûðàæàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

H = rotA, (1.2.1)

E = −1
𝑐

𝜕A

𝜕𝑡
− grad𝜙. (1.2.2)

Âåêòîð A íîñèò íàçâàíèå âåêòîðíîãî, à 𝜙 � ñêàëÿðíîãî ïîòåí-
öèàëîâ. Äîáàâèì äîïîëíèòåëüíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ïîòåíöèàëîâ
A è 𝜙

divA+
1
𝑐

𝜕𝜙

𝜕𝑡
= 0, (1.2.3)

íîñÿùåå íàçâàíèå óñëîâèÿ ãðàäèåíòíîé èíâàðèàíòíîñòè.
Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè A è

𝜙 ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé

−→
∇

2
A− 1

𝑐2
𝜕2A

𝜕𝑡2
= −j, (1.2.4)

Δ𝜙− 1

𝑐2
𝜕2𝜙

𝜕𝑡2
= −4𝜋𝜌, (1.2.5)

ãäå j è 𝜌 ñâÿçàíû óðàâíåíèåì ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+

𝑐

4𝜋
divj = 0, (1.2.6)

òî âûðàæåííûå ÷åðåç íèõ ïî ôîðìóëàì (1.2.1) è (1.2.2) âåêòîðû
íàïðÿæåííîñòåé E è H ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëÿ óäî-
âëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â äàííîé îäíîðîäíîé
ñðåäå.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàññìîòðåòü è ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâåííî
íåîäíîðîäíîé ñðåäû ñ ìàòåðèàëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè 𝜀(𝑀),
𝜇(𝑀), 𝜎(𝑀). Ïðè ýòîì âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðÿæåííîñòåé E è H
÷åðåç ñîîòâåòñòâåííî âåêòîðíûé A è ñêàëÿðíûé 𝜙 ïîòåíöèàëû
îêàçûâàåòñÿ íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíûì, ÷åì (1.2.1) è (1.2.2).

Çàìå÷àíèå 1.2.1 Âûáîð ïîòåíöèàëîâ A è 𝜙 íå ÿâëÿåòñÿ îä-
íîçíà÷íûì. Êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, óðàâíåíèÿ äëÿ ïîòåíöèà-
ëîâ (1.2.4), (1.2.5) è âûðàæåíèÿ (1.2.1), (1.2.2) íå èçìåíÿòñÿ,
åñëè çàìåíèòü ïîòåíöèàëû A è 𝜙 íà

A′ = A+ grad𝜓, (1.2.7)

𝜙′ = 𝜙− 𝜕𝜓

𝜕𝑡
, (1.2.8)

ãäå 𝜓 � ïðîèçâîëüíàÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ.
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Çàìå÷àíèå 1.2.2 Ïðè 𝜌 = 0 ìîæíî ïîëîæèòü 𝜙 ≡ 0 è îãðà-
íè÷èòüñÿ îäíèì ïîòåíöèàëîì A èëè àíòèïîòåíöèàëîì A*,
÷åðåç êîòîðûé âåêòîðû E è H âûðàæàþòñÿ ïî ôîðìóëàì

E = rotA*, (1.2.9)

H = −1
𝑐

𝜕A*

𝜕𝑡
+

4𝜋
𝑐
j*. (1.2.10)

Ïðè ýòîì âåêòîð A* óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

−→
∇2A* − 1

𝑐2
𝜕2A*

𝜕𝑡2
= −4𝜋

𝑐2
𝜕j*

𝜕𝑡
, (1.2.11)

ïðè÷åì â ñèëó 𝜌 = 0 èç (1.2.6) ñëåäóåò

divj* = 0. (1.2.12)

Çàìå÷àíèå 1.2.3 Â ñëó÷àå óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé
èç (1.2.1), (1.2.2) äëÿ êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä ïîòåíöèàëîâ è
íàïðÿæåííîñòåé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ïîëó÷èì

H = rotA, (1.2.13)

E = 𝑖𝑘A− grad𝜙, (1.2.14)(︁−→
∇2 + 𝑘2

)︁
A = −j, (1.2.15)(︀

Δ+ 𝑘2
)︀
𝜙 = −4𝜋𝜌. (1.2.16)

2.2. Âåêòîð Ãåðöà. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äëÿ ïîñòðîå-
íèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðîöåññà êîëåáàíèé ýôôåêòèâíûì
îêàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàë Π, íîñÿùèé íàçâàíèå âåêòîðà Ãåðöà è
ñâÿçàííûé ñ âåêòîðíûì ïîòåíöèàëîì A ñîîòíîøåíèåì

A =
1
𝑐

𝜕Π

𝜕𝑡
. (1.2.17)

Èç ñîîòíîøåíèÿ ãðàäèåíòíîé èíâàðèàíòíîñòè (1.2.3) ñëåäóåò,
÷òî

divΠ+ 𝜙 = 0, (1.2.18)
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à èç (1.2.1), (1.2.2) ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ âåêòîðîâ íàïðÿæåí-
íîñòåé ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëÿ ÷åðåç âåêòîð Ãåðöà

H =
1
𝑐
rot

𝜕Π

𝜕𝑡
, (1.2.19)

E = grad divΠ− 1

𝑐2
𝜕2Π

𝜕𝑡2
. (1.2.20)

Ââåäåì âåêòîð ïîëÿðèçàöèè P0, ïîëîæèâ

j =
1
𝑐

𝜕P0

𝜕𝑡
. (1.2.21)

Òîãäà èç óðàâíåíèÿ ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà (1.2.6) ïîëó÷èì

𝜌+
1
4𝜋

divP0 = 0,

÷òî äàåò

divP0 = −4𝜋𝜌. (1.2.22)

Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî åñëè âåêòîð
Ãåðöà Π(𝑀 , 𝑡) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

−→
∇2Π− 1

𝑐2
𝜕2Π

𝜕𝑡2
= −P0, (1.2.23)

òî âûðàæåííûå ÷åðåç íåãî ïî ôîðìóëàì (1.2.19), (1.2.20) âåêòîðû
E è H óäîâëåòâîðÿþò èñõîäíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà.
Íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû âåêòîðíîãî àíàëèçà, ìîæíî çàïè-
ñàòü ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ðàâåíñòâ:

divE = div

{︂
grad divΠ− 1

𝑐2
𝜕2Π

𝜕𝑡2

}︂
=

= div

{︂(︁
rot rot +

−→
∇2
)︁
Π− 1

𝑐2
𝜕2Π

𝜕𝑡2

}︂
=

= div

{︂
−→
∇2Π− 1

𝑐2
𝜕2Π

𝜕𝑡2

}︂
= −divP0 = 4𝜋𝜌.

(1.2.24)

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ è âûïîëíåíèå îñòàëüíûõ óðàâíåíèé ñè-
ñòåìû Ìàêñâåëëà.
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Çàìå÷àíèå 1.2.4 Â ñëó÷àå óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé âûðà-
æåíèÿ äëÿ êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä ïîëåé E è H ÷åðåç êîì-
ïëåêñíóþ àìïëèòóäó âåêòîðà Ãåðöà Π ïðèíèìàþò âèä

H = −𝑖𝑘 rotΠ,

E = grad divΠ+ 𝑘2Π,
(1.2.25)

à óðàâíåíèå (1.2.23) äëÿ âåêòîðà Ãåðöà ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå(︁−→
∇2 + 𝑘2

)︁
Π = − 𝑖

𝑘
j. (1.2.26)

Çàìå÷àíèå 1.2.5 Ââåäåííûé âåêòîð Ãåðöà, ÷åðåç êîòîðûé íà-
ïðÿæåííîñòè E è H âûðàæàþòñÿ ïî ôîðìóëàì (1.2.25), íîñèò
íàçâàíèå ýëåêòðè÷åñêîãî âåêòîðà Ãåðöà è îáîçíà÷àåòñÿ Πý. Â
ñëó÷àå 𝜌 = 0 àíàëîãè÷íî ââåäåíèþ àíòèïîòåíöèàëà A* ìîæíî
ââåñòè ìàãíèòíûé âåêòîð Ãåðöà Πì, ÷åðåç êîòîðûé ïîëÿ Eì

è Hì âûðàæàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

Eì = 𝑖𝑘rotΠì,

Hì = grad divΠì + 𝑘2Πì.
(1.2.27)

Ïðè îòñóòñòâèè ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ âåêòîð Πì óäîâëåòâî-
ðÿåò óðàâíåíèþ (︀

∇2 + 𝑘2
)︀
Πì = 0, (1.2.28)

÷òî ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü âûðàæåíèÿ (1.2.27) â âèäå

Eì = 𝑖𝑘rotΠì,
Hì = rot rotΠì.

(1.2.29)

� 3. Ôóíêöèè Áîðãíèñà

3.1. Ïîëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî òèïîâ. Â íà-
øåì ñòðåìëåíèè óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî íåèçâåñòíûõ â ñèñòåìå
óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ìîæíî ïðîäâèíóòüñÿ è äàëüøå, äîâåäÿ ïðè
îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ èõ ÷èñëî äî äâóõ ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé.

Äî ñèõ ïîð ðàññìàòðèâàåìûå ìåòîäû ââåäåíèÿ ýëåêòðîìàã-
íèòíûõ ïîòåíöèàëîâ íèêàê íå áûëè ñâÿçàíû ñ ïðîñòðàíñòâåííûì
âèäîì îáëàñòè 𝐷, â êîòîðîé èùåòñÿ ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé
Ìàêñâåëëà. Òåïåðü ââåäåì íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ.
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Ïóñòü îáëàñòü 𝐷 òàêîâà, ÷òî â íåé ìîæíî ââåñòè îðòîãîíàëü-
íóþ êðèâîëèíåéíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (𝑥1,𝑥2,𝑥3), îäíîçíà÷-
íî ñâÿçàííóþ ñ äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò
(𝑥, 𝑦, 𝑧):

𝑥 = 𝑥 (𝑥1,𝑥2,𝑥3) ; 𝑦 = 𝑦 (𝑥1,𝑥2,𝑥3) ; 𝑧 = 𝑧 (𝑥1,𝑥2,𝑥3) .

Ïîä÷èíèì êîýôôèöèåíòû Ëàìå ℎ1, ℎ2, ℎ3 ýòîé ñèñòåìû

ℎ2𝑖 =
(︁
𝜕𝑥

𝜕𝑥𝑖

)︁2
+
(︁
𝜕𝑦

𝜕𝑥𝑖

)︁2
+
(︁
𝜕𝑧

𝜕𝑥𝑖

)︁2
, 𝑖 = 1, 2, 3 (1.3.1)

óñëîâèÿì

ℎ3 ≡ 1;
𝜕

𝜕𝑥3

(︁
ℎ1
ℎ2

)︁
≡ 𝜕

𝜕𝑥3

(︁
ℎ2
ℎ1

)︁
≡ 0. (1.3.2)

Âòîðîå óñëîâèå â (1.3.2) îçíà÷àåò, ÷òî îòíîøåíèå êîýôôèöèåíòîâ
ℎ1 è ℎ2 íå çàâèñèò îò êðèâîëèíåéíîé êîîðäèíàòû 𝑥3.

Ïîêàæåì, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé
Ìàêñâåëëà, â êîòîðîì 𝐻3 ≡ 0, ìîæåò áûòü âûðàæåíî ÷åðåç îäíó
ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ 𝑢 (𝑥1,𝑥2,𝑥3). Äëÿ ýòîãî çàïèøåì óðàâíåíèÿ

rotH = −𝑖𝑘E, (1.3.3)

rotE = 𝑖𝑘H (1.3.4)

îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â íîâûõ êîîðäèíà-
òàõ (𝑥1,𝑥2,𝑥3), èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå âûðàæåíèå âåêòîðà rotA
â äàííîé êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, óäîâëåòâîðÿþùåé
óñëîâèþ (1.3.2):

rotA =
1
ℎ2

{︁
𝜕𝐴3

𝜕𝑥2
− 𝜕

𝜕𝑥3
(ℎ2𝐴2)

}︁
e1+

+
1
ℎ1

{︁
𝜕

𝜕𝑥3
(ℎ1𝐴1)−

𝜕𝐴3

𝜕𝑥1

}︁
e2 +

+
1

ℎ1ℎ2

{︁
𝜕

𝜕𝑥1
(ℎ2𝐴2)−

𝜕

𝜕𝑥2
(ℎ1𝐴1)

}︁
e3,

(1.3.5)

ãäå e1, e2, e3 � êîîðäèíàòíûå îðòû ñèñòåìû (𝑥1,𝑥2,𝑥3). Ó÷èòû-
âàÿ, ÷òî 𝐻3 ≡ 0, ïîëó÷èì

− 1
ℎ2

𝜕

𝜕𝑥3
(ℎ2𝐻2) = −𝑖𝑘𝐸1, (1.3.6)
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1
ℎ1

𝜕

𝜕𝑥3
(ℎ1𝐻1) = −𝑖𝑘𝐸2, (1.3.7)

1
ℎ1ℎ2

{︁
𝜕

𝜕𝑥1
(ℎ2𝐻2)−

𝜕

𝜕𝑥2
(ℎ1𝐻1)

}︁
= −𝑖𝑘𝐸3, (1.3.8)

1
ℎ2

{︁
𝜕𝐸3

𝜕𝑥2
− 𝜕

𝜕𝑥3
(ℎ2𝐸2)

}︁
= 𝑖𝑘𝐻1, (1.3.9)

1
ℎ1

{︁
𝜕

𝜕𝑥3
(ℎ1𝐸1)−

𝜕𝐸3

𝜕𝑥1

}︁
= 𝑖𝑘𝐻2, (1.3.10)

1
ℎ1ℎ2

{︁
𝜕

𝜕𝑥1
(ℎ2𝐸2)−

𝜕

𝜕𝑥2
(ℎ1𝐸1)

}︁
= 0. (1.3.11)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óðàâíåíèå (1.3.11) áóäåò âûïîëíåíî, åñëè
ïîëîæèòü

𝐸1 =
1
ℎ1

𝜕2𝑢

𝜕𝑥1𝜕𝑥3
, 𝐸2 =

1
ℎ2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝜕𝑥3
, (1.3.12)

ãäå 𝑢 (𝑥1,𝑥2,𝑥3) òðèæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ñêàëÿð-
íàÿ ôóíêöèÿ. Èç (1.3.6) è (1.3.7), èñïîëüçóÿ (1.3.12) è óñëîâèå
𝜕

𝜕𝑥3

(︁
ℎ2
ℎ1

)︁
= 0, ïîëó÷èì

𝐻1 = − 𝑖𝑘

ℎ2

𝜕𝑢

𝜕𝑥2
, 𝐻2 =

𝑖𝑘

ℎ1

𝜕𝑢

𝜕𝑥1
. (1.3.13)

Îñòàåòñÿ âûðàçèòü êîìïîíåíòó 𝐸3 ÷åðåç ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ
𝑢 (𝑥1,𝑥2,𝑥3). Â ñèëó (1.3.8) è (1.3.13) ïîëó÷èì

𝐸3 = − 1
ℎ1ℎ2

{︁
𝜕

𝜕𝑥1

(︁
ℎ2
ℎ1

𝜕𝑢

𝜕𝑥1

)︁
+

𝜕

𝜕𝑥2

(︁
ℎ1
ℎ2

𝜕𝑢

𝜕𝑥2

)︁}︁
. (1.3.14)

Èòàê, âñå êîìïîíåíòû ïîëåé E è H âûðàæåíû ÷åðåç îäíó ñêà-
ëÿðíóþ ôóíêöèþ 𝑢. Ïðè ýòîì 𝐻3 ≡ 0 è óäîâëåòâîðÿþòñÿ óðàâ-
íåíèÿ (1.3.11), (1.3.6), (1.3.7) è (1.3.8).

Âîçíèêàåò âîïðîñ: êàêîìó äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ íàäî
ïîä÷èíèòü ôóíêöèþ 𝑢 (𝑥1,𝑥2,𝑥3), ÷òîáû îäíîâðåìåííî óäîâëå-
òâîðÿëèñü îñòàâøèåñÿ äâà óðàâíåíèÿ (1.3.9) è (1.3.10) ñèñòåìû
óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà? Íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé âûðàæå-
íèé (1.3.12), (1.3.13), (1.3.14) â ýòè óðàâíåíèÿ ëåãêî óáåäèòüñÿ,
÷òî îíè îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ, åñëè ôóíêöèÿ 𝑢 (𝑥1,𝑥2,𝑥3)
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

1
ℎ1ℎ2

{︁
𝜕

𝜕𝑥1

(︁
ℎ2
ℎ1

𝜕𝑢

𝜕𝑥1

)︁
+

𝜕

𝜕𝑥2

(︁
ℎ1
ℎ2

𝜕𝑢

𝜕𝑥2

)︁}︁
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑥23
+ 𝑘2𝑢 = 0.

(1.3.15)
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Òàêóþ ôóíêöèþ íàçûâàþò ýëåêòðè÷åñêîé ôóíêöèåé Áîðãíèñà
è ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèå (1.3.15) � óðàâíåíèåì Áîðãíèñà.
Íàçâàíèå ôóíêöèè ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî îíà ïîëó÷åíà ïðè óñëîâèè
𝐻3 ≡ 0, à êîìïîíåíòà 𝐸3 âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè E ìîæåò áûòü
îòëè÷íà îò íóëÿ. Ïîëó÷åííîå ñ ïîìîùüþ ýëåêòðè÷åñêîé ôóíêöèè
Áîðãíèñà ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå íàçûâàþò ïîëåì ýëåêòðè÷å-
ñêîãî òèïà. Èç ôîðìóë (1.3.12)-(1.3.14) âûòåêàåò ñëåäóþùåå
ïðåäñòàâëåíèå ïîëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî òèïà ÷åðåç ýëåêòðè÷åñêóþ
ôóíêöèþ Áîðãíèñà:

H = −𝑖𝑘 rot (e3𝑢) ,
E = rot rot (e3𝑢) .

(1.3.16)

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæåò áûòü ðàññìîòðåí
ñëó÷àé, êîãäà 𝐸3 ≡ 0, à âñå îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëÿ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ìàãíèòíóþ ôóíêöèþ Áîðãíèñà
𝑣 (𝑥1,𝑥2,𝑥3), óäîâëåòâîðÿþùóþ òîìó æå óðàâíåíèþ (1.3.15). Ýòè
âûðàæåíèÿ àíàëîãè÷íû âûðàæåíèÿì (1.3.12), (1.3.13), (1.3.14), â
êîòîðûõ íàäî çàìåíèòü âåêòîð H (𝐻3 ≡ 0) íà âåêòîð E (𝐸3 ≡ 0).
Äàííîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå íàçûâàåòñÿ ïîëåì ìàãíèòíîãî
òèïà. Ïðåäñòàâëåíèå ïîëÿ ìàãíèòíîãî òèïà ÷åðåç ìàãíèòíóþ
ôóíêöèþ Áîðãíèñà èìååò âèä:

E = 𝑖𝑘 rot (e3𝑣) ,

H = rot rot (e3𝑣) .
(1.3.17)

3.2. Ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé Ìàêñâåëëà â âèäå ñóïåðïîçèöèè ïîëåé ýëåêòðè÷åñêî-
ãî è ìàãíèòíîãî òèïà. Ââåäåì äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå íà
ãåîìåòðèþ îáëàñòè 𝐷. Ïóñòü â íåé ìîæíî ââåñòè òàêóþ êðè-
âîëèíåéíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (𝑥1,𝑥2,𝑥3), â êîòîðîé îáëàñòü
𝐷 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òîïîëîãè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå äâóìåðíîé
îáëàñòè 𝑆𝑥3 (𝑥1,𝑥2) íà êîîðäèíàòíîé ïîâåðõíîñòè 𝑥3 = 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡 è
îòðåçêà 𝑥3 6 𝑥3 6 𝑥3 êîîðäèíàòíîé ëèíèè 𝑥3:

𝐷 = {𝑆𝑥3 (𝑥1,𝑥2)× [𝑥3,𝑥3]} . (1.3.18)

Ïóñòü ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû Ëàìå äàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò
óäîâëåòâîðÿþò â îáëàñòè 𝐷 ñîîòíîøåíèÿì:

ℎ3 ≡ 1,
𝜕

𝜕𝑥3

(︁
ℎ1
ℎ2

)︁
= 0;

ℎ1 · ℎ2 = 𝑓 (𝑥3)𝜓 (𝑥1,𝑥2) ,

(1.3.19)
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ãäå 𝑓 (𝑥3) è 𝜓 (𝑥1,𝑥2) äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè. Òîãäà èìååò
ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 1.3.1 Åñëè â îáëàñòè 𝐷 âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.3.18),
(1.3.19), òî ëþáîå ðåøåíèå {E,H} îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé Ìàêñâåëëà {︂

rotH = −𝑖𝑘E,
rotE = 𝑖𝑘H

(1.3.20)

ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóïåðïîçèöèè ïîëåé ýëåêòðè÷åñêîãî{︀
Eý,Hý}︀, (︀𝐻ý

3 ≡ 0
)︀
è ìàãíèòíîãî {Eì,Hì}, (𝐸ì3 ≡ 0) òèïîâ.

Ïðåäâàðèòåëüíî çàìåòèì, ÷òî ïðè ââåäåííûõ âûøå óñëîâèÿõ
ñóùåñòâóþò ýëåêòðè÷åñêàÿ 𝑢 (𝑥1,𝑥2,𝑥3) è ìàãíèòíàÿ 𝑣 (𝑥1,𝑥2,𝑥3)
ôóíêöèè Áîðãíèñà, ÷åðåç êîòîðûå âûðàæàþòñÿ ïîëÿ

{︀
Eý,Hý}︀ è

{Eì,Hì}, ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèÿìè îäíîðîäíîé ñèñòåìû (1.3.20).
Ïðè ýòîì â ñèëó óðàâíåíèé Áîðãíèñà äëÿ 𝑢 (𝑥1,𝑥2,𝑥3) è
𝑣 (𝑥1,𝑥2,𝑥3) è ïðåäñòàâëåíèé ÷åðåç íèõ êîìïîíåíò 𝐸 ý

3 è 𝐻ì
3

èìåþò ìåñòî âûðàæåíèÿ

𝐸ý3 =
𝜕2𝑢

𝜕𝑥23
+ 𝑘2𝑢, 𝐻ì

3 =
𝜕2𝑣

𝜕𝑥23
+ 𝑘2𝑣. (1.3.21)

Èç (1.3.20) ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðà E è H óäîâëåòâîðÿþò â 𝐷
óðàâíåíèÿì

rot rotE− 𝑘2E = 0, rot rotH− 𝑘2H = 0. (1.3.22)

Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì óñëîâèé (1.3.19) è óðàâíå-
íèÿ divE = 0 ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äëÿ êîìïîíåíòû 𝐸3 âåêòîðà E
óðàâíåíèå

1
ℎ1ℎ2

{︂
𝜕

𝜕𝑥1

(︁
ℎ2
ℎ1

𝜕𝐸3

𝜕𝑥1

)︁
+

𝜕

𝜕𝑥2

(︁
ℎ1
ℎ2

𝜕𝐸3

𝜕𝑥2

)︁
+

+
𝜕2

𝜕𝑥23
(ℎ1ℎ2𝐸3)

}︂
+ 𝑘2𝐸3 = 0,

(1.3.23)

êîòîðîå, ââîäÿ îáîçíà÷åíèå

𝐿𝑥1𝑥2 =
1

𝜓(𝑥1,𝑥2)

{︁
𝜕

𝜕𝑥1

(︁
ℎ2
ℎ1

𝜕

𝜕𝑥1

)︁
+

𝜕

𝜕𝑥2

(︁
ℎ1
ℎ2

𝜕

𝜕𝑥2

)︁}︁
, (1.3.24)

ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

𝐿𝑥1𝑥2 [𝐸3] +

(︂
𝜕2

𝜕𝑥23
+ 𝑘2

)︂
[𝑓 (𝑥3)𝐸3] = 0. (1.3.25)
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Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè Áîðãíèñà òåïåðü ìîæíî
ïåðåïèñàòü â âèäå

𝐿𝑥1𝑥2 [𝑢] + 𝑓 (𝑥3)

(︂
𝜕2

𝜕𝑥23
+ 𝑘2

)︂
[𝑢] = 0. (1.3.26)

Ïîñëå ýòèõ ïðåäâàðèòåëüíûõ çàìå÷àíèé ìîæíî ïåðåéòè ê
äîêàçàòåëüñòâó ñôîðìóëèðîâàííîé òåîðåìû.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïî èñõîäíîé ôóíêöèè 𝐸3 (𝑥1,𝑥2,𝑥3) ïîñòðîèì
ôóíêöèþ 𝑢 (𝑥1,𝑥2,𝑥3) êàê ðåøåíèå â îáëàñòè 𝑆𝑥3 (𝑥1,𝑥2) óðàâíå-
íèÿ

𝐿𝑥1𝑥2 [𝑢] = −𝑓 (𝑥3)𝐸3 (𝑥1,𝑥2,𝑥3) ,

(𝑥1,𝑥2) ∈ 𝑆𝑥3 , 𝑥3 ∈ [𝑥3,𝑥3] .
(1.3.27)

Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîð 𝐿𝑥1𝑥2 çàâèñèò òîëüêî îò ïåðåìåííûõ 𝑥1,
𝑥2, à ïåðåìåííàÿ 𝑥3 â óðàâíåíèè (1.3.27) èãðàåò ðîëü ïàðàìåòðà.
Ðåøåíèå 𝑢 (𝑥1,𝑥2,𝑥3) (1.3.27) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

𝑢 (𝑥1,𝑥2,𝑥3) =

∫
𝑆𝑥

3

𝑔2 (𝑥1 − 𝜉,𝑥2 − 𝜂) 𝑓 (𝑥3)𝐸3 (𝜉, 𝜂,𝑥3) 𝑑𝜎+

+𝜒 (𝑥1,𝑥2,𝑥3) ,

(1.3.28)

ãäå 𝑑𝜎 = 𝜓(𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂, 𝑔2 � ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå îïåðàòîðà
𝐿𝑥1𝑥2 , òî åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

𝐿𝑥1𝑥2 [𝑔2] = −𝛿 (𝑥1 − 𝜉,𝑥2 − 𝜂) , (1.3.29)

𝜒 (𝑥1,𝑥2,𝑥3) � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíå-
íèÿ (1.3.27), òî åñòü

𝐿𝑥1𝑥2 [𝜒] = 0, (1.3.30)

çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðà 𝑥3.
Ïîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ

𝑢 (𝑥1,𝑥2,𝑥3), îïðåäåëÿåìàÿ (1.3.28), óäîâëåòâîðÿåò â îáëàñòè 𝐷
óðàâíåíèþ Áîðãíèñà (1.3.26), è çàäàííàÿ ôóíêöèÿ 𝐸3 (𝑥1,𝑥2,𝑥3)
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç íåå ôîðìóëîé (1.3.14). Äëÿ ýòîãî ïðèìåíèì ê

ôóíêöèè (1.3.28) îïåðàòîð

(︂
𝜕2

𝜕𝑥23
+ 𝑘2

)︂
, êîòîðûé ïðè äîñòàòî÷íîé
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ãëàäêîñòè 𝑓 (𝑥3)𝐸3 (𝑥1,𝑥2,𝑥3) è ãðàíèöû 𝜕𝑆𝑥3 îáëàñòè 𝑆𝑥3
ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ(︂

𝜕2

𝜕𝑥23
+ 𝑘2

)︂
[𝑢] =

(︂
𝜕2

𝜕𝑥23
+ 𝑘2

)︂
[𝜒] +

+

∫
𝑆𝑥

3

𝑔2 (𝑥1 − 𝜉,𝑥2 − 𝜂)

(︂
𝜕2

𝜕𝑥23
+ 𝑘2

)︂
[𝑓 (𝑥3)𝐸3 (𝜉, 𝜂,𝑥3)] 𝑑𝜎+

+Ψ(𝑥1,𝑥2,𝑥3),

(1.3.31)

â êîòîðîì ñëàãàåìîå Ψ(𝑥1,𝑥2,𝑥3) ó÷èòûâàåò çàâèñèìîñòü îáëàñòè
èíòåãðèðîâàíèÿ 𝑆𝑥3 îò ïàðàìåòðà 𝑥3. Ýòî âûðàæåíèå â ñèëó
óðàâíåíèÿ (1.3.25) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå(︂

𝜕2

𝜕𝑥23
+ 𝑘2

)︂
[𝑢] =

= −
∫
𝑆𝑥

3

𝑔2𝐿𝜉𝜂 [𝐸3] 𝑑𝜎 +Ψ(𝑥1,𝑥2,𝑥3) +

(︂
𝜕2

𝜕𝑥23
+ 𝑘2

)︂
[𝜒].

(1.3.32)

Ïðåîáðàçóÿ èíòåãðàë ñ ïîìîùüþ àíàëîãîâ ôîðìóë Ãðèíà, ïîëó-
÷èì (︂

𝜕2

𝜕𝑥23
+ 𝑘2

)︂
[𝑢] = −

∫
𝑆𝑥

3

𝐿𝜉𝜂 [𝑔2]𝐸3 (𝜉, 𝜂,𝑥3) 𝑑𝜎+

+

∫
𝜕𝑆𝑥

3

𝐹
{︀
𝑔2(𝑥1 − 𝜉,𝑥2 − 𝜂),𝐸3 (𝜉, 𝜂,𝑥3)

}︀
𝑑𝑠+

+Ψ(𝑥1,𝑥2,𝑥3) +

(︂
𝜕2

𝜕𝑥23
+ 𝑘2

)︂
[𝜒].

(1.3.33)

Ôóíêöèÿ 𝐹 {𝑔2,𝐸3} â êîíòóðíîì èíòåãðàëå ïî 𝜕𝑆𝑥3 âûðàæàåòñÿ
÷åðåç ôóíêöèè 𝑔2(𝑥1 − 𝜉,𝑥2 − 𝜂), 𝐸3 (𝜉, 𝜂,𝑥3) è èõ ïðîèçâîäíûå
ïî ïåðåìåííûì 𝑥1 è 𝑥2 íà êîíòóðå 𝜕𝑆𝑥3 è çàâèñèò îò ïåðåìåííîé
𝑥3 êàê îò ïàðàìåòðà, à ôóíêöèÿ Ψ(𝑥1,𝑥2,𝑥3) ó÷èòûâàåò èçìå-
íåíèå îáëàñòè 𝑆𝑥3 ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ïî 𝑥3. Îáîçíà÷èì
ñóììó ýòîãî êîíòóðíîãî èíòåãðàëà è ôóíêöèè Ψ(𝑥1,𝑥2,𝑥3) ÷åðåç
Φ𝑥1𝑥2 (𝑥3):

Φ𝑥1𝑥2 (𝑥3) =

∫
𝜕𝑆𝑥

3

𝐹 {𝑔2(𝑥1 − 𝜉,𝑥2 − 𝜂),𝐸3 (𝜉, 𝜂,𝑥3)} 𝑑𝑠+Ψ(𝑥1,𝑥2,𝑥3).
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Îïðåäåëÿÿ ôóíêöèþ 𝜒 (𝑥1,𝑥2,𝑥3) êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ(︂
𝜕2

𝜕𝑥23
+ 𝑘2

)︂
[𝜒] = −Φ𝑥1𝑥2 (𝑥3) , 𝑥3 6 𝑥3 6 𝑥3, (1.3.34)

ïîëó÷èì(︂
𝜕2

𝜕𝑥23
+ 𝑘2

)︂
[𝑢] =

∫
𝑆𝑥

3

𝛿 (𝑥1 − 𝜉,𝑥2 − 𝜂)𝐸3 (𝜉, 𝜂,𝑥3) 𝑑𝜎 =

= 𝐸3 (𝑥1,𝑥2,𝑥3) .

(1.3.35)

Ñîîòíîøåíèå (1.3.35) ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèåì (1.3.27) îêîí÷à-
òåëüíî äàåò

𝐿𝑥1𝑥2 [𝑢] + 𝑓 (𝑥3)

(︂
𝜕2

𝜕𝑥23
+ 𝑘2

)︂
[𝑢] = 0, (1.3.36)

÷òî ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì Áîðãíèñà äëÿ ôóíêöèè 𝑢 (𝑥1,𝑥2,𝑥3).
Èòàê, ïî çàäàííîé ôóíêöèè 𝐸3 (𝑥1,𝑥2,𝑥3) ìîæåò áûòü êîí-

ñòðóêòèâíî ïîñòðîåíà ýëåêòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Áîðãíèñà, ÷åðåç
êîòîðóþ ïî ôîðìóëàì (1.3.12), (1.3.13), (1.3.14) â ñâîþ î÷åðåäü
ñòðîèòñÿ ïîëå ýëåêòðè÷åñêîãî òèïà

{︀
Eý,Hý}︀, ïðè÷åì 𝐸ý3 = 𝐸3 è

𝐻ý
3 ≡ 0.
Àíàëîãè÷íî ïî çàäàííîé êîìïîíåíòå 𝐻3 (𝑥1,𝑥2,𝑥3) ñòðîèòñÿ

ïîëå ìàãíèòíîãî òèïà 𝐸ì3 ≡ 0, 𝐻ì
3 = 𝐻3.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïîëå{︁̃︀E, ̃︀H}︁ = {E,H} −
{︀
Eý,Hý}︀− {Eì,Hì} , (1.3.37)

ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè � çàäàííîå ïîëå, à äâà
îñòàâøèõñÿ ñëàãàåìûõ � ïîëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî òè-
ïà, ïîñòðîåííûå ïî íåìó ñ ïîìîùüþ ïðèâåäåííîãî âûøå àëãîðèò-

ìà. Î÷åâèäíî, äëÿ ïîëÿ
{︁̃︀E, ̃︀H}︁ îáå êîìïîíåíòû ̃︀𝐸3 è ̃︀𝐻3 ðàâíû

íóëþ. Ïîýòîìó (1.3.37) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

{E,H} =
{︁
Eý + ̃︀E,Hý + ̃︀H}︁+ {Eì,Hì} , (1.3.38)

ïðè÷åì
(︁
Eý + ̃︀E)︁

3
= 𝐸3,

(︁
Hý + ̃︀H)︁

3
≡ 0, 𝐸ì3 ≡ 0, 𝐻ì

3 = 𝐻3, ÷òî

è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
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Çàìå÷àíèå 1.3.1 Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðîâ
E è H ÷åðåç ââåäåííûå ðàíåå âåêòîðû Ãåðöà Πý è Πì (1.2.27)
è (1.2.29) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè ýòèõ êîì-
ïîíåíò ÷åðåç ôóíêöèè Áîðãíèñà 𝑢 (𝑥1,𝑥2,𝑥3) (1.3.16) è (1.3.17),
𝑣 (𝑥1,𝑥2,𝑥3), ìîæíî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèè Áîðãíèñà â ââåäåí-
íûõ êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè
êîìïîíåíòàìè âåêòîðîâ Ãåðöà, îòëè÷íûìè îò íóëÿ:

Πý =
(︀
0, 0,Πý

)︀
= (0, 0,𝑢) ,

Πì = (0, 0,Πì) = (0, 0, 𝑣) .

Çàìå÷àíèå 1.3.2 Óðàâíåíèå Áîðãíèñà ïðè äîïîëíèòåëüíîì

óñëîâèè
𝜕

𝜕𝑥3
(ℎ1ℎ2) = 0 ìîæíî ïðèâåñòè ê óðàâíåíèþ Ãåëüì-

ãîëüöà ñ ïåðåìåííûì êîýôôèöèåíòîì 𝑘2 (𝑥1,𝑥2,𝑥3).
Çàìå÷àíèå 1.3.3 Ïóñòü îáëàñòü 𝐷 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îá-
ëàñòü âíå ñôåðû Σ𝑟0 ðàäèóñà 𝑟0. Îáîçíà÷èì ñôåðè÷åñêèå êîîð-
äèíàòû â ýòîé îáëàñòè

𝑥1 = 𝜃, 𝑥2 = 𝜙, 𝑥3 = 𝑟.

Òîãäà êîýôôèöèåíòû Ëàìå èìåþò âèä:

ℎ1 = 𝑟, ℎ2 = 𝑟 sin 𝜃, ℎ3 = 1

è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíêöèé Áîðãíè-
ñà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

1

𝑟2 sin 𝜃

{︁
𝜕

𝜕𝜃

(︁
sin 𝜃

𝜕𝑢

𝜕𝜃

)︁
+

𝜕

𝜕𝜙

(︁ 1
sin 𝜃

𝜕𝑢

𝜕𝜙

)︁}︁
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑟2
+ 𝑘2𝑢 = 0.

(1.3.39)
Óðàâíåíèå (1.3.39) îòëè÷àåòñÿ îò óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà â
ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Îäíàêî, åñëè ñäåëàòü çàìåíó
íåèçâåñòíîé ôóíêöèè

𝑢(𝜃,𝜙, 𝑟) = 𝑟𝑈(𝜃,𝜙, 𝑟), (1.3.40)

òî äëÿ ôóíêöèè 𝑈 ïîëó÷èì óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà

1
𝑟 sin 𝜃

{︂
𝜕

𝜕𝜃

(︁
sin 𝜃

𝜕𝑈

𝜕𝜃

)︁
+

1
sin 𝜃

𝜕2𝑈

𝜕𝜙2

}︂
+

𝜕2

𝜕𝑟2
(𝑟𝑈) + 𝑘2𝑟𝑈 = 0,

(1.3.41)
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êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñòàíäàðòíîì âèäå

1
𝑟

𝜕2

𝜕𝑟2
(𝑟𝑈) +

Δ𝜃,𝜙𝑈

𝑟2
+ 𝑘2𝑈 = 0 (1.3.42)

èëè
Δ𝑈 + 𝑘2𝑈 = 0.

Ôóêöèÿ 𝑈 íîñèò íàçâàíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà Äåáàÿ,
ñîîòâåòñòâóþùèé åé ýëåêòðè÷åñêèé âåêòîð Ãåðöà Πý èìååò
âèä

Πý(𝜃,𝜙, 𝑟) = (0, 0, 𝑟𝑈) . (1.3.43)

Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë Äåáàÿ 𝑉 , ñâÿçàí-
íûé ñ ìàãíèòíûì âåêòîðîì Ãåðöà ñîîòíîøåíèåì

Πì(𝜃,𝜙, 𝑟) = (0, 0, 𝑟𝑉 ) . (1.3.44)

Çàìå÷àíèå 1.3.4 Îòìåòèì â çàêëþ÷åíèè, ÷òî â ðàññìàòðè-
âàåìîì ñôåðè÷åñêîì ñëîå 𝑟0 < 𝑟 < ∞ íå ìîæåò ñóùåñòâî-
âàòü íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé
Ìàêñâåëëà ñ 𝐸𝑟 ≡ 𝐻𝑟 ≡ 0.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå îò ïðîòèâíîãî,
ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî òàêîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò. Òî-
ãäà èç óñëîâèÿ 𝐻𝑟 ≡ 0 è óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ïîëó÷èì

𝜕

𝜕𝜃
(sin 𝜃𝐸𝜙)−

𝜕𝐸𝜃

𝜕𝜙
= 0, (1.3.45)

à èç óñëîâèé divE = 0 è 𝐸𝑟 ≡ 0

𝜕

𝜕𝜃
(sin 𝜃𝐸𝜃) +

𝜕𝐸𝜙

𝜕𝜙
= 0, (1.3.46)

ïðè÷åì õîòÿ áû 𝐸𝜙 ̸≡ 0 èëè 𝐸𝜃 ̸≡ 0. Ïîñòðîèì âñïîìîãàòåëüíóþ
ôóíêöèþ 𝑤(𝜃,𝜙) ïî åå ïîëíîìó äèôôåðåíèöèàëó, ïîëàãàÿ

𝜕𝑤

𝜕𝜃
= 𝐸𝜃 è

𝜕𝑤

𝜕𝜙
= sin 𝜃 𝐸𝜙. (1.3.47)

Òîãäà èç (1.3.45) è (1.3.46) ñëåäóåò

1
sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃

(︁
sin 𝜃

𝜕𝑤

𝜕𝜃

)︁
+

1

sin2 𝜃

𝜕2𝑤

𝜕𝜙2
= 0, (1.3.48)
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òî åñòü
Δ𝜃,𝜙𝑤 = 0. (1.3.49)

Óðàâíåíèå (1.3.49) ïðè óñëîâèÿõ ïåðèîäè÷íîñòè ïî 𝜙 è îãðàíè-
÷åííîñòè 𝑤 ïðè 𝜃 = 0 è 𝜃 = 𝜋 èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå,
åñëè ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà íà ñôåðå

Δ𝜃,𝜙𝑤 + 𝜆0𝑤 = 0 (1.3.50)

èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ïðè 𝜆0 = 0. Íî, êàê èçâåñòíî,
òàêîå ðåøåíèå 𝑤0 åäèíñòâåííî è

𝑤0 = 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡,

îòêóäà èç (1.3.47) ñëåäóåò 𝐸𝜃 ≡ 𝐸𝜙 ≡ 0, òî åñòü E ≡ 0, à â ñèëó
óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà è H ≡ 0. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

� 4. Äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ â çàäà÷àõ äèôðàêöèè
óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé

4.1. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Ñèñòåìà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà
äëÿ ñëó÷àÿ óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé èìååò íåïðåðûâíûå ðå-
øåíèÿ E(𝑀) è H(𝑀) â òîé ïîäîáëàñòè 𝐷′ îáëàñòè çàäàíèÿ 𝐷
äàííîé ñèñòåìû, ãäå åå êîýôôèöèåíòû, îïðåäåëÿåìûå ìàòåðèàëü-
íûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ñðåäû 𝜀(𝑀), 𝜇(𝑀) è 𝜎(𝑀), òàêæå ÿâëÿ-
þòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè. Åñëè íà ãðàíèöå 𝑆 ïîäîáëàñòè
𝐷′ (𝑆 = 𝜕𝐷′) êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû Ìàêñâåëëà ðàçðûâíû, òî
â òî÷êàõ ýòîé ãðàíèöû óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà íå âûïîëíÿþòñÿ,
è äîëæíû áûòü çàìåíåíû äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè ñîïðÿæå-
íèÿ íà ïîâåðõíîñòè 𝑆 ðàçðûâà ìàòåðèàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ñðåä
𝐷′

1 è 𝐷′
2 ñ îáùåé ãðàíèöåé 𝑆. Êàê èçâåñòíî èç îáùåãî êóðñà

ýëåêòðîäèíàìèêè, ýòè óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ èìåþò âèä

[Eτττττττττ]|𝑆 = 0, [Hτττττττττ]|𝑆 = jïîâ, (1.4.1)

[𝜇𝐻𝑛]|𝑆 = 0, [𝜀𝐸𝑛]|𝑆 = 𝜌ïîâ, (1.4.2)

ãäå ñèìâîë [aτττττττττ]|𝑆 = a1 − a2 îáîçíà÷àåò ðàçðûâ êàñàòåëüíûõ aτττττττττ

è íîðìàëüíûõ 𝑎𝑛 êîìïîíåíò âåêòîðà a íà ïîâåðõíîñòè 𝑆, 𝜌пов,
j пов � ïëîòíîñòè ïîâåðõíîñòíûõ çàðÿäîâ è òîêîâ.

Çàìå÷àíèå 1.4.1 Åñëè ïðîâîäèìîñòü 𝜎 îäíîé èç ñðåä, íàïðè-
ìåð, 𝐷′

2, áåñêîíå÷íî âåëèêà (𝜎2 = ∞), òî â îáëàñòè 𝐷′
2 âåêòî-

ðû E(2) ≡ H(2) ≡ 0, è óñëîâèÿ (1.4.1) ïðèíèìàþò âèä

E
(1)
τττττττττ

⃒⃒⃒
𝑆
= 0, H

(1)
τττττττττ

⃒⃒⃒
𝑆
= jïîâ, (1.4.3)
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òî åñòü íà ïîâåðõíîñòè èäåàëüíîãî ïðîâîäíèêà ãðàíè÷íîå

çíà÷åíèå âåêòîðà E
(1)
τττττττττ ∈ 𝐷′ ðàâíî íóëþ, à ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå

âåêòîðà H
(1)
τττττττττ

⃒⃒⃒
𝑆
îïðåäåëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòíûì òîêîì íà 𝑆.

Çàìå÷àíèå 1.4.2 Åñëè îáëàñòü 𝐷′
2
íå ÿâëÿåòñÿ èäåàëüíûì

ïðîâîäíèêîì, íî åå ïðîâîäèìîñòü äîñòàòî÷íî âåëèêà (𝜎2 ≫
≫ 1), òî, êàê èçâåñòíî, ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå áóäåò ýêñ-
ïîíåíöèàëüíî çàòóõàòü â ñêèí-ñëîå îáëàñòè 𝐷′

2 ó ïîâåðõíî-
ñòè 𝑆, è óñëîâèå ñîïðÿæåíèÿ (1.4.1) ìîæåò áûòü çàìåíåíî
ïðèáëèæåííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì, ñâÿçûâàþùèì çíà÷åíèÿ

êàñàòåëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ 𝐸
(1)
τττττττττ

⃒⃒⃒
𝑆
è 𝐻

(1)
τττττττττ

⃒⃒⃒
𝑆
. Ýòî ïîçâîëÿåò

ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
ëèøü â îáëàñòè 𝐷′

1.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Ùóêèíà�Ëåîíòîâè÷à. Ýòè ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ áûëè ïîëó÷åíû â 40-õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà âûäàþùèìè-
ñÿ ðîññèéñêèìè ôèçèêàìè Ì.À. Ëåîíòîâè÷åì è À.Í. Ùóêèíûì
è íîñÿò èõ èìÿ, à òàêæå ÷àñòî íàçûâàþòñÿ ïðîñòî èìïåäàíñíûìè
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.

2
�

I

z

x

y0

n

τ

1
�

II

Ðèñ. 1.4.1. Ðàçäåë ñðåä.

Â îáùåì ñëó÷àå íà
ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ ñðåä
ñëåäóåò ñòàâèòü óñëîâèÿ
ñîïðÿæåíèÿ. Îäíàêî, åñ-
ëè ïðîâîäèìîñòü îäíîé èç
ñðåä çíà÷èòåëüíî ïðåâîñ-
õîäèò ïðîâîäèìîñòü äðó-
ãîé, òî çàäà÷à ñ óñëîâèÿ-
ìè ñîïðÿæåíèÿ ñ õîðîøåé
òî÷íîñòüþ ìîæåò áûòü çà-
ìåíåíà çàäà÷åé òîëüêî â
îäíîé îáëàñòè ñ ìåíüøåé
ïðîâîäèìîñòüþ, à ïðèáëè-
æåííûå ãðàíè÷íûå óñëî-
âèÿ çàäàíû íà ïîâåðõíî-
ñòè ðàçäåëà ñðåä.

Ïðèâåäåì âûâîä ýòèõ
óñëîâèé äëÿ ïðîñòîãî ñëó÷àÿ ïàäåíèÿ ïëîñêîé ýëåêòðîìàãíèòíîé
âîëíû èç ñðåäû (I) ñ ìàëîé ïðîâîäèìîñòüþ íà ïëîñêóþ ãðàíèöó
𝑧 = 0 ñðåäû (II) ñ áîëüøîé ïðîâîäèìîñòüþ 𝜎 ≫ 1 (ñì. ðèñ. 1.4.1).
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Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ ïðèâåäåííûõ ïîëåé ̃︀E =
√
𝜀′E,̃︀H =

√
𝜇H â îáëàñòÿõ (I) è (II) èìåþò âèä⎧⎨⎩ rot ̃︀H = −𝑖̃︀𝑘̃︀E,

rot ̃︀E = 𝑖̃︀𝑘 ̃︀H,
(1.4.4)

ãäå ̃︀𝑘 =
√︀
𝜀′𝜇

𝜔

𝑐
.

Óðàâíåíèÿ (1.4.4) â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ äîïóñêàþò äâà

òèïà ðåøåíèé
{︁ ̃︀𝐸𝑥, ̃︀𝐻𝑦, ̃︀𝐻𝑧

}︁
è
{︁ ̃︀𝐸𝑦, ̃︀𝐸𝑧, ̃︀𝐻𝑥

}︁
ñîîòâåòñòâóþùèõ

äâóì ðàçëè÷íûì ïîëÿðèçàöèÿì ïëîñêîé âîëíû. Â ïåðâîì ñëó÷àå
âåêòîð ̃︀E ëåæèò íà ôðîíòå ïàäàþùåé âîëíû, âî âòîðîì íà ôðîíòå
ïàäàþùåé âîëíû ëåæèò âåêòîð ̃︀H.

Ââåäåì íîâóþ äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò (𝑥, τττττττττ,𝑛), îðòû
êîòîðîé ex è eτττττττττ ëåæàò íà ôðîíòå ïàäàþùåé âîëíû, à en �
íîðìàëåí ôðîíòó. Òîãäà èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà (1.4.4) äëÿ
ïîëÿ ̃︀𝐸𝑥 ïîëó÷èì âûðàæåíèå

̃︀𝐸𝑥 = 𝐴𝑒𝑖
̃︀𝑘𝑛, (1.4.5)

ãäå 𝐴 � àìïëèòóäà ïîëÿ ̃︀E, à äëÿ ̃︀Hτττττττττ èç î÷åâèäíûõ ñîîòíîøåíèé

𝑖̃︀𝑘 ̃︀𝐻τττττττττ = (rot̃︀E)τττττττττ = 𝑖̃︀𝑘𝐴𝑒𝑖̃︀𝑘𝑛 = 𝑖𝑘 ̃︀𝐸𝑥 (1.4.6)

ñëåäóåò ̃︀𝐻τττττττττ = ̃︀𝐸𝑥.
Òîãäà äëÿ êîìïîíåíò èñõîäíûõ ïîëåé ïëîñêîé âîëíû (1.4.6) â
ñèëó (1.4.4) ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

𝐸𝑥 =

√︂
𝜇

𝜀′
𝐻τττττττττ = 𝑤𝐻τττττττττ. (1.4.7)

Âåëè÷èíà 𝑤 =

√︂
𝜇

𝜀′
íîñèò íàçâàíèå âîëíîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ

ñðåäû è îïðåäåëÿåòñÿ ãëàâíûì îáðàçîì åå ïðîâîäèìîñòüþ 𝜎, òàê
êàê

𝜀′ = 𝜀+ 4𝜋𝑖
𝜎

𝜔
. (1.4.8)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè 𝜎 ≫ 1 çíà÷åíèå |𝑤| áóäåò ìàëîé âåëè÷èíîé

|𝑤| ≪ 1.
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Äëÿ îáåèõ ñðåä êàñàòåëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà H ê ãðàíèöå
ðàçäåëà îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

𝐻τττττττττ =
1

cos 𝜃
𝐻𝑦. (1.4.9)

Ïîä óãîëîì 𝜃 ïîäðàçóìåâàåòñÿ óãîë ïàäåíèÿ ïëîñêîé âîëíû 𝜃1 (ñ
îñüþ 𝑧) â ñðåäå (I) (ðèñ. 1.4.1) èëè óãîë ïðåëîìëåíèÿ 𝜃2 â ñðåäå
(II). Òîãäà ñîîòíîøåíèå (1.4.7) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

𝐸𝑥 =
𝑤

cos 𝜃
𝐻𝑦. (1.4.10)

Òîãäà èç óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ (1.4.1) è óñëîâèÿ (1.4.10) íà ãðà-
íèöàõ ðàçäåëà 𝑧 = 0 ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ

𝐸(1)
𝑥

⃒⃒⃒
𝑧=0

= 𝐸(2)
𝑥

⃒⃒⃒
𝑧=0

=
𝑤2

cos 𝜃2
𝐻(2)
𝑦

⃒⃒⃒
𝑧=0

=
𝑤2

cos 𝜃2
𝐻(1)
𝑦

⃒⃒⃒
𝑧=0

, (1.4.11)

òî åñòü óñëîâèÿ ñâÿçè êàñàòåëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîðîâ 𝐸(1)
𝑥

è 𝐻(1)
𝑦 íà ãðàíèöå 𝑧 = 0 îáëàñòè (I). Âîîáùå ãîâîðÿ, ýòè ñî-

îòíîøåíèÿ çàâèñÿò îò çíà÷åíèÿ óãëà 𝜃2 ïðåëîìëåíèÿ ïàäàþùåé
ïëîñêîé âîëíû íà ãðàíèöó ðàçäåëà 𝑧 = 0 äâóõ ñðåä. Îäíàêî, êàê
ëåãêî ïîêàçàòü, ïðè óñëîâèè |𝑤2| ≪ 1 âåëè÷èíà | cos 𝜃2| áëèçêà ê
åäèíèöå. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó çàêîíà Ñíåëëèóñà

𝑛1 sin 𝜃1 = 𝑛2 sin 𝜃2, (1.4.12)

ãäå 𝑛 =
√︀
𝜀′𝜇 � ïîëíûé ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ â ñðåäå. Òàê

êàê â íàøåì ñëó÷àå |𝜎2| ≫ 1 è |𝑤2| ≪ 1, òî ñïðàâåäëèâû ñîîòíî-
øåíèÿ

sin 𝜃2 =
𝑛1

𝑛2

sin 𝜃1 = 𝑂 (𝑤2) sin 𝜃1

è

cos 𝜃2 = 1+𝑂
(︀
𝑤2
2

)︀
,

(1.4.13)

â ñèëó êîòîðûõ îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì èìïåäàíñíîå ãðàíè÷íîå
óñëîâèå

𝐸(1)
𝑥

⃒⃒⃒
𝑧=0

= 𝑤2𝐻
(1)
𝑦

⃒⃒⃒
𝑧=0

+𝑂
(︀
𝑤3
2

)︀
(1.4.14)

ñïðàâåäëèâîå äëÿ ëþáûõ óãëîâ ïàäåíèÿ 𝜃1.
Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññìîòðåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ âòîðîé ïîëÿ-

ðèçàöèè, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

𝐸(1)
𝑦

⃒⃒⃒
𝑧=0

= −𝑤2𝐻
(1)
𝑥

⃒⃒⃒
𝑧=0

+𝑂
(︀
𝑤3
2

)︀
. (1.4.15)
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Îáúåäèíÿÿ âûðàæåíèÿ (1.4.14) è (1.4.15), ìîæíî çàïèñàòü åäè-
íóþ ôîðìó èìïåäàíñíîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ, ñâÿçûâàþùåãî
êàñàòåëüíûå ñîñòàâëÿþùèå ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé
ïëîñêîé âîëíû, ïàäàþùåé ïîä ëþáûì óãëîì íà ïëîñêóþ ãðàíèöó
ðàçäåëà ñ õîðîøî ïðîâîäÿùåé ñðåäîé (𝜎2 ≫ 1), â âèäå

[n×E]|𝑧=0 = −𝑤2

[︁
n× [n×H]

]︁⃒⃒⃒
𝑧=0

+𝑂
(︀
𝑤3
2

)︀
. (1.4.16)

Òàê êàê ëþáîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå, óäîâëåòâîðÿþùåå îä-
íîðîäíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-
ëåíî â âèäå ñóïåðïîçèöèè ïëîñêèõ âîëí, òî ñîîòíîøåíèå (1.4.16)
îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì è â îáùåì ñëó÷àå.

Ó÷åò êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè 𝑆 äàåò äîïîëíèòåëüíûå ÷ëåíû â
âûðàæåíèÿõ (1.4.14), (1.4.15)

𝐸τττττττττ1
|𝑆 = 𝑤2

(︂
1+

æ1 − æ2

2𝑖 ̃︀𝑘2
)︂
𝐻τττττττττ2

⃒⃒⃒⃒
𝑆

+𝑂
(︀
𝑤3
2

)︀
,

è

𝐸τττττττττ2
|𝑆 = −𝑤2

(︂
1− æ1 − æ2

2𝑖 ̃︀𝑘2
)︂
𝐻τττττττττ1

⃒⃒⃒⃒
𝑆

+𝑂
(︀
𝑤3
2

)︀
,

(1.4.17)

ãäå τττττττττ1 è τττττττττ2 � ãëàâíûå êàñàòåëüíûå íàïðàâëåíèÿ â äàííîé òî÷êå
ïîâåðõíîñòè, à æ1 è æ2 � ãëàâíûå êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè 𝑆 â
ýòîé òî÷êå.

Ïîñêîëüêó

⃒⃒⃒⃒
1̃︀𝑘2
⃒⃒⃒⃒
= 𝑂(𝑤2), òî ýòè äîáàâêè èìåþò ïîðÿäîê ìà-

ëîñòè 𝑂
(︀
𝑤2
2

)︀
.

Èç âûðàæåíèé (1.4.17) ìîæíî ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííûå ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà

[n×E]|𝑆 = 0 (1.4.18)

è ïåðâîãî ïîðÿäêà

[n×E]|𝑆 = −𝑤2

[︁
n× [n×H]

]︁⃒⃒⃒
𝑆
, (1.4.19)

ãäå n � âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè 𝑆, íàïðàâëåííûé â ñòî-
ðîíó õîðîøî ïðîâîäÿùåé ñðåäû (II).

Èñïîëüçîâàíèå ïðèáëèæåíèé áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ïîçâî-
ëÿåò âûïèñàòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ãðàíèöå 𝑆 ñðåäû (I), â
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êîòîðîé èùóòñÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, è õîðîøî ïðî-
âîäÿùåé ñðåäû (II) ñ áîëåå âûñîêèì ïîðÿäêîì ìàëîñòè 𝑂

(︀
𝑤𝑁
)︀

𝐸
(𝑁)
τττττττττ1

= 𝑤2

(︀
1+ 𝑎2𝑤2 + · · ·+ 𝑎𝑁𝑤

𝑁−1
2

)︀
𝐻

(𝑁)
τττττττττ2

⃒⃒⃒
𝑆
,

𝐸
(𝑁)
τττττττττ2

= −𝑤2

(︀
1+ 𝑏2𝑤2 + · · ·+ 𝑏𝑁𝑤

𝑁−1
2

)︀
𝐻

(𝑁)
τττττττττ1

⃒⃒⃒
𝑆
.

(1.4.20)

Êîýôôèöèåíòû 𝑎𝑖 (𝑖 = 2, . . . ,𝑁), 𝑏𝑖 (𝑖 = 2, . . . ,𝑁) îïðåäåëÿþòñÿ
ãåîìåòðèåé ïîâåðõíîñòè 𝑆 è ìàòåðèàëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè
õîðîøî ïðîâîäÿùåé ñðåäû.

Î.È. Ïàíè÷åì äîêàçàíà òåîðåìà, ñîãëàñíî êîòîðîé ïðèáëè-
æåííîå ðåøåíèå çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
â ñðåäå (I) âíå õîðîøî ïðîâîäÿùåé ñðåäû (II) ñ ãðàíè÷íûì
óñëîâèåì 𝑁 -ãî ïîðÿäêà íà ãðàíèöå 𝑆 ðàçäåëà ñðåä (I) è (II)
åñòü 𝑁 -àÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ïî
ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà 𝑤2 ðåøåíèÿ {E(𝑀),H(𝑀)} ïîëíîé
çàäà÷è ñ òî÷íûìè óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöå ðàçäåëà 𝑆
ñðåä (I) è (II).

E(𝑁)(𝑀) =

𝑁∑︁
𝑖=0

𝑤𝑖2
−→
E 𝑖(𝑀) +𝑂

(︀
𝑤𝑁+1
2

)︀
, (1.4.21)

ãäå
−→
E 𝑖(𝑀) � êîýôôèöèåíòû àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ïîë-

íîé çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöå 𝑆 ñðåä (I) è (II), òî åñòü⃒⃒
E𝑁 (𝑀)−E(𝑀)

⃒⃒
= 𝑂

(︀
𝑤𝑁+1
2

)︀
(1.4.22)

âñþäó â ñðåäå (I).

Çàìå÷àíèå 1.4.3 Êàê ëåãêî âèäåòü, çàìåíÿÿ â óñëîâèè (1.4.20)

𝐻
(𝑁)
τττττττττ íà 𝐻

(𝑁−1)
τττττττττ , ìû ïîëó÷àåì îøèáêó òîãî æå ïîðÿäêà

𝑂
(︀
𝑤𝑁+1
2

)︀
ìàëîñòè, ÷òî è äëÿ ðåøåíèÿ ñ ïðèáëèæåííûì ãðà-

íè÷íûì óñëîâèåì ïîðÿäêà 𝑁 . Îäíàêî, åñëè â ñëó÷àå óñëîâèÿ
(1.4.20) ìû èìååì òðåòüþ êðàåâóþ çàäà÷ó, ãäå â ãðàíè÷íîì

óñëîâèè íåèçâåñòíû îáå ôóíêöèè è E
(𝑁)
τττττττττ1

𝐻
(𝑁)
τττττττττ2

, òî ïðè çàäàíèè

â (1.4.20) èçâåñòíîé ïðàâîé ÷àñòè 𝐻
(𝑁−1)
τττττττττ2

ìû èìååì ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ïåðâûõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ èçâåñòíîé ïðàâîé ÷à-
ñòüþ, íàéäåííîé èç ïðåäûäóùåãî ïðèáëèæåíèÿ, ÷òî âî ìíîãèõ
ñëó÷àÿõ ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì êàê
àíàëèòè÷åñêîãî, òàê è ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è.
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Çàìå÷àíèå 1.4.4 Ðàññìîòðåíûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ èìïåäàíñ-
íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ñëó÷àÿ ïðè-
ìåíèì è ê çàäà÷å ñêàëÿðíîé äèôðàêöèè äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüì-
ãîëüöà

Δ𝑢+ 𝑘2𝑖 (𝑀)𝑢 = −𝑓(𝑀),

𝑘2𝑖 (𝑀) =

⎧⎨⎩ 𝑘21(𝑀), 𝑀 ∈ (𝐼),

𝑘22(𝑀), 𝑀 ∈ (𝐼𝐼),

(1.4.23)

â êîòîðîì 𝑓(𝑀) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ âîçáóæäåíèÿ êîëåáà-
íèé, à êîýôôèöèåíò 𝑘2(𝑀) ÿâëÿåòñÿ ðàçðûâíîé ôóíêöèåé íà
îáùåé ãðàíèöå 𝑆 ðàçäåëà ñðåä (I) è (II), íà êîòîðîé äîëæíû
âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ

[𝑢]|𝑆 = 0,
[︁
𝑄(𝑃 )

𝜕𝑢

𝜕𝑛

]︁⃒⃒⃒
𝑆
= 0. (1.4.24)

Çäåñü êîýôôèöèåíò 𝑄(𝑃 ), 𝑃 ∈ 𝑆, îïðåäåëÿåòñÿ ãåîìåòðèåé
ïîâåðõíîñòè 𝑆 è ìàòåðèàëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ñðåä è
èìååò ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ íà ïîâåðõíîñòè 𝑆 â ñðåäàõ (I) è
(II).

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå
⃒⃒⃒
𝑘
(2)
2

(𝑀)
⃒⃒⃒
≫ 1 ðåøåíèå 𝑢(𝑀) ïîë-

íîé çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ â îáëàñòÿõ (I) è (II) ìîæíî â ïåðâîì
ïðèáëèæåíèè çàìåíèòü ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.4.23) ñ èìïå-
äàíñíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

𝜕𝑢

𝜕𝑛
+ 𝜁(𝑃 )𝑢

⃒⃒⃒
𝑆
= 0 (1.4.25)

òîëüêî â ñðåäå (I). Èìïåäàíñ 𝜁(𝑃 ), ÿâëÿþùèéñÿ, âîîáùå ãîâî-
ðÿ, êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèåé òî÷åê 𝑃 ∈ 𝑆, îïðåäåëÿåòñÿ
ãåîìåòðèåé îáëàñòè 𝑆 è çíà÷åíèÿìè êîýôôèöèåíòîâ 𝑘1(𝑃 ) è
𝑘2(𝑃 ) â òî÷êàõ 𝑃 ∈ 𝑆. Ïðè ýòîì |𝜁(𝑃 )| ≪ 1.

4.2. Óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ
óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé è óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà ÿâëÿþòñÿ
óðàâíåíèÿìè ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà. Êàê èçâåñòíî èç îáùåãî êóð-
ñà ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, â ñëó÷àå âíåøíèõ êðàåâûõ
çàäà÷ â íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè 𝐷𝑒 âíå çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè 𝑆
ñ çàäàííûìè â 𝐷𝑒 ëîêàëüíûìè èñòî÷íèêàìè äëÿ åäèíñòâåííîñòè
ðåøåíèÿ äîëæíû áûòü çàäàíû íå òîëüêî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
íà ïîâåðõíîñòè 𝑆, íî è óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Ôèçè÷åñêèé

2 À. Ã. Ñâåøíèêîâ, È. Å.Ìîãèëåâñêèé
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ñìûñë ïîñëåäíèõ ñîîòâåòñòâóåò òðåáîâàíèþ îòñóòñòâèÿ èñòî÷íè-
êîâ ïîëÿ íà áåñêîíå÷íîñòè.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà äëÿ êîìïëåêñíîé àìïëè-
òóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé ïðè âðåìåííîé çàâèñèìîñòè
𝑒−𝑖𝑤𝑡:

Δ𝑢+ 𝑘2(𝑀)𝑢 = 𝑓(𝑀). (1.4.26)

Ïóñòü íà÷àëî ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (𝑟, 𝜃,𝜙) ðàñïîëî-
æåíî âíóòðè ïîâåðõíîñòè 𝑆. Ïóñòü, êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ 𝑓(𝑀)
ëîêàëüíà, ôóíêöèÿ 𝑘2(𝑟, 𝜃,𝜙) ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî 𝜃 è 𝜙
ñòðåìèòñÿ ê ïîñòîÿííîìó çíà÷åíèþ 𝑘20 ïðè 𝑟 → ∞,

lim
𝑟→∞

𝑘2(𝑟, 𝜃,𝜙) = 𝑘20. (1.4.27)

Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿ èìåþò âèä

𝑢(𝑟, 𝜃,𝜙) = 𝑂
(︁1
𝑟

)︁
,

𝜕𝑢

𝜕𝑟
− 𝑖𝑘0𝑢 = 𝑜

(︁1
𝑟

)︁
.

(1.4.28)

Óñëîâèÿ (1.4.28) íîñÿò íàçâàíèå óñëîâèé Çîììåðôåëüäà ïî èìå-
íè çíàìåíèòîãî íåìåöêîãî ôèçèêà, êîòîðûé âïåðâûå èõ ïðåäëî-
æèë.

Àíàëîãè÷íûå óñëîâèÿ â ýëåêòðîìàãíèòíîì ñëó÷àå èìåþò âèä

[e𝑟 ×E]|𝑟>𝑅0
= −𝑤0

[︁
e𝑟 × [e𝑟 ×H]

]︁
+ 𝑜

(︁1
𝑟

)︁
(1.4.29)

è òàêæå îòâå÷àþò òðåáîâàíèþ îòñóòñòâèÿ èñòî÷íèêà ïîëÿ íà
áåñêîíå÷íîñòè. Çäåñü e𝑟 � îðò êîîðäèíàòû 𝑟, à âîëíîâîå ÷èñëî

𝑤0 = lim
𝑟→∞

𝑤(𝑟, 𝜃,𝜙) = lim
𝑟→∞

√︂
𝜇(𝑟, 𝜃,𝜙)
𝜀′(𝑟, 𝜃,𝜙)

. (1.4.30)

Çàìå÷àíèå 1.4.5 Óñëîâèÿ Çîììåðôåëüäà (1.4.28), (1.4.29) íå
íîñÿò óíèâåðñàëüíûé õàðàêòåð. Ôîðìà èõ çàâèñèò îò âûáîðà
âðåìåííîé çàâèñèìîñòè óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé

(︀
𝑒−𝑖𝜔𝑡 èëè

𝑒+𝑖𝜔𝑡
)︀
; îò ðàçìåðíîñòè îáëàñòè 𝐷𝑒

(︀
R2 èëè R3

)︀
; îò âèäà

çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòà 𝑘2(𝑀) îò ñèñòåìû êîîðäèíàò, â
êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à, íàïðèìåð, â ñëó÷àå ñòðà-
òèôèöèðîâàííîé ñðåäû, â êîòîðîé âåêòîðà ôàçîâîé ñêîðîñòè
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vô è ãðóïïîâîé ñêîðîñòè vã, îïðåäåëÿþùåé íàïðàâëåíèå ïå-

ðåíîñà ýíåðãèè, ìîãóò íå ñîâïàäàòü è äàæå áûòü ïðîòèâîïî-
ëîæíî íàïðàâëåííûìè, è â ðÿäå äðóãèõ ñëó÷àåâ âèä óñëîâèé
Çîììåðôåëüäà äîëæåí áûòü èçìåíåí. Ïîýòîìó âñòàåò âî-
ïðîñ î ôîðìóëèðîâêå åäèíîîáðàçíûõ ïðèíöèïîâ èçëó÷åíèÿ äëÿ
ñàìîãî øèðîêîãî êðóãà çàäà÷. Òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ ïðèíöèï
ïðåäåëüíîé àìïëèòóäû è ïðèíöèï ïðåäåëüíîãî ïîãëîùåíèÿ.

4.3. Ïðèíöèï ïðåäåëüíîé àìïëèòóäû. Íàðÿäó ñ èñõîäíîé
çàäà÷åé ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐿[𝑢] + 𝑘2𝑢 = −𝑓(𝑀), 𝑀 ∈ 𝐷𝑒,

𝑃 [𝑢]|𝑆 = 𝜙(𝑄), 𝑄 ∈ 𝑆,

𝑢(𝑟, 𝜃,𝜙) = 𝑂
(︁1
𝑟

)︁
,

𝜕𝑢

𝜕𝑟
− 𝑖𝑘0𝑢 = 𝑜

(︁1
𝑟

)︁
,

(1.4.31)

ãäå 𝐿[𝑢] � ëèíåéíûé ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð, à 𝑃 [𝑢] � ãðà-
íè÷íûé îïåðàòîð 1-ãî, 2-ãî èëè 3-ãî ðîäà, ðàññìîòðèì íà÷àëüíî-
êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ôóíêöèè 𝑣(𝑀 , 𝑡)⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝐿[𝑣]− 1

𝑐2
𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
= −𝜂(𝑡)𝑓(𝑀)𝑒−𝑖𝜔𝑡, 𝑀 ∈ 𝐷𝑒, 0 < 𝑡 <∞,

𝑃 [𝑣]|𝑆 = 𝜂(𝑡)𝜙(𝑄)𝑒−𝑖𝜔𝑡, 𝑄 ∈ 𝑆,

𝑣(𝑀 , 0) = 0,

(1.4.32)

ãäå 𝜂(𝑡) � ôóíêöèÿ ïåðåõîäíîãî ðåæèìà, ìîíîòîííî èçìåíÿþùà-
ÿñÿ îò 0 äî 1 ïðè 0 6 𝑡 6 𝑡0 è òîæäåñòâåííî ðàâíàÿ 1 ïðè 𝑡 > 𝑡0.

Â ñèëó òåîðåìû Êîøè�Êîâàëåâñêîé ýòà çàäà÷à èìååò íåïðå-
ðûâíîå ðåøåíèå ïðè ëþáûõ 𝑡 > 0. Åñëè ñóùåñòâóåò ïîòî÷å÷íûé
ïðåäåë

lim
𝑡→∞

𝑣(𝑀 , 𝑡)𝑒𝑖𝜔𝑡 = 𝑢(𝑀), (1.4.33)

òî, êàê ëåãêî âèäåòü, â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ 𝑢(𝑀) áóäåò ðå-
øåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (1.4.31). Ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà (1.4.33)
çàâèñèò îò ãåîìåòðèè ïîâåðõíîñòè 𝑆, îíî äîêàçàíî äëÿ øèðîêîãî
êëàññà äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé 𝑆.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèíöèï ïðåäåëüíîé àìïëèòóäû ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé òðåáîâàíèå, ÷òîáû ðåøåíèå çàäà÷è (1.4.31) 𝑢(𝑀) áûëî
ïðåäåëüíîé àìïëèòóäîé êîëåáàíèé çàäà÷è (1.4.32) ñ íóëåâûìè
íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.

2*
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4.4. Ïðèíöèï ïðåäåëüíîãî ïîãëîùåíèÿ. Ïóñòü êîýôôè-
öèåíò 𝑘2(𝑀) ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé ôóíêöèåé. Ââåäåì êîì-
ïëåêñíûé êîýôôèöèåíò

𝑘2𝜀(𝑀) = 𝑘2(𝑀) + 𝑖𝜀, 𝜀 > 0, (1.4.34)

è íàðÿäó ñ èñõîäíîé çàäà÷åé (1.4.31) ðàññìîòðèì çàäà÷ó⎧⎪⎨⎪⎩
𝐿𝜀[𝑢𝜀] + 𝑘2𝜀𝑢𝜀 = −𝑓(𝑀), 𝑀 ∈ 𝐷𝑒,

𝑃 [𝑢𝜀]|𝑆 = 𝜙(𝑄), 𝑄 ∈ 𝑆,

𝑢𝜀(𝑀) = 𝑂 (𝑒−𝜀𝑟) ïðè 𝑟 → ∞.

(1.4.35)

Óñëîâèå íà áåñêîíå÷íîñòè îçíà÷àåò ýêñïîíåíöèàëüíîå ñòðåìëå-
íèå ðåøåíèÿ 𝑢𝜀(𝑀) ê íóëþ ïðè 𝑀 → ∞, ÷òî îáåñïå÷èâàåò ïðè-
íàäëåæíîñòü ðåøåíèÿ (1.4.35) ôóíêöèîíàëüíîìó ïðîñòðàíñòâó
𝐿2(𝐷𝑒).

Â ñèëó ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ ðåøåíèå çàäà÷è (1.4.35) ñóùå-
ñòâóåò äëÿ ëþáîãî 𝜀 > 0. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïîòî÷å÷íûé
ïðåäåë

lim
𝜀→0

𝑢𝜀(𝑀) = 𝑢(𝑀), (1.4.36)

òî ôóíêöèÿ 𝑢(𝑀) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü âñåì óñëîâèÿì èñõîäíîé
çàäà÷è (1.4.31). Ñóùåñòâîâàíèå ýòîãî ïðåäåëà çàâèñèò îò ãåîìåò-
ðèè ïîâåðõíîñòè 𝑆 è äîêàçàíî äëÿ øèðîêîãî êëàññà ïîâåðõíîñòåé
𝑆 è ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ 𝐿𝜀 [𝑢𝜀].

Òàêèì îáðàçîì, ïðèíöèï ïðåäåëüíîãî ïîãëîùåíèÿ òàêæå ïîç-
âîëÿåò âûäåëèòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñõî-
äÿùèìñÿ âîëíàì: ôóíêöèÿ 𝑢(𝑀) äîëæíà áûòü ïðåäåëîì îãðà-
íè÷åííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.4.35) ñ êîìïëåêñíûì ïîãëîùåíè-
åì ïðè ñòðåìëåíèè ê íóëþ êîýôôèöèåíòà ïîãëîùåíèÿ.

4.5. Óñëîâèÿ íà ðåáðå. Áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò çà-
äà÷è äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí íà òåëàõ, èìåþùèõ ðåá-
ðà è êðîìêè. Â òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â îáëàñòÿõ, ãðàíèöû êîòîðûõ
èìåþò ðåáðà èëè óãëîâûå òî÷êè, äëÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè
íåîáõîäèìî ñôîðìóëèðîâàòü óñëîâèÿ, îïðåäåëÿþùèå ïîâåäåíèå
ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè ãðàíèöû. Îäíàêî äëÿ çàäà÷
äèôðàêöèè òðåáîâàíèå îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ
ñëèøêîì æåñòêèì, ïîñêîëüêó íå âñåãäà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå,
îãðàíè÷åííîå â îêðåñòíîñòè ðåáåð èëè êðîìîê [18].

Åñòåñòâåííîå ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî
ïðè îòñóòñòâèè âíåøíèõ èñòî÷íèêîâ íà ðåáðå ïîòîê ýíåðãèè
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÷åðåç ëþáóþ ïîâåðõíîñòü, îõâàòûâàþùóþ ðåáðî, ñòðåìèòñÿ ê
íóëþ ïðè ñòÿãèâàíèè ýòîé ïîâåðõíîñòè ê ðåáðó, â ñêàëÿðíîì
ñëó÷àå ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ñëåäóþùåå óñëîâèå [18]:

lim
𝜌→0

Im

∮
𝐶𝜌

𝑢
𝜕𝑢*

𝜕𝑛
𝑑𝑙 = 0, (1.4.37)

ãäå 𝐶𝜌 � ÷àñòü îêðóæíîñòè ðàäèóñà 𝜌, çàêëþ÷åííàÿ â óãëå 2𝜋 −
− 𝛼. Óñëîâèå (1.4.37) áóäåò âûïîëíåíî, åñëè â îêðåñòíîñòè ðåáðà

ïîëå ïðè 𝜌→ 0 ðàñòåò íå áûñòðåå, ÷åì 𝜌𝜎, ãäå 𝜎 > −1
2
.

Àíàëîãîì óñëîâèÿ (1.4.37) â ýëåêòðîìàãíèòíîì ñëó÷àå áóäåò

lim
𝜌→0

⎧⎪⎨⎪⎩1
2
Re

∮
𝑆𝜌

(︀
[E×H*] · n

)︀
𝑑𝜎

⎫⎪⎬⎪⎭ = 0, (1.4.38)

ãäå 𝑆𝜌 � ëþáàÿ ïîâåðõíîñòü, îõâàòûâàþùàÿ ðåáðî. Â êíèãå [18]
òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî â îêðåñòíîñòè ðåáðà êëèíà ïðè 𝜌→ 0 ìîãóò
èìåòü îñîáåííîñòü òîëüêî êîìïîíåíòû âåêòîðîâ E è H, ëåæàùèå
â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ðåáðó, ïðè÷åì ïîðÿäîê îñîáåííî-

ñòè 𝜌1−𝜎, ãäå 𝜎 =
𝜋

2𝜋 − 𝛼
.

Ðåøåíèå çàäà÷è âûäåëåíèÿ îñîáåííîñòåé ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ â îêðåñòíîñòè ðåáðà ãðàíèöû âîëíîâîäà ïîäðîáíî ðàññìîò-
ðåíî â Ïðèëîæåíèè 2.

� 5. Ëåììà Ëîðåíöà. Ôîðìóëû Ñòðýòòîíà�×ó

5.1. Ëåììà Ëîðåíöà. Ïðè èçó÷åíèè ñâîéñòâ ðåøåíèé
ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé âåñüìà ýôôåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ èñïîëü-
çîâàíèå ôîðìóë Ãðèíà. Äëÿ óðàâíåíèé óñòàíîâèâøèõñÿ ýëåêòðî-
ìàãíèòíûõ êîëåáàíèé òàêóþ ðîëü èãðàåò ëåììà Ëîðåíöà.

Ïóñòü â îáëàñòè 𝐷 ñ çàìêíóòîé ãëàäêîé ãðàíèöåé 𝑆 = 𝜕𝐷
òîêè j1(𝑀) è j2(𝑀) ñîçäàþò ñîîòâåòñòâåííî ýëåêòðîìàãíèòíûå
ïîëÿ {E1,H1} è {E2,H2}, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèÿì{︃

rotH1 = −𝑖𝑘E1 + j1,

rotE1 = 𝑖𝑘H1,
(1.5.1)

{︃
rotH2 = −𝑖𝑘E2 + j2,

rotE2 = 𝑖𝑘H2.
(1.5.2)
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Ñîñòàâèì âûðàæåíèÿ

div [E1 ×H2] = (H2 · rotE1)− (E1 · rotH2) =

= 𝑖𝑘 (H1 ·H2) + 𝑖𝑘 (E1 ·E2)− (E1 · j2) ,

div [E2 ×H1] = 𝑖𝑘 (H1 ·H2) + 𝑖𝑘 (E1 ·E2)− (E2 · j1) .

(1.5.3)

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

div [E1 ×H2]− div [E2 ×H1] = (E2 · j1)− (E1 · j2) . (1.5.4)

Ñîîòíîøåíèå (1.5.4) íîñèò íàçâàíèå äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû
ëåììû Ëîðåíöà [18]. Åñëè ïðîèíòåãðèðîâàòü (1.5.4) ïî îáëàñòè
𝐺 ⊂ 𝐷, îãðàíè÷åííîé ïîâåðõíîñòüþ 𝜕𝐺, è âîñïîëüçîâàòüñÿ â
ëåâîé ÷àñòè ôîðìóëîé Îñòðîãðàäñêîãî�Ãàóññà, ïîëó÷èì∮

𝜕𝐺

(︀{︀
[E1 ×H2]− [E2 ×H1]

}︀
· n
)︀
𝑑𝜎 =

=

∫
𝐺

{︀
(E2 · j1)− (E1 · j2)

}︀
𝑑𝑉 ,

(1.5.5)

ãäå n � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê 𝜕𝐺. Ðàâåíñòâî (1.5.5) íàçûâàåòñÿ
èíòåãðàëüíîé ôîðìîé ëåììû Ëîðåíöà è ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì
àíàëîãîì âòîðîé ôîðìóëû Ãðèíà â ñëó÷àå ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ.

Èíòåãðèðóÿ (1.5.4) ïî îáëàñòè 𝐷 è èñïîëüçóÿ ôîðìóëó
Îñòðîãðàäñêîãî�Ãàóññà, â ñëó÷àå ñîñðåäîòî÷åííîãî òîêà ýëåêòðè-
÷åñêîãî äèïîëÿ

j2(𝑀) = l𝛿(𝑀0,𝑀), (1.5.6)

ãäå åäèíè÷íûé âåêòîð l îïðåäåëÿåò íàïðàâëåíèå òîêà j2, ïîëó÷èì(︁
l ·E1(𝑀0)

)︁
=

∫
𝑆

(︁{︁
[E2 ×H1]− [E1 ×H2]

}︁
· n
)︁
𝑑𝜎+

+

∫
𝐷

(︁
E2 (𝑀 ,𝑀0, l) · j1(𝑀)

)︁
𝑑𝑉𝑀 .

(1.5.7)

Ôîðìóëà (1.5.7) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òðåòüåé ôîðìóëû Ãðèíà äëÿ
ñêàëÿðíîãî ñëó÷àÿ. Îíà óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü çíà÷åíèÿ âåêòîðà
E1 â ïðîèçâîëüíîé âíóòðåííåé òî÷êå 𝑀0 îáëàñòè 𝐷 ñ ãðàíè÷-
íûìè çíà÷åíèÿìè êàñàòåëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîðîâ E1(𝑄) è
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H1(𝑄) (𝑄 ∈ 𝑆), âîçáóæäàåìûõ âåêòîðîì òîêà j1(𝑀) (𝑀 ∈ 𝐷)
è çíà÷åíèÿìè âåêòîðîâ âñïîìîãàòåëüíîãî ïîëÿ {E2,H2} âíóòðè
îáëàñòè 𝐷 è íà åå ãðàíèöå 𝑆. Ìîæíî ïîëó÷èòü ÿâíûé âèä ïîëÿ
{E2,H2} âî âñåì ïðîñòðàíñòâå R3. Ýòî ïîëå ìîæíî âûðàçèòü â
äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (𝑥, 𝑦, 𝑧) ñ íà÷àëîì â òî÷êå 𝑀0 è
îðòîì e𝑧, ñîâïàäàþùèì ñ âåêòîðîì l, ÷åðåç ýëåêòðè÷åñêèé âåêòîð
Ãåðöà Πý ñ åäèíñòâåííîé îòëè÷íîé îò íóëÿ êîìïîíåíòîé Πý𝑧 :
Πý (𝑀 ,𝑀0) =

(︀
0, 0,Πý𝑧

)︀
. Çäåñü ôóíêöèÿ Πý𝑧 (𝑀 ,𝑀0) ÿâëÿåòñÿ

ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà(︀
Δ+ 𝑘2

)︀
Πý𝑧 = − 𝑖

𝑘
𝛿(𝑀0,𝑀), (1.5.8)

îòêóäà

Πý𝑧 = − 1
4𝜋𝑖𝑘

𝜙(𝑀0,𝑀), ãäå 𝜙(𝑀0,𝑀) =
𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑀0𝑀
. (1.5.9)

Çäåñü è äàëåå èíäåêñ ó 𝑅𝑀𝑀0
â ôóíäàìåíòàëüíîì ðåøåíèè

óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà áóäåì óêàçûâàòü òîëüêî â çíàìåíàòåëå.
Çàìå÷àíèå 1.5.1 Âûðàæåíèå (1.5.7) íîñèò íàçâàíèå ëåììû
Ëîðåíöà äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.

Âûðàæåíèå, àíàëîãè÷íîå (1.5.7) ìîæíî ïîëó÷èòü è äëÿ âåêòî-
ðà H1(𝑀0) ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Â êà÷åñòâå óðàâíåíèé äëÿ âñïîìîãà-
òåëüíîãî ïîëÿ {E2,H2} âîçüìåì ñèñòåìó óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà,
â êîòîðîé âîçáóæäåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ìàãíèòíûì òîêîì{︃

rotH2 = −𝑖𝑘E2,

rotE2 = 𝑖𝑘H2 + j𝑚.
(1.5.10)

Â êà÷åñòâå òîêà j𝑚 âûáåðåì ñîñðåäîòî÷åííûé òîê ìàãíèòíîãî
äèïîëÿ j𝑚 = p𝛿(𝑀0,𝑀), ãäå åäèíè÷íûé âåêòîð p îïðåäåëÿåò
íàïðàâëåíèå ìîìåíòà ìàãíèòíîãî äèïîëÿ. Òîãäà(︁

p ·H1(𝑀0)
)︁
=

∫
𝐷

(︁
E2 (𝑀 ,𝑀0,p) · j1(𝑀)

)︁
𝑑𝑉𝑀+

+

∫
𝑆

(︁{︁
[E2 ×H1]− [E1 ×H2]

}︁
· n
)︁
𝑑𝜎.

(1.5.11)

ãäå âñïîìîãàòåëüíîå ïîëå {E2,H2} âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíäà-
ìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà äëÿ åäèíñòâåííîé
îòëè÷íîé îò íóëÿ êîìïîíåíòû Πì𝑧 ìàãíèòíîãî âåêòîðà Ãåðöà:(︀

Δ+ 𝑘2
)︀
Πì𝑧 =

𝑖

𝑘
𝛿(𝑀0,𝑀), Πì𝑧 =

1
4𝜋𝑖𝑘

𝜙(𝑀0,𝑀). (1.5.12)
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5.2. Ñëåäñòâèÿ ëåììû Ëîðåíöà. Òåîðåìà âçàèìíîñòè.
Ïóñòü ïîëÿ {E1,H1} è {E2,H2} â îòêðûòîé îáëàñòè 𝐷𝑒 âîç-
áóæäàþòñÿ ñîñðåäîòî÷åííûìè òîêàìè j1(𝑀 ,𝑀1) = l1𝛿(𝑀 ,𝑀1)
è j2(𝑀 ,𝑀2) = l2𝛿(𝑀 ,𝑀2), óäîâëåòâîðÿþò íóëåâûì ãðàíè÷íûì
óñëîâèÿì íà âíóòðåííåé ãðàíèöå 𝑆 îáëàñòè 𝐷𝑒

[E1 × n]|𝑆 = [E2 × n]|𝑆 = 0

è óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ (1.4.29) íà áåñêîíå÷íîñòè. Òîãäà, èíòåãðè-
ðóÿ âûðàæåíèå (1.5.4) ïî îáëàñòè 𝐷𝑒, ïîëó÷èì(︁

l2 ·E1(𝑀2)
)︁
=
(︁
l1 ·E2(𝑀1)

)︁
. (1.5.13)

Ýòî ñîîòíîøåíèå îçíà÷àåò, ÷òî ïðîåêöèÿ ïîëÿ E1(𝑀2) â òî÷êå
𝑀2 íàõîæäåíèÿ âòîðîãî äèïîëÿ íà íàïðàâëåíèå l2 ðàâíà ïðîåê-
öèè ïîëÿ E2(𝑀1) â òî÷êå 𝑀1 íà íàïðàâëåíèå ïåðâîãî äèïîëÿ.
Äàííîå ñîîòíîøåíèå, ïîçâîëÿþùåå ìåíÿòü ìåñòàìè ïîëîæåíèÿ
òî÷å÷íîãî äèïîëÿ, âîçáóæäàþùåãî ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå, è
òî÷êó åãî íàáëþäåíèÿ, è íîñèò íàçâàíèå òåîðåìû âçàèìíîñòè.

Ôîðìóëà Ñòðýòòîíà�×ó. Âûðàæåíèå (1.5.11) äëÿ çíà÷åíèÿ
ïîëÿ H1(𝑀0) ìîæíî çàïèñàòü â áîëåå êîìïàêòíîì âèäå, â êîòî-
ðîì âñïîìîãàòåëüíûå âåêòîðû {E2,H2} âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëå-
ìåíòàðíûå ôóíêöèè. Áóäåì èñõîäèòü èç ïðåäñòàâëåíèÿ âåêòîðîâ
{E2,H2} ÷åðåç ìàãíèòíûé âåêòîð Ãåðöà

E2 = 𝑖𝑘rotΠì,
H2 = grad divΠì + 𝑘2Πì,

(1.5.14)

ãäå âåêòîð Πì = p2Π
ì, à p2 � åäèíè÷íûé ïîñòîÿííûé âåêòîð.

Èç ôîðìóë âåêòîðíîãî àíàëèçà â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóåò, ÷òî

divΠì = (p2 · ∇Πì) ,

rotΠì = [∇Πì × p2] .
(1.5.15)

Îòêóäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî Πì =
1

4𝜋𝑖𝑘
𝜙; 𝜙 =

𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑀0𝑀
, ïîëó÷èì

E2 =
1
4𝜋

[∇𝜙× p2] ,

H2 = ∇ (∇Πì · p2) + 𝑘2Πìp2.
(1.5.16)
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Çàïèøåì âûðàæåíèå (1.5.11) äëÿ âåêòîðà H(𝑀0)(︁
H(𝑀0) · p2

)︁
=

∫
𝐷

(︁
E2

(︁
𝑀0,𝑀 ,p2

)︁
· j(𝑀)

)︁
𝑑𝑉𝑀+

+

∫
𝑆

(︁{︁
[E2 ×H]− [E×H2]

}︁
· n
)︁
𝑑𝜎.

(1.5.17)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè â ñèëó ïîñòîÿíñòâà âåêòîðà p2

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå(︁
p2 ·H0(𝑀0)

)︁
=

p2

4𝜋

∫
𝐷0

[j×∇𝜙] 𝑑𝑉𝑀 , (1.5.18)

÷òî, î÷åâèäíî, äàåò âûðàæåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ â R3, êîòîðîå
âîçáóæäàåòñÿ ëîêàëüíûì òîêîì j(𝑀), ñîñðåäîòî÷åííûì â îáëà-
ñòè 𝐷0 ∈ R3. Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî ðàññìîòðèì
ïîäðîáíåå ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â ïîâåðõíîñòíîì èíòå-
ãðàëå. Ó÷èòûâàÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (1.5.16), çàïèøåì ñëåäóþùåå
ñîîòíîøåíèå(︁{︁

[E2 ×H]− [E×H2]
}︁
· n
)︁
=

= 𝑖𝑘
(︁[︁

[∇Πì × p2]×H
]︁
· n
)︁
+

+
(︁[︁

∇ (∇Πì · p2)×E
]︁
· n
)︁
− 𝑘2

(︁
p2Π

ì · [n×E]
)︁
.

(1.5.19)

Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà(︁[︁
[∇Πì × p2]×H

]︁
· n
)︁
=
(︁
[p2 ×∇Πì] · [n×H]

)︁
=

=
(︁
p2 ·

[︁
∇Πì × [n×H]

]︁)︁
,[︁

∇ (∇Πì · p2)×E
]︁
= rot

{︁
(∇Πì · p2)E

}︁
−

− (∇Πì · p2) rotE.

(1.5.20)

Ïî òåîðåìå Îñòðîãðàäñêîãî�Ãàóññà∫
𝑆

(rotA · n) 𝑑𝜎 =

∫
𝐷

div (rotA) 𝑑𝑉 = 0 (1.5.21)
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äëÿ ëþáîãî äèôôåðåíöèðóåìîãî âåêòîðà A. Â ñèëó óðàâíåíèé
Ìàêñâåëëà ïîëó÷èì

(p2 · ∇Πì) (rotE · n) = 𝑖𝑘 (p2 · ∇Πì) (H · n) . (1.5.22)

Òîãäà â ñèëó ïîñòîÿíñòâà âåêòîðà p2 ôîðìóëà (1.5.11) îêîí÷à-
òåëüíî ïðèîáðåòàåò âèä

H(𝑀0) = H0(𝑀0) +

+
1
4𝜋

∫
𝑆

{︁
[∇𝜙× [n×H]]−∇𝜙 (n ·H) + 𝑖𝑘𝜙 [n×E]

}︁
𝑑𝜎𝑀 ,

(1.5.23)

ãäå

𝜙 (𝑀0,𝑀) =
𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑀0𝑀
. (1.5.24)

Ñîîòíîøåíèå (1.5.23) íîñèò íàçâàíèå ôîðìóëû Ñòðýòòîíà�×ó.
Àíàëîãè÷íîå ìîæíî ïîëó÷èòü è äëÿ âåêòîðà E(𝑀0). Ýòè ôîðìó-
ëû âûðàæàþò çíà÷åíèå âåêòîðîâ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, âîç-
áóæäàåìîãî â îáëàñòè 𝐷 ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé 𝑆 ÷åðåç çàäàí-
íûé òîê âîçáóæäåíèÿ j(𝑀), ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ êàñàòåëüíûõ
è íîðìàëüíûõ êîìïîíåíò ïîëÿ {E,H} è ôóíäàìåíòàëüíîå ðå-
øåíèå (1.5.24) óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà. Ôîðìóëû Ñòðýòòîíà�×ó
øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷ äèôðàêöèè óñòà-
íîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé.

� 6. Òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè

6.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Îáîñíîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé
íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ïîëó÷åííûõ ìîäåëåé äëÿ çàäà÷ îá óñòàíî-
âèâøèõñÿ êîëåáàíèÿõ íà÷íåì ñ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè
ðåøåíèÿ âíåøíèõ êðàåâûõ çàäà÷.

Ïóñòü ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå âíå èìïåäàíñíîãî òåëà 𝐷𝑖,
îãðàíè÷åííîãî çàìêíóòîé ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ 𝑆, ñîçäàåòñÿ
ëîêàëüíûì òîêîì, ñîñðåäîòî÷åííûì â îãðàíè÷åííîé ïîäîáëàñòè
𝐷0 âíåøíåé îáëàñòè 𝐷𝑒 (𝐷0 ∈ 𝐷𝑒). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòåìàòè-
÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ óñòàíîâèâøèõñÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ êîëåáàíèé
â îáëàñòè 𝐷𝑒 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âíåøíþþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ
ñèñòåìû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà{︃

rotH = −𝑖𝑘0𝜀′(𝑀)E+ j(𝑀),

rotE = 𝑖𝑘0𝜇(𝑀)H,
𝑀 ∈ 𝐷𝑒 (1.6.1)
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ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè

[n×E]|𝑆 = −𝜁(𝑃 )
[︁
n× [n×H]

]︁⃒⃒⃒
𝑆
, (1.6.2)

[e𝑟 ×E]|Σ𝑅
= −𝑤0

[︁
e𝑟 × [e𝑟 ×H]

]︁⃒⃒⃒
Σ𝑅

+ 𝑜
(︁ 1
𝑅

)︁
, (1.6.3)

ãäå lim
𝑅→∞

𝑤(𝑀) = 𝑤0 =

√︂
𝜇0

𝜀0
è lim
𝑅→∞

𝜀′(𝑀) = 𝜀0, lim
𝑅→∞

𝜇(𝑀) = 𝜇0

ðàâíîìåðíî íà Σ𝑅, è âåêòîð n íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè 𝑆 íàïðàâ-
ëåí âíóòðü îáëàñòè 𝐷𝑖, îãðàíè÷åííîé ýòîé ïîâåðõíîñòüþ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.6.1)-
(1.6.3), åñëè îíî ñóùåñòâóåò, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ îäíîðîäíàÿ âíåøíÿÿ êðàåâàÿ çàäà÷à èìååò òîëüêî
òðèâèàëüíîå ðåøåíèå E ≡ H ≡ 0.

Çàïèøåì äëÿ ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé (j(𝑀) ≡ 0) çàäà÷è (1.6.1)
òåîðåìó Ïîéíòèíãà

2Re

∫
𝑆+Σ𝑅

(︁
[E×H*] · n

)︁
𝑑𝜎+

+𝑘0

∫
𝐷*

𝑒

{︁
Im 𝜀′ |E|2 + Im𝜇 |H|2

}︁
𝑑𝑉 = 0

(1.6.4)

è âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèÿìè(︁
[E×H*] · n

)︁⃒⃒⃒
𝑆
=
(︁
[n×E] ·H*

)︁⃒⃒⃒
𝑆
=

− 𝜁(𝑃 )
(︁[︁

n× [n×H]
]︁
·H*

)︁⃒⃒⃒
𝑆
= 𝜁(𝑃 ) |Hτττττττττ|2

⃒⃒⃒
𝑆
,

(1.6.5)

ãäå Hτττττττττ|𝑆 � êàñàòåëüíàÿ ê ïîâåðõíîñòè 𝑆 ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà
H, è

lim
𝑅0→∞

(︀
[E×H*] · e𝑟

)︀⃒⃒⃒⃒
Σ𝑅

0

= lim
𝑅0→∞

𝑤0 |Hτττττττττ|2
⃒⃒⃒⃒
Σ𝑅

0

.

Òîãäà èç (1.6.4) ïîëó÷èì

2

∫
𝑆

Re 𝜁(𝑃 ) |Hτττττττττ|2 𝑑𝜎 + lim
𝑅→∞

2𝑤0

∫
Σ𝑅

|Hτττττττττ|2 𝑑𝜎+

+

∫
𝐷*

𝑒

{︁
Im 𝜀′ |E|2 + Im𝜇 |H|2

}︁
𝑑𝑉 = 0.

(1.6.6)
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Ñëåäñòâèåì ôîðìóëû (1.6.6), â êîòîðîé ïðè óñëîâèè
Re 𝜁(𝑃 )|𝑆 > 0 âñå ñëàãàåìûå ïîëîæèòåëüíûå, ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþ-
ùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. Åñëè Re 𝜁(𝑃 ) > 0, Im 𝜀′ > 0, Im𝜇 > 0 â 𝐷𝑒, òî E ≡ H ≡ 0.

2. Åñëè Im 𝜀′ ≡ 0, Im𝜇 ≡ 0, Re 𝜁(𝑃 )|𝑆 > 0, òî Hτττττττττ|𝑆 = 0 è
â ñèëó ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ Eτττττττττ|𝑆 = 0, îòêóäà ïî ëåììå
Ëîðåíöà ñëåäóåò, ÷òî E ≡ H ≡ 0 â 𝐷𝑒.

3. Åñëè Im 𝜀′ ≡ Im𝜇 ≡ Re 𝜁(𝑃 ) ≡ 0, òî lim
𝑅→∞

∫
Σ𝑅

|Hτττττττττ|2 𝑑𝜎 = 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ îäíîðîäíàÿ êðàåâàÿ çà-
äà÷à (1.6.1)-(1.6.3) èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Ôèçè÷å-
ñêèé ñìûñë ýòîãî ôàêòà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â äèññèïàòèâíîé
ñðåäå èëè ïðè äèññèïàòèâíîì ãðàíè÷íîì óñëîâèè ñâîáîäíûå êî-
ëåáàíèÿ ïðè îòñóòñòâèè âíåøíèõ èñòî÷íèêîâ íåâîçìîæíû.

6.2. Ëåììà Ðåëëèõà. Òðåòèé ñëó÷àé, êîãäà îòñóòñòâóåò
ïîãëîùåíèå ýíåðãèè êîëåáàíèé âî âíåøíåé ñðåäå è íà âíóòðåí-
íåé ãðàíèöå íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè, òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãî
èçó÷åíèÿ.

×òîáû íàãëÿäíåå âûÿâèòü îñíîâíóþ èäåþ äîêàçàòåëüñòâà
åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è â íåäèññèïàòèâíîé ñðåäå, íà÷-
íåì ñî ñêàëÿðíîãî ñëó÷àÿ. Äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäå-
íèå.
Ëåììà 1.6.1 (ëåììà Ðåëëèõà) Äëÿ íå ðàâíîãî òîæäåñòâåííî
íóëþ âíå ñôåðû Σ𝑅0

ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüì-
ãîëüöà

Δ𝑢+ 𝑘20𝑢 = 0, (1.6.7)

óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ èçëó÷åíèÿ Çîììåðôåëüäà

𝜕𝑢

𝜕𝑟
− 𝑖𝑘0𝑢 = 𝑜

(︁1
𝑟

)︁
, 𝑟 → ∞, (1.6.8)

èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

lim
𝑅0→∞

∫
Σ𝑅

0

|𝑢|2 𝑑𝜎 ̸= 0. (1.6.9)

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Â ñèëó ãëàäêîñòè ôóíêöèè 𝑢 îíà íà ëþáîé
ñôåðå Σ𝑟 ïðè 𝑟 > 𝑅0 ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ðàâíîìåðíî ñõîäÿ-
ùèéñÿ ðÿä ïî îðòîíîðìèðîâàííûì ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì

𝑢(𝑟, 𝜃,𝜙) =

∞∑︁
𝑛=1

𝑢𝑛(𝑟)𝑌𝑛(𝜃,𝜙), (1.6.10)
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ãäå ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè 𝑌
(𝑚)
𝑙(𝑛) = 𝑃

(𝑚)
𝑙(𝑛) (cos 𝜃)𝑒

𝑖𝑚𝜙 ïåðåíóìåðîâà-
íû ñ ïîìîùüþ îäíîãî èíäåêñà 𝑛, òàê ÷òî

𝑌𝑛(𝜃,𝜙) = 𝑃
(𝑚)
𝑙(𝑛) (cos 𝜃)𝑒

𝑖𝑚𝜙, −𝑙 6 𝑚 6 𝑙, 𝑛 = 1, 2, . . . .

Ïðè ýòîì èíäåêñ 𝑙(𝑛) èìååò îäíî è òî æå çíà÷åíèå ïðè 2𝑙(𝑛) + 1
ïîñëåäîâàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ èíäåêñà 𝑛. Ââåäåíèå òàêèõ îáîçíà-
÷åíèé ïîçâîëÿåò â ïîñëåäóþùèõ ôîðìóëàõ èçáåæàòü íåîáõîäè-
ìîñòè èñïîëüçîâàòü ïîâòîðíûå ñóììû â ðàçëîæåíèÿõ ðåøåíèé
ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì. Êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ (1.6.10)
ðàâíû

𝑢𝑛(𝑟) =

∫
Ω

𝑢(𝑟, 𝜃,𝜙)𝑌 *
𝑛 (𝜃,𝜙)𝑑𝜔, (1.6.11)

ãäå Ω � ñôåðà åäèíè÷íîãî ðàäèóñà. Èñïîëüçóÿ ÷àñòíûå ðåøåíèÿ
îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1.6.7), òàê íàçûâàåìûå ìåòàãàðìîíè÷å-
ñêèå ôóíêöèè [9]

𝑤𝑛(𝑟, 𝜃,𝜙) = 𝜁
(1)
𝑙(𝑛)(𝑘𝑟)𝑌𝑛(𝜃,𝜙), (1.6.12)

ãäå 𝜁
(1)
𝑙(𝑛)(𝑥) � ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè Õàíêåëÿ, ñ ïîìîùüþ ïåðâîé

ôîðìóëû Ãðèíà äëÿ ôóíêöèè 𝑢 è ôóíêöèè

𝑤𝑛(𝑟, 𝜃,𝜙) = 𝜁
(1)
𝑙(𝑛)(𝑘𝑟)𝑌

*
𝑛 (𝜃,𝜙), (1.6.13)

ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèè 𝑢𝑛(𝑟) â (1.6.10) óäîâëåòâîðÿþò
óðàâíåíèÿì

𝜁
(1)
𝑙(𝑛)

𝑑𝑢𝑛(𝑟)

𝑑𝑟
− 𝑢𝑛(𝑟)

𝑑

𝑑𝑟
𝜁
(1)
𝑙(𝑛)(𝑘𝑟) = 0, 𝑛 = 1, 2, . . . . (1.6.14)

Ïðè ýòîì

𝑢𝑛(𝑟) = 𝑎𝑛𝜁
(1)
𝑙(𝑛)(𝑘𝑟), (1.6.15)

ãäå 𝑎𝑛 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, áóäóò ðåøåíèÿìè óðàâíå-
íèé (1.6.14) ïðè óñëîâèè 𝑢𝑛(𝑟) → 0, 𝑟 → ∞.

Â ñèëó (1.6.10) ðÿä
∑︁
𝑛

|𝑢𝑛(𝑟)|2 àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ïðè ëþ-

áîì 𝑟 > 𝑅0, à ôóíêöèÿ 𝑢(𝑟, 𝜃,𝜙) ïðåäñòàâèìà â âèäå

𝑢(𝑟, 𝜃,𝜙) =
∑︁
𝑛

𝑎𝑛𝑤𝑛(𝑟, 𝜃,𝜙), (1.6.16)
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ãäå 𝑎𝑛𝜁
(1)
𝑙(𝑛)(𝑘𝑟) = 𝑢𝑛(𝑟). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

lim
𝑅→∞

∫
Σ𝑅

|𝑢|2 𝑑𝜎 = lim
𝑅→∞

𝑅2
∑︁
𝑛

|𝑎𝑛|2
⃒⃒⃒
𝜁
(1)
𝑙(𝑛)(𝑘𝑟)

⃒⃒⃒2
. (1.6.17)

Âîñïîëüçîâàâøèñü àñèìïòîòèêîé ôóíêöèé Õàíêåëÿ ïðè áîëüøèõ
çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà [32], ìû è ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå ëåììû
Ðåëëèõà

lim
𝑅→∞

∫
Σ𝑅

|𝑢(𝑅, 𝜃,𝜙)|2 𝑑𝜎 ̸= 0.

6.3. Ñêàëÿðíàÿ çàäà÷à äèôðàêöèè íà ìåòàëëè÷åñêîì
òåëå. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ñëåäóþùèå
òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ âíåøíèõ êðàåâûõ çàäà÷ â ñêà-
ëÿðíîì ñëó÷àå.
Òåîðåìà 1.6.1 Ïåðâàÿ âíåøíÿÿ îäíîðîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

Δ𝑢+ 𝑘2(𝑀)𝑢 = 0, 𝑀 ∈ 𝐷𝑒,

𝑢|𝑆 = 0,

𝜕𝑢

𝜕𝑟
− 𝑖𝑘𝑢 = 𝑜

(︁1
𝑟

)︁
ïðè 𝑟 → ∞,

(1.6.18)

ãäå 𝑘2(𝑀)
(︀
Im 𝑘2(𝑀) > 0

)︀
� àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ðàâíî-

ìåðíî ñòðåìÿùÿñÿ ïðè 𝑀 → ∞ ê ïîñòîÿííîìó çíà÷åíèþ 𝑘20
èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü 𝑢(𝑀) � íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå çàäà-
÷è (1.6.18). Çàïèøåì âòîðóþ ôîðìóëó Ãðèíà äëÿ ôóíêöèé 𝑢 è 𝑢*

â îáëàñòè 𝐷*
𝑒 ñ âíóòðåííåé ãðàíèöåé 𝑆 è âíåøíåé Σ𝑅0∫

𝐷*
𝑒

(︀
Δ𝑢+ 𝑘2𝑢

)︀
· 𝑢*𝑑𝑉 =

∫
𝑆+Σ𝑅

0

𝜕𝑢

𝜕𝑛
𝑢*𝑑𝜎−

−
∫
𝐷*

𝑒

|∇𝑢|2 𝑑𝑉 +

∫
𝐷*

𝑒

𝑘2(𝑀) |𝑢|2 𝑑𝑉 = 0,

(1.6.19)

òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü îáðàùàåòñÿ â íîëü, ïîñêîëüêó 𝑢(𝑀) óäîâëå-
òâîðÿåò îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ Ãåëüìãîëüöà. Òîãäà èç ðàâåíñòâà
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íóëþ ìíèìîé ÷àñòè ïðàâîé ÷àñòè (1.6.19) ïîëó÷èì â ñèëó óñëî-
âèé Çîììåðôåëüäà

lim
𝑅→∞

Im

∫
Σ𝑅

𝜕𝑢

𝜕𝑟
𝑢*𝑑𝜎 = 𝑘 lim

𝑅→∞

∫
Σ𝑅

|𝑢|2 𝑑𝜎 = 0. (1.6.20)

Íî, ñîãëàñíî ëåììå Ðåëëèõà, ïðàâàÿ ÷àñòü (1.6.20) äëÿ íåòðèâè-
àëüíîãî ðåøåíèÿ äîëæíà áûòü îòëè÷íà îò íóëÿ. Èç ïîëó÷åííîãî
ïðîòèâîðå÷èÿ ñëåäóåò, ÷òî 𝑢 ≡ 0 ïðè 𝑟 > 𝑅0. Ñîãëàñíî òåîðåìå
Áåðíøòåéíà [23] ðåøåíèå ëèíåéíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
ñ êîýôôèöèåíòàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè
äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ â îáëàñòè 𝐷𝑒, òàêæå ÿâëÿåòñÿ â îá-
ëàñòè 𝐷𝑒 àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ.
Ïîýòîìó, â ñèëó åäèíñòâåííîñòè àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ
÷åðåç ãðàíèöó Σ𝑅0

â îáëàñòü 𝐷*
𝑒 âíå ïîâåðõíîñòè 𝑆, ïîëó÷èì,

÷òî 𝑢 ≡ 0 âïëîòü äî 𝑆, ÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó.
Çàìå÷àíèå 1.6.1 Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî àíàëîãè÷íûå ðåçóëü-

òàòû èìåþò ìåñòî è äëÿ âíåøíèõ âòîðîé
(︁
𝜕𝑢

𝜕𝑛

⃒⃒⃒
𝑆
= 0
)︁
è òðå-

òüåé
(︁
𝜕𝑢

𝜕𝑛
+ 𝜁(𝑃 )𝑢

⃒⃒⃒
𝑆
= 0
)︁
êðàåâûõ çàäà÷ ïðè äîïîëíèòåëüíîì

óñëîâèè Im 𝜁(𝑃 ) 6 0 äëÿ òðåòüåé êðàåâîé çàäà÷è.

6.4. Ñêàëÿðíàÿ çàäà÷à äèôðàêöèè íà ïðîçðà÷íîì òåëå.
Áîëåå ñëîæíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíî ïðîíèêàåò è âíóòðü ïîâåðõíîñòè 𝑆.
Ïðè ýòîì íà ñàìîé ïîâåðõíîñòè 𝑆 ñòàâÿòñÿ óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ.
Çàäà÷è òàêîãî òèïà íàçûâàþòñÿ çàäà÷àìè äèôðàêöèè íà ïðî-
çðà÷íîì òåëå.

Ðàññìîòðèì ñêàëÿðíóþ çàäà÷ó äèôðàêöèè íà ïðîçðà÷íîì òåëå
𝐷𝑖 ñ ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ 𝑆. Åå ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó ñ óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ íà 𝑆:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Δ𝑢𝑒 + 𝑘2𝑒𝑢𝑒 = −𝑓(𝑀), 𝑀 ∈ 𝐷𝑒,

Δ𝑢𝑖 + 𝑘2𝑖 𝑢𝑖 = 0, 𝑀 ∈ 𝐷𝑖,

𝑢𝑖|𝑆 = 𝑢𝑒|𝑆 ,

𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑛

⃒⃒⃒
𝑆
=

𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑛

⃒⃒⃒
𝑆
,

𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑟

− 𝑖𝑘0𝑢𝑒 = 𝑜
(︁1
𝑟

)︁
ïðè 𝑟 → ∞.

(1.6.21)
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Çäåñü 𝑘2𝑒(𝑀) � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äåéñòâèòåëüíûõ êîîðäè-
íàò â îáëàñòè 𝐷𝑒, ðàâíàÿ ïîñòîÿííîìó çíà÷åíèþ 𝑘20 ïðè 𝑟 > 𝑅0, à

𝑘2𝑖 (𝑀),
(︀
Im 𝑘2𝑖 (𝑀) > 0

)︀
� íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíê-

öèÿ â îáëàñòè 𝐷𝑖.
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.6.2 Îäíîðîäíàÿ çàäà÷à (1.6.21) èìååò òîëüêî òðè-
âèàëüíîå ðåøåíèå.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïîâòîðÿÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.6.1, ïî-
ëó÷èì, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑢𝑒(𝑀) ≡ 0 äëÿ 𝑀 ∈ 𝐷𝑒. Ñëåäîâàòåëüíî, èç
óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ ïîëó÷èì äëÿ ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé

lim
𝑀→𝑄

𝑢𝑖(𝑀)|𝑄∈𝑆 = 0 è lim
𝑀→𝑄

𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑛

⃒⃒⃒
𝑄∈𝑆

= 0, 𝑀 ∈ 𝐷𝑖. (1.6.22)

Òîãäà äëÿ ôóíêöèè 𝑢𝑖(𝑀) ïîëó÷àåì ïåðåîïðåäåëåííóþ çàäà÷ó

{︃
Δ𝑢𝑖 + 𝑘2𝑖 𝑢𝑖 = 0, 𝑀 ∈ 𝐷𝑖,

𝑢𝑖|𝑆 = 0,
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑛

⃒⃒⃒
𝑆
= 0,

(1.6.23)

èìåþùóþ òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå 𝑢𝑖(𝑀) ≡ 0.
Çàìå÷àíèå 1.6.2 Óñëîâèÿ Im 𝑘2𝑒(𝑀) > 0 è Im 𝑘2𝑖 (𝑀) > 0 â òåî-
ðåìàõ 1.6.1 è 1.6.2 ïîçâîëÿþò èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ
çàäà÷ äèôðàêöèè â íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ ñëó÷àé àêòèâíûõ
ñðåä.
Çàìå÷àíèå 1.6.3 Î÷åâèäíî, òåîðåìà 1.6.2 îñòàåòñÿ ñïðàâåä-
ëèâîé è â òîì ñëó÷àå, êîãäà îáëàñòü 𝐷𝑖 ÿâëÿåòñÿ ìíîãî-
ñëîéíîé ñ ãðàíèöàìè ðàçäåëà ñëîåâ 𝑆1, 𝑆2, . . ., 𝑆𝑁 , à ôóíê-
öèÿ 𝑘2𝑗 (𝑀) � àíàëèòè÷åñêàÿ â êàæäîì ñëîå 𝐷𝑗 ñ ãðàíèöàìè
(𝑆𝑗−1,𝑆𝑗), 𝑗 = 1, . . . ,𝑁 − 1, ïðè ýòîì íà îáùèõ ãðàíè÷íûõ
ïîâåðõíîñòÿõ 𝑆𝑗 äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ
çàäà÷è (1.6.21).

6.5. Ýëåêòðîìàãíèòíûé àíàëîã ëåììû Ðåëëèõà. Ïðîâå-
äåííûå ðàññóæäåíèÿ ïîäñêàçûâàþò, ÷òî êëþ÷åâûì ìîìåíòîì â
ïðîáëåìå åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ âíåøíèõ çàäà÷ ýëåêòðîìàã-
íèòíîé òåîðèè äèôðàêöèè ÿâëÿåòñÿ ýëåêòðîìàãíèòíûé àíàëîã
ëåììû Ðåëëèõà.
Ëåììà 1.6.2 (Ýëåêòðîìàãíèòíàÿ ëåììà Ðåëëèõà) Åñëè ðåøå-
íèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà äëÿ óñòàíîâèâ-
øèõñÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ êîëåáàíèé âíå ñôåðû Σ𝑅0

óäîâëå-



6. Òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè 49

òâîðÿåò óñëîâèþ èçëó÷åíèÿ è íå ðàâíî òîæäåñòâåííî íóëþ,
òî

lim
𝑅→∞

∫
Σ𝑅

|Hτττττττττ|2 𝑑𝜎 ̸= 0. (1.6.24)

Íà÷íåì ñî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.
Óòâåðæäåíèå 1.6.1 Ïðîèçâîëüíî çàäàííûé ãëàäêèé âåêòîð
Aτττττττττ(𝜃,𝜙), êàñàòåëüíûé ê ïîâåðõíîñòè ñôåðû Σ𝑟, ìîæåò áûòü
ïðè ëþáîì çíà÷åíèè 𝑟 ïðåäñòàâëåí â âèäå

Aτττττττττ = ∇2
𝜒 + [∇2𝜓 × e𝑟] , (1.6.25)

ãäå ∇2 =
𝜕

𝜕𝜃
e𝜃 +

1
sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜙
e𝜙, à 𝜒 è 𝜓 � äâàæäû íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò (𝜃,𝜙).
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü 𝜒(𝜃,𝜙) è 𝜓(𝜃,𝜙) � äâàæäû íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò. Ðàññìîò-
ðèì ñîîòíîøåíèå (1.6.25) êàê ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé 𝜒(𝜃,𝜙) è 𝜓(𝜃,𝜙):⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝜕𝜒

𝜕𝜃
+

1
sin 𝜃

𝜕𝜓

𝜕𝜙
= 𝐴𝜃,

1
sin 𝜃

𝜕𝜒

𝜕𝜙
− 𝜕𝜓

𝜕𝜃
= 𝐴𝜙.

(1.6.26)

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè 𝜒(𝜃,𝜙) è 𝜓(𝜃,𝜙) íà ñôåðå Σ𝑟
óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì Ïóàññîíà

Δ𝜃,𝜙𝜒 = Φ(𝜃,𝜙),

Δ𝜃,𝜙𝜓 = Ψ(𝜃,𝜙).
(1.6.27)

Çäåñü

Δ𝜃,𝜙 =
1

sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃

(︁
sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃

)︁
+

1

sin2 𝜃

𝜕2

𝜕𝜙2
(1.6.28)

ÿâëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêîé ÷àñòüþ îïåðàòîðà Ëàïëàñà, à ïðàâûå ÷àñòè
â (1.6.27) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñôåðè÷åñêèå êîìïîíåíòû çàäàííîãî
âåêòîðà A(𝜃,𝜙) ïî ôîðìóëàì

Φ(𝜃,𝜙) =
1

sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(sin 𝜃𝐴𝜃) +

1
sin 𝜃

𝜕𝐴𝜙

𝜕𝜙
,

Ψ(𝜃,𝜙) =
1

sin 𝜃

𝜕𝐴𝜃

𝜕𝜙
− 1

sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(sin 𝜃𝐴𝜙) .

(1.6.29)
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Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (1.6.27) ìîæíî ïîëó÷èòü, îïðåäåëÿÿ êîýô-
ôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé 𝜒(𝜃,𝜙) è 𝜓(𝜃,𝜙) ïî îðòîíîðìè-
ðîâàííîìó áàçèñó ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé {𝑌𝑛(𝜃,𝜙)}∞𝑛=0

𝜒(𝜃,𝜙) =
∑︁
𝑛

𝜒𝑛𝑌𝑛(𝜃,𝜙),

𝜓(𝜃,𝜙) =
∑︁
𝑛

𝜓𝑛𝑌𝑛(𝜃,𝜙),
(1.6.30)

ãäå êîýôôèöèåíòû 𝜒𝑛 è 𝜓𝑛 âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû
ðàçëîæåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé (1.6.27) ïî äàííîìó áàçè-
ñó, ÷òî è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå 1.6.1.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

hì𝑛 = ∇2𝑌𝑛, hý𝑛 = [∇2𝑌𝑛 × e𝑟] . (1.6.31)

Ïîêàæåì, ÷òî â ñèëó îðòîíîðìèðîâàííîñòè áàçèñà ñôåðè÷åñêèõ
ôóíêöèé âåêòîðíûé áàçèñ

{︀
hì𝑛 ,h

ý
𝑛

}︀
òàêæå ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìè-

ðîâàííûì íà ñôåðå, è èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

Hτττττττττ|Σ𝑅
=
∑︁
𝑛

{︁
𝑎ý𝑛(𝑅)h

ý
𝑛 + 𝑎ì𝑛 (𝑅)h

ì
𝑛

}︁
, (1.6.32)

ãäå êîýôôèöèåíòû 𝑎ý𝑛(𝑅) è 𝑎ì𝑛 (𝑅) îïðåäåëÿþòñÿ êàñàòåëüíûìè
ñîñòàâëÿþùèìè ïîëåé ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî òèïà, íà
êîòîðûå ðàçëàãàåòñÿ ïîëíûé âåêòîð H. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì∫

Σ𝑅

|Hτττττττττ|2 𝑑𝜎 =
∑︁
𝑛

∑︁
𝑛′

{︁⃒⃒
𝑎ý𝑛
(︀
𝑎ý𝑛′
)︀*⃒⃒

𝐼
(1)
𝑛𝑛′ +

⃒⃒
𝑎ì𝑛
(︀
𝑎ì𝑛′
)︀*⃒⃒

𝐼
(2)
𝑛𝑛′+

+
⃒⃒
𝑎ý𝑛
(︀
𝑎ì𝑛′
)︀*⃒⃒

𝐼
(3)
𝑛𝑛′ +

⃒⃒
𝑎ì𝑛
(︀
𝑎ý𝑛′
)︀*⃒⃒

𝐼
(4)
𝑛𝑛′

}︁
,

(1.6.33)

ãäå èíòåãðàëû 𝐼
(1)
𝑛𝑛′ , 𝐼

(2)
𝑛𝑛′ , 𝐼

(3)
𝑛𝑛′ , 𝐼

(4)
𝑛𝑛′ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû

𝐼
(1)
𝑛𝑛′ =

∫
Ω

hý𝑛
(︀
hý𝑛′
)︀*
𝑑𝜔, 𝐼

(2)
𝑛𝑛′ =

∫
Ω

hì𝑛
(︀
hì𝑛′
)︀*
𝑑𝜔,

𝐼
(3)
𝑛𝑛′ =

∫
Ω

hý𝑛
(︀
hì𝑛′
)︀*
𝑑𝜔, 𝐼

(4)
𝑛𝑛′ =

∫
Ω

hì𝑛
(︀
hý𝑛′
)︀*
𝑑𝜔.

(1.6.34)
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Âû÷èñëèì ýòè èíòåãðàëû, ïîëüçóÿñü âûðàæåíèÿìè ýëåìåíòîâ
âåêòîðíîãî áàçèñà

{︀
hý𝑛,h

ì
𝑛

}︀
÷åðåç ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè

𝑌𝑛(𝜃,𝜙) = 𝑃
(𝑚)
𝑙(𝑛) (cos 𝜃)𝑒

𝑖𝑚𝜙, −𝑙 6 𝑚 6 𝑙:

𝐼
(1)
𝑛𝑛′ = 2𝜋

𝜋∫
0

{︃
𝑚2

sin2 𝜃
𝑃

(𝑚)
𝑙(𝑛) · 𝑃

(𝑚)
𝑙′(𝑛′) +

𝑑𝑃
(𝑚)
𝑙(𝑛)

𝑑𝜃

𝑑𝑃
(𝑚)
𝑙′(𝑛′)

𝑑𝜃

}︃
sin 𝜃𝑑𝜃, (1.6.35)

ãäå ìû ó÷ëè, ÷òî ñèñòåìà ôóíêöèé
{︀
𝑒𝑖𝑚𝜙

}︀∞
𝑚=−∞ îðòîãîíàëüíà íà

îòðåçêå [0, 2𝜋]. Çàìåòèì, ÷òî ïðèñîåäèíåííûå ôóíêöèè Ëåæàíäðà
óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

1
sin 𝜃

𝑑

𝑑𝜃

(︃
sin 𝜃

𝑑𝑃
(𝑚)
𝑙(𝑛)

𝑑𝜃

)︃
+

(︂
𝜆− 𝑚2

sin2 𝜃

)︂
𝑃

(𝑚)
𝑙(𝑛) = 0, (1.6.36)

ãäå êîíñòàíòà 𝜆 = 𝑙(𝑙 + 1). Óìíîæàÿ óðàâíåíèå (1.6.36) íà

sin 𝜃𝑃
(𝑚)
𝑙′(𝑛′) è èíòåãðèðóÿ ïî îòðåçêó [0,𝜋], ïîëó÷èì

𝜋∫
0

{︃
𝑑

𝑑𝜃

(︃
sin 𝜃

𝑑𝑃
(𝑚)
𝑙(𝑛)

𝑑𝜃

)︃
𝑃

(𝑚)
𝑙′(𝑛′) −

𝑚2

sin 𝜃
𝑃

(𝑚)
𝑙(𝑛)𝑃

(𝑚)
𝑙′(𝑛′)

}︃
𝑑𝜃 =

= −𝜆
𝜋∫
0

𝑃
(𝑚)
𝑙(𝑛)𝑃

(𝑚)
𝑙′(𝑛′) sin 𝜃𝑑𝜃 = −𝜆𝑁𝑛𝛿𝑛𝑛′

(1.6.37)

ãäå 𝑁𝑛 � íîðìà ïðèñîåäèíåííîé ôóíêöèè Ëåæàíäðà, à 𝛿𝑛𝑛′ �
ñèìâîë Êðîíåêåðà. Áåðÿ ïåðâûé èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè (1.6.37)
ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì

2𝜋 sin 𝜃
𝑑𝑃

(𝑚)
𝑙(𝑛)

𝑑𝜃
𝑃

(𝑚)
𝑙′(𝑛′)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜋

0

− 𝐼
(1)
𝑛𝑛′ = −2𝜋𝜆𝑁𝑛𝛿𝑛𝑛′ , (1.6.38)

÷òî â ñèëó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé
Ëåæàíäðà äàåò

𝐼
(1)
𝑛𝑛′ = 2𝜋𝑙(𝑙 + 1)𝑁𝑛𝛿𝑛𝑛′ , (1.6.39)

÷òî îçíà÷àåò 𝐼
(1)
𝑛𝑛′ = 0 ïðè 𝑛 ̸= 𝑛′.

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷èì

𝐼
(2)
𝑛𝑛′ = 0 ïðè 𝑛 ̸= 𝑛′. (1.6.40)
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Îáðàòèìñÿ ê èíòåãðàëó

𝐼
(3)
𝑛𝑛′ = 2𝜋

𝜋∫
0

𝑚

{︃
𝑃

(𝑚)
𝑙(𝑛)

𝑑𝑃
(𝑚)
𝑙′(𝑛′)

𝑑𝜃
+ 𝑃

(𝑚)
𝑙′(𝑛′)

𝑑𝑃
(𝑚)
𝑙(𝑛)

𝑑𝜃

}︃
𝑑𝜃 =

= 2𝜋𝑚𝑃
(𝑚)
𝑙(𝑛)𝑃

(𝑚)
𝑙′(𝑛′)

⃒⃒⃒𝜋
0
− (1.6.41)

−2𝜋𝑚
𝜋∫
0

{︃
𝑃

(𝑚)
𝑙′(𝑛′)

𝑑𝑃
(𝑚)
𝑙(𝑛)

𝑑𝜃
− 𝑃

(𝑚)
𝑙′(𝑛′)

𝑑𝑃
(𝑚)
𝑙(𝑛)

𝑑𝜃

}︃
sin 𝜃𝑑𝜃 = 0 ∀ 𝑛, 𝑛′.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì

𝐼
(4)
𝑛𝑛′ = 0 ∀ 𝑛, 𝑛′.

Ïðîâåäåííûå âû÷èñëåíèÿ äîêàçûâàþò îðòîãîíàëüíîñòü âåê-
òîðíîãî áàçèñà

{︀
hý𝑛,h

ì
𝑛

}︀∞
𝑛=0

, ÷òî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü∫
Σ𝑅

|Hτττττττττ|2 𝑑𝜎 =
∑︁
𝑛

{︁⃒⃒
𝐶ý𝑛 (𝑅)

⃒⃒2
+
⃒⃒
𝐶ì𝑛 (𝑅)

⃒⃒2}︁
, (1.6.42)

ãäå êîýôôèöèåíòû 𝐶ý,ì𝑛 (𝑅) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû
𝑎ý𝑛(𝑅) è 𝑎

ì
𝑛 (𝑅) â ôîðìóëå (1.6.32), ïðè÷åì äëÿ Hτττττττττ|Σ𝑅

̸= 0 õîòÿ áû
îäèí èç ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ îòëè÷åí îò íóëÿ, ÷òî è äîêàçûâàåò
ëåììó 1.6.2 (ýëåêòðîìàãíèòíóþ ëåììó Ðåëëèõà).

Åäèíñòâåííîñòü âíåøíèõ çàäà÷ äèôðàêöèè óñòàíîâèâøèõñÿ
ýëåêòðîìàãíèòíûõ êîëåáàíèé íà èäåàëüíî ïðîâîäÿùåì òåëå ñ
ïîìîùüþ ëåììû 1.6.2 äîêàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ñî-
îòâåòñòâóþùèì ñêàëÿðíûì çàäà÷àì.

� 7. Ðàçðåøèìîñòü çàäà÷ äèôðàêöèè

7.1. Ñêàëÿðíàÿ çàäà÷à ñ óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ. Óðàâíå-
íèå Ëèïìàíà�Øâèíãåðà. Ðàññìîòðèì ñêàëÿðíóþ çàäà÷ó äè-
ôðàêöèè íà ïðîçðà÷íîì òåëå. Ïóñòü ñðåäà â îáëàñòè 𝐷𝑒 âíå òåëà
𝐷𝑖 îäíîðîäíà è õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîñòîÿííûì âîëíîâûì ÷èñëîì
𝑘𝑒(𝑀) ≡ 𝑘0, 𝑀 ∈ 𝐷𝑒, à ñðåäà â îãðàíè÷åííîì òåëå 𝐷𝑖 çàäàåò-
ñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ïåðåìåííîé íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé
ôóíêöèåé 𝑘2𝑖 (𝑀) ∈ 𝐶(1)(𝐷𝑖). Òîãäà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü âîç-
áóæäåíèÿ êîëåáàíèé ëîêàëüíûì èñòî÷íèêîì 𝑓(𝑀) ∈ 𝐶(1)(𝐷0),
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supp𝑓(𝑀) = 𝐷0 ⊂ 𝐷𝑒 â îáëàñòè 𝐷𝑒 ñâîäèòñÿ ê êðàåâîé çàäà÷å
ñîïðÿæåíèÿ (â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèÿ è åãî
ïîòîêà) íà îáùåé ãðàíèöå 𝑆 îáëàñòåé 𝐷𝑒 è 𝐷𝑖, êîòîðàÿ èìååò
âèä: ⎧⎨⎩ Δ𝑢𝑒 + 𝑘20𝑢𝑒 = −𝑓(𝑀), 𝑀 ∈ 𝐷𝑒,

Δ𝑢𝑖 + 𝑘2𝑖 (𝑀)𝑢𝑖 = 0, 𝑀 ∈ 𝐷𝑖,
(1.7.1)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑒|𝑆 = 𝑢𝑖|𝑆 ,

𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑛

⃒⃒⃒
𝑆
=

𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑛

⃒⃒⃒
𝑆
,

𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑟

− 𝑖𝑘0𝑢𝑒 = 𝑜
(︁1
𝑟

)︁
ïðè 𝑟 → ∞.

(1.7.2)

Ïóñòü 𝜓(𝑀0,𝑀) =
1
4𝜋

𝑒𝑖𝑘0𝑅

𝑅𝑀0𝑀
, ãäå 𝑅 = 𝑅𝑀0𝑀 , � ôóíäàìåíòàëüíîå

ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà Δ𝑢+ 𝑘20𝑢 = 0 â R3.
Òîãäà, çàïèñàâ âòîðîå óðàâíåíèå (1.7.1) â âèäå

Δ𝑢𝑖 + 𝑘2𝑖 𝑢𝑖 = Δ𝑢𝑖 + 𝑘20𝑢𝑖 −
(︀
𝑘20 − 𝑘2𝑖

)︀
𝑢𝑖 = 0, (1.7.3)

ìîæåì ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ, èñïîëüçóÿ âòîðóþ
ôîðìóëó Ãðèíà∫

𝑆

{︁
𝜓
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑛

− 𝑢𝑒
𝜕𝜓

𝜕𝑛

}︁
𝑑𝜎 +

∫
𝐷0

𝜓𝑓(𝑄)𝑑𝑉𝑄 =

=

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑢𝑒(𝑀), 𝑀 ∈ 𝐷𝑒,
1
2
𝑢𝑒(𝑃 ), 𝑃 ∈ 𝑆,

0, 𝑀 ∈ 𝐷𝑖,

(1.7.4)

−
∫
𝑆

{︁
𝜓
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑛

− 𝑢𝑖
𝜕𝜓

𝜕𝑛

}︁
𝑑𝜎 +

∫
𝐷𝑖

𝜓
(︀
𝑘2𝑖 (𝑄)− 𝑘20

)︀
𝑢𝑖𝑑𝑉𝑄 =

=

⎧⎪⎨⎪⎩
0, 𝑀 ∈ 𝐷𝑒,
1
2
𝑢𝑒(𝑃 ), 𝑃 ∈ 𝑆,

𝑢𝑖(𝑀), 𝑀 ∈ 𝐷𝑖.

(1.7.5)
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Ñêëàäûâàÿ ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ, èìååì

𝑢(𝑀) +

∫
𝐷𝑖

𝜓(𝑀 ,𝑄)
(︀
𝑘2𝑖 (𝑄)− 𝑘20

)︀
𝑢𝑖(𝑄)𝑑𝑉𝑄 =

=

∫
𝐷0

𝜓(𝑀 ,𝑄)𝑓(𝑄)𝑑𝑉𝑄 = 𝐹 (𝑀), 𝑀 ∈ R3.
(1.7.6)

Ñîîòíîøåíèå (1.7.6) íîñèò äâîÿêèé õàðàêòåð. Â ñëó÷àå, êîãäà
𝑀 ∈ 𝐷𝑖, ýòî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðî-
äà äëÿ ôóíêöèè 𝑢𝑖(𝑀). Åñëè æå 𝑀 ∈ 𝐷𝑒, òî (1.7.6) ïðåâðà-
ùàåòñÿ â ôîðìóëó âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè 𝑢𝑒(𝑀) ïî èçâåñòíîìó
çíà÷åíèþ ôóíêöèè 𝑢𝑖(𝑀) â 𝐷𝑖. Îíî íîñèò íàçâàíèå óðàâíåíèÿ
Ëèïìàíà�Øâèíãåðà. Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (1.7.6) îòíîñèòñÿ
ê êëàññó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà ñî
ñëàáî ïîëÿðíûì ÿäðîì

𝑢(𝑀) +

∫
𝐷

𝐾(𝑀 ,𝑄)𝑢(𝑄)𝑑𝑉𝑄 = 𝑓(𝑀), (1.7.7)

ÿäðî êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

𝐾(𝑀 ,𝑄) = 𝑂

(︂
1
𝑟𝛼
𝑀𝑄

)︂
ïðè 𝛼 <

𝑛

2
, (1.7.8)

ãäå 𝑛 � ðàçìåðíîñòü îáëàñòè 𝐷.
Îòìåòèì âàæíûå äëÿ äàëüíåéøåãî ñâîéñòâà èíòåãðàëüíîãî

óðàâíåíèÿ (1.7.7).
à)Ñãëàæèâàþùåå ñâîéñòâî. Åñëè ôóíêöèÿ 𝑢(𝑄) ∈ 𝐶(𝑝)(𝐷), 𝑄 ∈
∈ 𝐷, ãäå 𝑝 � ñòåïåíü ãëàäêîñòè ôóíêöèè 𝑢(𝑄), òî ôóíêöèÿ

𝑣(𝑀) =

∫
𝐷

𝐾(𝑀 ,𝑄)𝑢(𝑄)𝑑𝑉𝑄 (1.7.9)

èìååò ãëàäêîñòü 𝑝+ 1, òî åñòü 𝑣(𝑀) ∈ 𝐶(𝑝+1)(𝐷).
á)Òåîðåìà Ôðåäãîëüìà. Åñëè îäíîðîäíîå óðàâíåíèå (1.7.7)

𝑢0(𝑀) +

∫
𝐷

𝐾(𝑀 ,𝑄)𝑢0(𝑄)𝑑𝑉𝑄 = 0, 𝑀 ∈ 𝐷, (1.7.10)

èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå 𝑢0(𝑀) ≡ 0, òî íåîäíîðîäíîå
óðàâíåíèå (1.7.7) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè
𝑓(𝑀) è ãëàäêîñòü 𝑢(𝑀) òàêàÿ æå, êàê è ó 𝑓(𝑀).
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Äîêàçàòåëüñòâî êëàññè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè èñõîäíîé êðàå-
âîé çàäà÷è (1.7.1)-(1.7.2), êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì (I), îñíîâàíî íà
ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèÿõ.
Óòâåðæäåíèå 1.7.1 Ëþáîå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (I)
óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (1.7.6).
Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîæäåñòâåííûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé, êîòîðûå â ïðåäïîëîæåíèè ñóùåñòâîâàíèÿ êëàññè÷åñêî-
ãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (I) ïðèâåëè ê ñîîòíîøåíèþ (1.7.6).
Óòâåðæäåíèå 1.7.2 Ëþáàÿ ôóíêöèÿ 𝑢(𝑀),𝑀 ∈ R3, óäîâëåòâî-

ðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèþ (1.7.6) ïðè 𝐹 (𝑀) ∈ 𝐶(2)
(︀
R3
)︀
, ÿâëÿåòñÿ

êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è íà ñîïðÿæåíèå (I).
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïðîâåäåì
ïðÿìîé ïðîâåðêîé. Ñîãëàñíî (1.7.6) ôóíêöèÿ 𝑢(𝑀) ÿâëÿåòñÿ ñóì-
ìîé äâóõ îáúåìíûõ ïîòåíöèàëîâ ñî ñëàáî ïîëÿðíûìè ÿäðàìè
𝜓(𝑀 ,𝑄) è

(︀
𝑘2𝑖 (𝑄)− 𝑘20

)︀
𝜓(𝑀 ,𝑄). Èç ñâîéñòâ îáúåìíûõ ïîòåíöè-

àëîâ âûòåêàåò(︀
Δ+ 𝑘20

)︀
𝑢𝑒(𝑀) = −𝑓(𝑀), 𝑀 ∈ 𝐷𝑒, (1.7.11)

è, ïðåäñòàâëÿÿ Δ+ 𝑘2𝑖 (𝑀) =
(︀
Δ+ 𝑘20

)︀
+
(︀
𝑘2𝑖 (𝑀)− 𝑘20

)︀
, ïîëó÷èì(︀

Δ+ 𝑘2𝑖 (𝑀)
)︀
𝑢𝑖 = −

(︀
𝑘2𝑖 (𝑀)− 𝑘20

)︀
𝑢𝑖(𝑀)+

+
(︀
𝑘2𝑖 (𝑀)− 𝑘20

)︀
𝑢𝑖(𝑀) = 0.

(1.7.12)

Â ñèëó ñâîéñòâ îáúåìíûõ ïîòåíöèàëîâ äëÿ ôóíêöèé 𝑢𝑖(𝑀)
è 𝑢𝑒(𝑀) âûïîëíÿþòñÿ êàê óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ, òàê è óñëî-
âèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè (1.7.2). Èòàê, óòâåðæäåíèÿ 1.7.1 è 1.7.2
óñòàíàâëèâàþò ïîëíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü çàäà÷è (I) è óðàâíåíèÿ
Ëèïìàíà�Øâèíãåðà (1.7.6).

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿò äîêàçàòü ðàçðåøèìîñòü çà-
äà÷è (I).

Òåîðåìà 1.7.1 Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ãëàäêîñòè
âõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è (I) ñóùåñòâóåò êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå
ýòîé çàäà÷è.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Î÷åâèäíî, ÷òî â ñèëó óñòàíîâëåííîé ýêâèâà-
ëåíòíîñòè çàäà÷ (𝐼) ⇐⇒ (1.7.6) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ
óðàâíåíèÿ (1.7.6) âûïîëíÿåòñÿ òåîðåìà Ôðåäãîëüìà. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå 𝑢0(𝑀) îäíîðîäíîãî
(𝑓(𝑀) ≡ 0) óðàâíåíèÿ (1.7.6). Òîãäà ïîñòðîåííîå ïî ôîðìóëå
(1.7.6) ðåøåíèå îäíîðîäíîé çàäà÷è (𝐼∘) òàêæå íåòðèâèàëüíî.
Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è
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ñîïðÿæåíèÿ, ÷òî â ñèëó òåîðåìû Ôðåäãîëüìà è òåîðåìû åäèí-
ñòâåííîñòè óñòàíàâëèâàåò îäíîçíà÷íóþ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (I).

Çàìå÷àíèå 1.7.1 Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøå-
íèÿ çàäà÷è (I) äîêàçàíà ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèÿõ ãëàä-
êîñòè âõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà îáúåìíûõ
ïîòåíöèàëîâ ñ ïëîòíîñòüþ, ÿâëÿþùåéñÿ îáîáùåííîé ôóíê-
öèåé 𝑓(𝑀) ∈ 𝐿2(𝐷0), ìîæíî äîêàçàòü è ñóùåñòâîâàíèå îáîá-
ùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (I).
Çàìå÷àíèå 1.7.2 Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (I)
îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé è â ñëó÷àå áîëåå îáùèõ óñëîâèé ñîïðÿ-
æåíèÿ, ÷åì óñëîâèå (1.7.2):

𝑢𝑒(𝑃 )|𝑆 = 𝑞1(𝑃 )𝑢𝑖(𝑃 )|𝑆 ,

𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑛

⃒⃒⃒
𝑆
= 𝑞2(𝑃 )

𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑛

⃒⃒⃒
𝑆
,

(1.7.13)

ãäå ôóíêöèè 𝑞1(𝑃 ) è 𝑞2(𝑃 ) îïðåäåëÿþòñÿ ìàòåðèàëüíûìè õà-
ðàêòåðèñòèêàìè ñðåä â îáëàñòÿõ 𝐷𝑖 è 𝐷𝑒. Â ýòîì ñëó÷àå
óðàâíåíèå Ëèïìàíà�Øâèíãåðà (1.7.6) ïåðåõîäèò â èíòåãðàëü-
íîå óðàâíåíèå ñ äîïîëíèòåëüíûì ñëàãàåìûì â âèäå ïîâåðõ-
íîñòíûõ èíòåãðàëîâ íà ïîâåðõíîñòè 𝑆 ðàçäåëà ñðåä.
Çàìå÷àíèå 1.7.3 Èäåè äîêàçàòåëüñòâà ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è
(I) äëÿ ñêàëÿðíîãî ñëó÷àÿ áåç ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé ïåðå-
íîñÿòñÿ è íà ñëó÷àé äèôðàêöèè óñòàíîâèâøèõñÿ ýëåêòðîìàã-
íèòíûõ êîëåáàíèé íà ïðîçðà÷íîì òåëå (I')⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

rotH𝑒 = −𝑖𝑘0𝜀0E𝑒 + j, 𝑀 ∈ 𝐷𝑒, supp j ⊂ 𝐷0 ⊂ 𝐷𝑒,

rotE𝑒 = 𝑖𝑘0𝜇0H𝑒,

rotH𝑖 = −𝑖𝑘0𝜀′𝑖(𝑀)E𝑖, 𝑀 ∈ 𝐷𝑖,

rotE𝑖 = 𝑖𝑘0𝜇𝑖(𝑀)H𝑖,

[n×E𝑒]|𝑆 = [n×E𝑖]|𝑆 ,
[n×H𝑒]|𝑆 = [n×H𝑖]|𝑆 ,
[n×E𝑒]|Σ𝑅

= −𝑤0

[︁
n× [n×H𝑒]

]︁⃒⃒⃒
Σ𝑅

+ 𝑜
(︁ 1
𝑅

)︁
, 𝑅→ ∞.

(𝐼 ′)

Ïðîâîäÿ âûêëàäêè, àíàëîãè÷íûå ñêàëÿðíîìó ñëó÷àþ, è èñ-
ïîëüçóÿ ôîðìóëó Ñòðýòòîíà�×ó, ìîæíî ïîëó÷èòü âåêòîðíîå
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ñîîòíîøåíèå, àíàëîãè÷íîå ôîðìóëå (1.7.6):

H(𝑀)− 𝑖𝑘0
4𝜋

∫
𝐷𝑖

𝜙(𝑀 ,𝑄) rot {(𝜀0 − 𝜀′𝑖(𝑄))E𝑖(𝑄)} 𝑑𝑉𝑄 =

=
1
4𝜋

∫
𝐷0

𝜙(𝑀 ,𝑄) rotj(𝑄)𝑑𝑉𝑄, 𝑀 ∈ R3,

ãäå
1
4𝜋

𝜙(𝑀 ,𝑄) =
𝑒𝑖𝑘0𝑅

𝑅𝑀𝑄
.

(1.7.14)

Ñîîòíîøåíèå (1.7.14) ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë âåêòîðíîãî
àíàëèçà ïðèíèìàåò âèä

H(𝑀)− 1
4𝜋

∫
𝐷𝑖

𝜙(𝑀 ,𝑄)

{︂
𝑘20 (𝜀

′
𝑖(𝑄)− 𝜀0)H𝑖(𝑄) +

+𝑘20

(︂
1− 1

𝜀′𝑖(𝑄)

)︂
[∇𝜀′𝑖 ×H𝑖]−

[︂
∇
(︂
1
𝜀′𝑖

)︂
× rotH𝑖

]︂}︂
𝑑𝑉𝑄 =

=
1
4𝜋

∫
𝐷0

𝜙(𝑀 ,𝑄) rotj(𝑄) 𝑑𝑉𝑄, 𝑀 ∈ R3. (1.7.15)

Ïðè𝑀 ∈𝐷𝑖 ñîîòíîøåíèå (1.7.15) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðîäèôôåðåí-
öèàëüíûì óðàâíåíèåì Ôðåäãîëüìà, ñâîéñòâà êîòîðîãî âî ìíî-
ãîì àíàëîãè÷íû ñâîéñòâàì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåä-
ãîëüìà (1.7.7) ñî ñëàáî ïîëÿðíûì ÿäðîì. Ýêâèâàëåíòíîñòü
çàäà÷è (𝐼 ′) ñîîòíîøåíèþ (1.7.15) ïîçâîëÿåò äîêàçàòü îäíî-
çíà÷íóþ ðàçðåøèìîñòü ýòîé çàäà÷è ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ
óñëîâèÿõ ãëàäêîñòè âõîäíûõ äàííûõ [11].

� 8. Çàäà÷è äèôðàêöèè íà íåïðîíèöàåìûõ
ðàññåèâàòåëÿõ.

Â äàííîì ïàðàãðàôå ðàññìîòðèì äèôðàêöèþ íà íåïðîíèöàå-
ìûõ ðàññåèâàòåëÿõ, òî åñòü â ñëó÷àå, êîãäà ïîëå íå ïðîíèêàåò
âî âíóòðåííþþ îáëàñòü 𝐷𝑖, îãðàíè÷åííóþ ïîâåðõíîñòüþ 𝑆.

Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè çàäà÷ äèôðàêöèè óñòàíîâèâøèõñÿ
êîëåáàíèé íà íåïðîíèöàåìûõ òåëàõ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âíåøíèå
êðàåâûå çàäà÷è â íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè 𝐷𝑒 ñ âíóòðåííåé ãðà-
íèöåé 𝑆 = 𝜕𝐷𝑒, íà êîòîðîé çàäàþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïåðâîãî,
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âòîðîãî èëè òðåòüåãî ðîäà ïðè óñëîâèè îòñóòñòâèÿ èñòî÷íèêîâ
ïîëÿ íà áåñêîíå÷íîñòè.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîáëåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé ñîîò-
âåòñòâóþùèõ êðàåâûõ çàäà÷ ýôôåêòèâíûì îêàçûâàåòñÿ èñïîëü-
çîâàíèå ïîâåðõíîñòíûõ ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîÿ.

Â ñëó÷àå ñêàëÿðíûõ çàäà÷ ýòè ïîòåíöèàëû îáëàäàþò ñëåäóþ-
ùèìè ñâîéñòâàìè [32].

Ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ. Åñëè ïîâåðõíîñòü 𝑆 ÿâëÿåòñÿ
ïîâåðõíîñòüþ òèïà Ëÿïóíîâà, à ïëîòíîñòü 𝜇(𝑃 ) ïîòåíöèàëà ïðî-
ñòîãî ñëîÿ

𝑢(𝑀) =
1
4𝜋

∫
𝑆

𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑀𝑃
𝜇(𝑃 )𝑑𝜎, (1.8.1)

ãäå 𝑘 ≡ 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡, íåïðåðûâíà íà ïîâåðõíîñòè 𝑆, 𝜇(𝑃 ) ∈ 𝐶(𝑆), òî
ïîòåíöèàë (1.8.1) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé êîîðäèíàò
âíå è âíóòðè ïîâåðõíîñòè 𝑆, 𝑢(𝑀) ∈ 𝐶∞(R3∖𝑆), è óäîâëåòâîðÿåò
â îáëàñòÿõ 𝐷𝑒 è 𝐷𝑖 âíå è âíóòðè ïîâåðõíîñòè 𝑆 îäíîðîäíîìó
óðàâíåíèþ Ãåëüìãîëüöà

Δ𝑢+ 𝑘2𝑢 = 0, 𝑀 ∈
(︀
R3∖𝑆

)︀
è óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ
ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ ïðè ñòðåìëåíèè òî÷êè 𝑀 → 𝑃 ∈ (𝑆)
êàê ñ âíåøíåé, òàê è âíóòðåííåé ñòîðîíû ïîâåðõíîñòè 𝑆 ñîâïà-
äàþò:

𝑢𝑒(𝑃 )|𝑆 = 𝑢𝑖(𝑃 )|𝑆 , (1.8.2)

è èìååò ìåñòî ñêà÷îê ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé ïðîèçâîäíûõ ôóíê-
öèé 𝑢𝑒 è 𝑢𝑖 ïî îáùåé íîðìàëè n𝑖 ê ïîâåðõíîñòè 𝑆, íàïðàâëåííîé
âíóòðü îáëàñòè 𝐷𝑖[︁

𝜕𝑢

𝜕𝑛𝑖

]︁⃒⃒⃒
𝑆
=

𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑛𝑖

⃒⃒⃒
𝑆
− 𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑛𝑖

⃒⃒⃒
𝑆
= 𝜇(𝑃 )|𝑃∈𝑆 . (1.8.3)

Ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ. Ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ ñ
íåïðåðûâíîé ïëîòíîñòüþ 𝜈(𝑃 ) íà ïîâåðõíîñòè òèïà Ëÿïóíîâà

𝑣(𝑀) =
1
4𝜋

∫
𝑆

𝜕

𝜕𝑛𝑃

(︂
𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑀𝑃

)︂
𝜈(𝑃 )𝑑𝜎𝑃 , (1.8.4)

ãäå íîðìàëü n𝑃 íàïðàâëåíà âíóòðü îáëàñòè 𝐷𝑖, òàêæå ÿâëÿåòñÿ
àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé êîîðäèíàò âñþäó â R3 çà èñêëþ÷åíèåì
ïîâåðõíîñòè 𝑆: 𝑣(𝑀) ∈ 𝐶∞(R3∖𝑆) è óäîâëåòâîðÿåò â îáëàñòÿõ 𝐷𝑖
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è 𝐷𝑒 îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ Ãåëüìãîëüöà è óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ
íà áåñêîíå÷íîñòè. Ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà 𝑣(𝑀) íà
ïîâåðõíîñòè 𝑆

𝑣0(𝑃0) =
1
4𝜋

∫
𝑆

𝜕

𝜕𝑛𝑃

(︂
𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑃0𝑃

)︂
𝜈(𝑃 )𝑑𝜎𝑃 , (1.8.5)

íå ñîâïàäàþùåå ñ ïðåäåëüíûìè çíà÷åíèÿìè 𝑣(𝑀) ïðè 𝑀 → 𝑃0
èçâíå è èçíóòðè ïîâåðõíîñòè 𝑆, ïðè÷åì ñêà÷îê ïîòåíöèàëà äâîé-
íîãî ñëîÿ íà ïîâåðõíîñòè 𝑆

[𝑣(𝑃 )]|𝑆 = 𝑣𝑒(𝑃 )|𝑆 − 𝑣𝑖(𝑃 )|𝑆 = −𝜈(𝑃 ). (1.8.6)

Ïðè ýòîì ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïî îáùåé íîðìàëè
n𝑃 ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ ñîâïàäàþò[︁

𝜕𝑣

𝜕𝑛𝑃

]︁⃒⃒⃒
𝑆
= 0. (1.8.7)

Çàìåòèì, ÷òî è ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ 𝑢(𝑀), è ïîòåíöèàë
äâîéíîãî ñëîÿ 𝑣(𝑀) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Çîììåðôåëüäà íà
áåñêîíå÷íîñòè.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ðàçðåøèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ
êðàåâûõ çàäà÷.

8.1. Çàäà÷à Äèðèõëå. Ðàññìîòðèì ïåðâóþ âíåøíþþ êðàå-
âóþ çàäà÷ó⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

Δ𝑢+ 𝑘2𝑢 = −𝑓(𝑀), 𝑀 ∈ 𝐷𝑒,

𝑢|𝑆 = 𝜙(𝑃 ),(︁
𝜕𝑢

𝜕𝑟
− 𝑖𝑘𝑢

)︁⃒⃒⃒
Σ𝑅

= 𝑜
(︁ 1
𝑅

)︁
ïðè 𝑅→ ∞,

(1.8.8)

ãäå 𝑓(𝑀) è 𝜙(𝑃 ) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè â
ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòÿõ è supp𝑓 ∈ 𝐷0 ⊂ 𝐷𝑒. Ëåãêî âèäåòü,
÷òî åñëè èñêàòü ôóíêöèþ 𝑢(𝑀) â âèäå

𝑢(𝑀) =
1
4𝜋

∫
𝐷0

𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑀𝑄
𝑓(𝑄)𝑑𝑉𝑄 + 𝑣(𝑀), (1.8.9)

òî äëÿ ôóíêöèè 𝑣(𝑀) ïîëó÷èì êðàåâóþ çàäà÷ó⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Δ𝑣 + 𝑘2𝑣 = 0, 𝑀 ∈ 𝐷𝑒,

𝑣|𝑆 = 𝜓(𝑃 ),(︁
𝜕𝑣

𝜕𝑟
− 𝑖𝑘𝑣

)︁⃒⃒⃒
Σ𝑅

= 𝑜
(︁ 1
𝑅

)︁
ïðè 𝑅→ ∞,

(1.8.10)
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ãäå 𝜓(𝑃 ) = 𝜙(𝑃 )− 1
4𝜋

∫
𝐷0

𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑃𝑄
𝑓(𝑄)𝑑𝑉𝑄.

Ðåøåíèå çàäà÷è (1.8.10) áóäåì èñêàòü â âèäå ïîòåíöèàëà
äâîéíîãî ñëîÿ

𝑣(𝑀) =
1
4𝜋

∫
𝑆

𝜕

𝜕𝑛𝑃

(︂
𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑀𝑃

)︂
𝜈(𝑃 )𝑑𝜎𝑃 , (1.8.11)

ïëîòíîñòü êîòîðîãî 𝜈(𝑃 ) ïîäëåæèò îïðåäåëåíèþ. Èñïîëüçóÿ
ñâîéñòâà ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ, èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ
(1.8.10) äëÿ ïëîòíîñòè 𝜈(𝑃 ) ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

− 1
2
𝜈(𝑃0) +

1
4𝜋

∫
𝑆

𝜕

𝜕𝑛𝑃

(︂
𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑃0𝑃

)︂
𝜈(𝑃 )𝑑𝜎𝑃 = 𝜓(𝑃0), (1.8.12)

ÿâëÿþùååñÿ èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà
ñ ïîëÿðíûì ÿäðîì, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâà òåîðåìà Ôðåä-
ãîëüìà: óðàâíåíèå (1.8.12) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî äëÿ ëþáîé
íåïðåðûâíîé ïðàâîé ÷àñòè, åñëè ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîðîäíîå
óðàâíåíèå èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Êàê èçâåñòíî,
îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

− 1
2
𝜈0(𝑃0) +

1
4𝜋

∫
𝑆

𝜕

𝜕𝑛𝑃

(︂
𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑃0𝑃

)︂
𝜈0(𝑃 )𝑑𝜎𝑃 = 0 (1.8.13)

è åãî ñîþçíîå óðàâíåíèå

− 1
2
𝜇0(𝑃0) +

1
4𝜋

∫
𝑆

𝜕

𝜕𝑛𝑃0

(︂
𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑃0𝑃

)︂
𝜇0(𝑃 )𝑑𝜎𝑃 = 0 (1.8.14)

îäíîâðåìåííî èìåþò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ.
Ïóñòü 𝜇0(𝑃 ) ̸≡ 0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.8.14). Ïîñòðîèì

ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ ñ ïëîòíîñòüþ 𝜇0(𝑃 )

𝑢0(𝑀) =
1
4𝜋

∫
𝑆

𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑀𝑃
𝜇0(𝑃 )𝑑𝜎𝑃 . (1.8.15)

Â ñèëó ñâîéñòâ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ è óðàâíåíèÿ (1.8.14)
ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ⎧⎪⎨⎪⎩

Δ𝑢0 + 𝑘2𝑢0 = 0, 𝑀 ∈ 𝐷𝑖,(︁
𝜕𝑢0
𝜕𝑛

)︁
𝑖

⃒⃒⃒
𝑆
= 0,

(1.8.16)
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êîòîðûå îçíà÷àþò, ÷òî êîíñòàíòà 𝑘2 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà-
÷åíèåì ̂︀𝜆𝑛 = 𝑘2 ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ îïåðàòîðà
Ëàïëàñà â îáëàñòè 𝐷𝑖, è, çíà÷èò, ïðè ýòîì çíà÷åíèè 𝑘 îäíîðîäíîå
óðàâíåíèå (1.8.13) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå 𝜈0(𝑃 ) ̸≡ 0, è
äëÿ ðàçðåøèìîñòè íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1.8.12) íóæíî âû-
ïîëíåíèå äîïîëíèòåëüíîãî òðåáîâàíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè ïðàâîé
÷àñòè (1.8.12) ôóíêöèè 𝜇0(𝑃 ).

Èòàê, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ëåììà.
Ëåììà 1.8.1 Åñëè çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà 𝑘2 â óðàâíåíèè

(1.8.10) íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíèì èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ̂︀𝜆𝑛
ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è Íåéìàíà (1.8.16), òî èñõîäíàÿ çàäà÷à
Äèðèõëå (1.8.8) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà äëÿ ëþáûõ íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé 𝑓(𝑀) è 𝜙(𝑃 ).

Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà 𝑘2 = ̂︀𝜆𝑛0 , òî åñòü êîýô-

ôèöèåíò 𝑘2 â óðàâíåíèè Ãåëüìãîëüöà ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé ̂︀𝜆𝑛0 ñîîòâåòñòâóþùåé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è.
Âîçìîæíû ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ ýòîé ïðîáëåìû.

Ïåðâûé ìåòîä. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è (1.8.10) â âèäå
ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ ñ èçìåíåííûì ÿäðîì

𝑣(𝑀) =

∫
𝑆

𝜕

𝜕𝑛𝑃
𝑔(𝑀 ,𝑃 )𝜈(𝑃 )𝑑𝜎𝑃 , (1.8.17)

ãäå 𝑔(𝑀 ,𝑃 ) � ðåøåíèå âíåøíåé êðàåâîé çàäà÷è⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
Δ𝑔 + 𝑘2𝑔 = −𝛿(𝑀0,𝑀),

𝑔(𝑀0,𝑃 )|Σ𝑟
0
= 0,(︁

𝜕𝑔

𝜕𝑟
− 𝑖𝑘𝑔

)︁⃒⃒⃒
Σ𝑅

= 𝑜
(︁ 1
𝑅

)︁
ïðè 𝑅→ ∞,

(1.8.18)

ãäå Σ𝑟0 � ñôåðà ðàäèóñà 𝑟0, öåëèêîì ëåæàùàÿ âíóòðè îáëàñòè
𝐷𝑖. Ôóíêöèÿ 𝑔(𝑀0,𝑀) ëåãêî ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà â ÿâíîì
âèäå ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, èñïîëüçóÿ òåîðåìó ñëî-
æåíèÿ ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé [32]. Ïðè ñîâïàäåíèè àðãóìåíòîâ

𝑀0 è 𝑀 îíà èìååò îñîáåííîñòü ïîðÿäêà 𝑂

(︂
1

𝑅𝑀0𝑀

)︂
, ïîýòîìó

èíòåãðàë (1.8.17) îáëàäàåò òåìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òî è ïîòåíöèàë
äâîéíîãî ñëîÿ (1.8.4). Ïîâòîðÿÿ ïðîâåäåííûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå
ëåììû 1.8.1 ðàññóæäåíèÿ, ïðèäåì ê óòâåðæäåíèþ î ñïðàâåäëè-
âîñòè ëåììû 1.8.2.
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Ëåììà 1.8.2 Åñëè êîýôôèöèåíò 𝑘2 íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíèì

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ̂︀𝜆𝑛 ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è â äâóõñâÿç-
íîé îáëàñòè 𝐷*

𝑖 , îãðàíè÷åííîé ïîâåðõíîñòüþ 𝑆 ñíàðóæè è
ïîâåðõíîñòüþ ñôåðû Σ𝑟0 èçíóòðè,⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Δ𝑢+ ̂︀𝜆𝑛𝑢 = 0, 𝑀 ∈ 𝐷*,

𝜕𝑢

𝜕𝑛

⃒⃒⃒
𝑆
= 0,

𝑢|Σ𝑟
0

= 0,

(1.8.19)

òî èñõîäíàÿ çàäà÷à Äèðèõëå (1.8.8) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà â
îáëàñòè 𝐷𝑒 ïðè ëþáûõ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíê-
öèÿõ 𝑓(𝑀) è 𝜙(𝑃 ).

Êàê èçâåñòíî, ñïåêòð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
{︁̂︀𝜆𝑛}︁∞

𝑛=1
äèñêðåòåí

è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ̂︀𝜆𝑛 íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò ìåðû îáëàñòè
𝐷*. Ïîýòîìó âñåãäà ìîæíî âûáîðîì çíà÷åíèÿ ðàäèóñà 𝑟0 äîáèòü-
ñÿ, ÷òîáû çàäàííîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà 𝑘2 íå ñîâïàäàëî íè ñ
îäíèì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ̂︀𝜆𝑛, ÷òî è äîêàçûâàåò ñëåäóþùóþ
òåîðåìó.
Òåîðåìà 1.8.1 Âíåøíÿÿ êðàåâàÿ çàäà÷à Äèðèõëå (1.8.8) îäíî-
çíà÷íî ðàçðåøèìà ïðè óñëîâèÿõ: 𝑆 � ïîâåðõíîñòü Ëÿïóíî-
âà, 𝑓(𝑀) è 𝜙(𝑃 ) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû ïðè 𝑀 ∈ 𝐷0,
𝑃 ∈ 𝑆.

Âòîðîé ìåòîä. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è (1.8.8) â âèäå
êîìáèíàöèè ïîòåíöèàëîâ äâîéíîãî è ïðîñòîãî ñëîÿ ñ îäèíàêîâîé
ïëîòíîñòüþ 𝜈(𝑃 ):

𝑢(𝑀) =
1
4𝜋

∫
𝑆

{︂
𝜕

𝜕𝑛𝑃

(︂
𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑀𝑃

)︂
+ 𝛼(𝑃 )

𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑀𝑃

}︂
𝜈(𝑃 )𝑑𝜎𝑃 .

Äëÿ ôóíêöèè 𝜈(𝑃 ) ïîëó÷èì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëü-
ìà âòîðîãî ðîäà

− 1
2
𝜈(𝑃0) +

1
4𝜋

∫
𝑆

{︂(︁
𝜕

𝜕𝑛𝑃
+ 𝛼(𝑃 )

)︁
𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑃0𝑃

}︂
𝜈(𝑃 )𝑑𝜎 = 𝜙(𝑃0). (1.8.20)

Ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ (1.8.20) ñîþçíîå óðàâ-
íåíèå èìååò âèä

− 1
2
𝜇0(𝑃0) +

1
4𝜋

∫
𝑆

{︂(︂
𝜕

𝜕𝑛𝑃0

+ 𝛼(𝑃 )

)︂
𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑃0𝑃

}︂
𝜇0(𝑃 )𝑑𝜎𝑃 = 0. (1.8.21)
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò 𝜇0(𝑃 ) ̸≡ 0 � íåòðèâèàëüíîå ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ (1.8.21) è ïîñòðîèì ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ

𝑢0(𝑀) =
1
4𝜋

∫
𝑆

𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑀𝑃
𝜇0(𝑃 )𝑑𝜎𝑃 , (1.8.22)

ÿâëÿþùèéñÿ ðåøåíèåì ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è⎧⎪⎨⎪⎩
Δ𝑢0 + 𝑘2𝑢0 = 0, 𝑀 ∈ 𝐷𝑖,(︁
𝜕𝑢0
𝜕𝑛

)︁
𝑖
+ 𝛼(𝑃0)𝑢0

⃒⃒⃒
𝑆
= 0.

(1.8.23)

Ïîêàæåì, ÷òî âñåãäà ìîæíî òàê âûáðàòü ôóíêöèþ 𝛼(𝑃 ), ÷òîáû
çàäà÷à (1.8.23) ïðè ëþáîì 𝑘2 èìåëà òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå.

Çàïèñàâ öåïî÷êó ðàâåíñòâ

0 =

∫
𝐷𝑖

(︀
Δ𝑢0 + 𝑘2𝑢0

)︀
𝑢*0 𝑑𝑉 =

=

∫
𝑆

𝜕𝑢0
𝜕𝑛

𝑢*0𝑑𝜎 −
∫
𝐷𝑖

|∇𝑢0|2𝑑𝑉 + 𝑘2
∫
𝐷𝑖

|𝑢0|2𝑑𝑉 ,
(1.8.24)

ãäå â ñèëó ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (1.8.23)∫
𝑆

𝜕𝑢0
𝜕𝑛

𝑢*0𝑑𝜎 = −
∫
𝑆

𝛼(𝑃 ) |𝑢0(𝑃 )|2 𝑑𝜎,

ïîëó÷èì ∫
𝑆

Im𝛼(𝑃 ) |𝑢0(𝑃 )|2 𝑑𝜎 = 0.

Îòêóäà ïðè ëþáîì çíà÷åíèè 𝛼(𝑃 ), äëÿ êîòîðîãî Im𝛼(𝑃 )|𝑆 ̸≡ 0 è
ñîõðàíÿåò çíàê, ñëåäóåò

𝑢0(𝑃 ) ≡ 0, 𝑃 ∈ 𝑆 (1.8.25)

è â ñèëó ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (1.8.23)

𝜕𝑢0
𝜕𝑛

⃒⃒⃒
𝑆
≡ 0. (1.8.26)

Â ïåðåîïðåäåëåííîé çàäà÷å äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüì-
ãîëüöà, ãäå è ôóíêöèÿ 𝑢0, è åå íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ íà ãðà-
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íèöå ðàâíû íóëþ, ðåøåíèå òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ, ïîýòîìó â
(1.8.22)

𝑢0(𝑀) ≡ 0, 𝑀 ∈ 𝐷𝑖. (1.8.27)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 𝜇0(𝑃 ) â (1.8.21) ðàâíî íóëþ

𝜇0(𝑃 )|𝑃∈𝑆 ≡ 0 (1.8.28)

ïðè ëþáîé 𝛼(𝑃 ), äëÿ êîòîðîé Im𝛼(𝑃 ) ̸= 0 è ñîõðàíÿåò çíàê íà
𝑆.

Èòàê, îêîí÷àòåëüíî äîêàçàíà òåîðåìà îäíîçíà÷íîé ðàçðåøè-
ìîñòè çàäà÷è Äèðèõëå (1.8.8).
Çàìå÷àíèå 1.8.1 Êàê ñëåäóåò èç ïðîâåäåííûõ ðàññóæäåíèé,

ñóùåñòâóþùèå ïðè 𝑘2 = ̂︀𝜆𝑛0 íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ 𝜈𝑛0(𝑃 )
îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1.8.13) ïîðîæäàþò â R3 ïîòåíöèàë
äâîéíîãî ñëîÿ

𝑣0(𝑀) =
1
4𝜋

∫
𝑆

𝜕

𝜕𝑛𝑃

(︂
𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑀𝑃

)︂
𝜈𝑛0(𝑃 )𝑑𝜎,

çíà÷åíèÿ êîòîðîãî òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ âî âíåøíåé
îáëàñòè 𝐷𝑒 (𝑀 ∈ 𝐷𝑒) è îòëè÷íû îò íóëÿ â îáëàñòè
𝐷𝑖 (𝑀 ∈ 𝐷𝑖). Òàêèå ôóíêöèè 𝜈𝑛0(𝑃 ) íàçûâàþòñÿ íåèçëó÷àþ-
ùèìè ïîâåðõíîñòíûìè òîêàìè.

8.2. Çàäà÷à Íåéìàíà. Ðàññìîòðèì âíåøíþþ êðàåâóþ
çàäà÷ó ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Δ𝑢+ 𝑘2𝑢 = 0, 𝑀 ∈ 𝐷𝑒,

𝜕𝑢

𝜕𝑛𝑖

⃒⃒⃒
𝑆
= 𝑓(𝑃 ),

(︁
𝜕𝑢

𝜕𝑟
− 𝑖𝑘𝑢

)︁⃒⃒⃒
Σ𝑅

= 𝑜
(︁ 1
𝑅

)︁
ïðè 𝑅→ ∞

(1.8.29)

è áóäåì ñòðîèòü åå ðåøåíèå â âèäå ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ

𝑢(𝑀) =
1
4𝜋

∫
𝑆

𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑀𝑃
𝜇(𝑃 )𝑑𝜎𝑃 . (1.8.30)
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Ïðîâîäÿ ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ñëó÷àþ çàäà÷è Äèðèõëå, ïî-
ëó÷èì äëÿ ïëîòíîñòè 𝜇(𝑃 ) èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà
âòîðîãî ðîäà

1
2
𝜇(𝑃0) +

1
4𝜋

∫
𝑆

𝜕

𝜕𝑛𝑃0

(︂
𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑃0𝑃

)︂
𝜇(𝑃 )𝑑𝜎𝑃 = 𝑓(𝑃0) (1.8.31)

è ñîþçíîå åìó îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

1
2
𝜈0(𝑃0) +

1
4𝜋

∫
𝑆

𝜕

𝜕𝑛𝑃

(︂
𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑃0𝑃

)︂
𝜈0(𝑃 )𝑑𝜎𝑃 = 0. (1.8.32)

Åñëè 𝜈0(𝑃 ) ̸≡ 0 � íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.8.32), òî
ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ

𝑣0(𝑀) =
1
4𝜋

∫
𝑆

𝜕

𝜕𝑛𝑃

(︂
𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑀𝑃

)︂
𝜈0(𝑃 )𝑑𝜎𝑃 (1.8.33)

ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è Äèðèõëå â
îáëàñòè 𝐷𝑖 äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà⎧⎪⎨⎪⎩

Δ𝑣𝑛0 + 𝜆𝑛0𝑣𝑛0 = 0, 𝑀 ∈ 𝐷𝑖,

𝑣𝑛0 |𝑆 = 0
(1.8.34)

ïðè 𝑘2 = 𝜆𝑛0 . Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (1.8.31)
ðàçðåøèìî íå ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè 𝑓(𝑃 ). ×òîáû äîêàçàòü ðàç-
ðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è Íåéìàíà (1.8.29) ïðè ëþáîì çíà÷åíèè
êîýôôèöèåíòà 𝑘2 è ôóíêöèè 𝑓(𝑃 ), ìîæíî ïîñòóïèòü àíàëîãè÷íî
ñëó÷àþ çàäà÷è Äèðèõëå (1.8.8), çàìåíÿÿ ÿäðî èíòåãðàëüíîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ (1.8.30) íà ôóíêöèþ 𝑔(𝑀0,𝑀), ÿâëÿþùóþñÿ ðå-
øåíèåì çàäà÷è (1.8.18). Èòàê, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 1.8.2 Âíåøíÿÿ çàäà÷à Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüì-
ãîëüöà îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà, åñëè ãðàíè÷íàÿ ïîâåðõíîñòü
ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ òèïà Ëÿïóíîâà, à ôóíêöèÿ 𝑓(𝑃 ) â
ãðàíè÷íîì óñëîâèè (1.8.29) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà.
Çàìå÷àíèå 1.8.2 Äîêàçàòåëüñòâà îäíîçíà÷íîé ðàçðåøè-
ìîñòè çàäà÷ Äèðèõëå è Íåéìàíà ñ ïîìîùüþ óñëîæíåíèÿ
ÿäðà èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé ðåøåíèé íåäîñòàòî÷íî
êîíñòðóêòèâíû, òàê êàê âûáîð ðàäèóñà 𝑟0 ñôåðû Σ𝑟0
òðåáóåò çíàíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ

3 À. Ã. Ñâåøíèêîâ, È. Å.Ìîãèëåâñêèé
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ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ â äâóõñâÿçíîé îáëàñòè 𝐷*
𝑖 , áëèçêèõ

ê çàäàííîìó êîýôôèöèåíòó 𝑘2. Áîëåå êîíñòðóêòèâíûì
äëÿ çàäà÷è Äèðèõëå ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ â
âèäå êîìáèíàöèè ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîÿ.
Ìîæíî ïðåäëîæèòü è åùå îäèí äîñòàòî÷íî êîíñòðóêòèâíûé
àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Íåéìàíà.

Çàïèñàâ ôîðìóëó Ãðèíà â îáëàñòè 𝐷𝑒 äëÿ ðåøåíèÿ 𝑢(𝑀)
âíåøíåé çàäà÷è Íåéìàíà è ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíå-

íèÿ Ãåëüìãîëüöà 𝜓(𝑀0,𝑀) =
1
4𝜋

𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑀0𝑀
ïðè 𝑀0 ∈ 𝐷𝑒, ïîëó÷èì

𝑢(𝑀0) =

∫
𝑆

{︁
𝜓(𝑀0,𝑃 )

𝜕𝑢

𝜕𝑛𝑖
(𝑃 )− 𝑢(𝑃 )

𝜕𝜓

𝜕𝑛𝑖
(𝑀0,𝑃 )

}︁
𝑑𝜎𝑃 =

=

∫
𝑆

𝜓(𝑀0,𝑃 )𝑓(𝑃 )𝑑𝜎𝑃 −
∫
𝑆

𝑢(𝑃 )
𝜕𝜓

𝜕𝑛𝑖
(𝑀0,𝑃 )𝑑𝜎𝑃 . (1.8.35)

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè 𝑀0 → 𝑃0 ∈ 𝑆, èç (1.8.35) ïîëó÷èì
ïîâåðõíîñòíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè 𝑢(𝑃 ):

1
2
𝑢(𝑃0) +

∫
𝑆

𝜕𝜓

𝜕𝑛𝑖
(𝑃0,𝑃 )𝑢(𝑃 )𝑑𝜎 = 𝐹 (𝑃0) =

=

∫
𝑆

𝜓(𝑃0,𝑃 )𝑓(𝑃 )𝑑𝜎𝑃 .
(1.8.36)

Çàïèñàâ ôîðìóëó Ãðèíà â îáëàñòè 𝐷𝑒 äëÿ ôóíêöèé 𝑢(𝑀) è
𝜓(𝑀0,𝑀) ïðè 𝑀0 ∈ 𝐷0 ⊂ 𝐷𝑖, òî åñòü â îáëàñòè, ãäå îáå ôóíêöèè
ðåãóëÿðíû, ïîëó÷èì∫

𝑆

𝜕𝜓

𝜕𝑛𝑖
(𝑀0,𝑃 )𝑢(𝑃 )𝑑𝜎𝑃 = 𝐹 (𝑀0), 𝑀0 ∈ 𝐷0. (1.8.37)

Ñîîòíîøåíèÿ (1.8.36) è (1.8.37) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïåðåîïðå-
äåëåííóþ çàäà÷ó äëÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.8.36) ñ äî-
ïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì (1.8.37). Îäíàêî, ýòà ïåðåîïðåäåëåííàÿ
çàäà÷à ðàçðåøèìà, òàê êàê îíà ïîëó÷åíà ïóòåì òîæäåñòâåííûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ñ ñóùåñòâóþùèì ðåøåíèåì çàäà÷è Íåéìàíà.

Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ýòîé ïîëó÷åííîé ïåðå-
îïðåäåëåííîé ñèñòåìû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò íåòðèâè-
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àëüíîå ðåøåíèå 𝑢0(𝑃 ) ̸≡ 0 îäíîðîäíîé ñèñòåìû (1.8.36)-(1.8.37).
Ðàññìîòðèì ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ

𝑣0(𝑀) =

∫
𝑆

𝜕𝜓

𝜕𝑛𝑖
(𝑀0,𝑃 )𝑢

0(𝑃 )𝑑𝜎𝑃 , (1.8.38)

óäîâëåòâîðÿþùèé îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ Ãåëüìãîëüöà è, â ñèëó
îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1.8.37), ðàâíûé íóëþ â ïîäîáëàñòè 𝐷0

îáëàñòè 𝐷𝑖. Òàê êàê 𝑣0(𝑀) àíàëèòè÷íà â çàìêíóòîé îáëàñòè
𝐷𝑖, òî 𝑣0(𝑀) ≡ 0 â îáëàñòè 𝐷𝑖, è ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå åãî

íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé

(︂
𝜕𝑣0

𝜕𝑛𝑖

)︂
𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝑆

= 0, à â ñèëó íåïðåðûâíîñòè

ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé íîðìàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ ïîòåíöèàëà äâîé-

íîãî ñëîÿ è

(︂
𝜕𝑣0

𝜕𝑛𝑖

)︂
𝑒

⃒⃒⃒⃒
𝑆

= 0. Îòêóäà íà îñíîâàíèè åäèíñòâåííîñòè

ðåøåíèÿ âíåøíåé çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà
ïîëó÷èì 𝑣0(𝑀) ≡ 0 ïðè 𝑀 ∈ R3, ÷òî è äîêàçûâàåò åäèíñòâåí-
íîñòü ðåøåíèÿ ïåðåîïðåäåëåííîé çàäà÷è (1.8.36)-(1.8.37).

8.3. Òðåòüÿ êðàåâàÿ çàäà÷à. Ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ìàòåìà-
òè÷åñêîé ìîäåëüþ çàäà÷è äèôðàêöèè íà èìïåäàíñíîì òåëå è â
ñêàëÿðíîì ñëó÷àå èìååò âèä⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Δ𝑢+ 𝑘2𝑢 = 0, 𝑀 ∈ 𝐷𝑒,

𝜕𝑢

𝜕𝑛𝑖
+ ℎ(𝑃 )𝑢

⃒⃒⃒
𝑆
= 𝑓(𝑃 ),

(︁
𝜕𝑢

𝜕𝑟
− 𝑖𝑘𝑢

)︁⃒⃒⃒
Σ𝑅

= 𝑜
(︁ 1
𝑅

)︁
ïðè 𝑅→ ∞.

(1.8.39)

Îäíîðîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à (1.8.39) ïðè 𝑓(𝑃 ) ≡ 0 è Imℎ(𝑃 ) < 0
èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå 𝑢0(𝑀) ≡ 0, 𝑀 ∈ 𝐷𝑒.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è (1.8.39) â âèäå ïîòåíöèàëà
ïðîñòîãî ñëîÿ

𝑢(𝑀) =

∫
𝑆

𝑔(𝑀 ,𝑃 )𝜇(𝑃 )𝑑𝜎𝑃 , (1.8.40)

ãäå ôóíêöèÿ 𝑔(𝑀 ,𝑃 ) ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì çà-
äà÷è (1.8.18), ðàâíûì íóëþ íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû Σ𝑟0 ðàäèóñà
𝑟0, öåëèêîì ëåæàùåé âíóòðè îáëàñòè 𝐷𝑖.

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðîâåäåííûì ïðè ðàñ-
ñìîòðåíèè ðàçðåøèìîñòè âíåøíèõ çàäà÷ Äèðèõëå è Íåéìàíà,

3*
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äëÿ ôóíêöèè 𝜇(𝑃 ) â (1.8.40) ïîëó÷èì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå
Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà

1
2
𝜇(𝑃0) +

∫
𝑆

{︂(︂
𝜕

𝜕𝑛𝑃0

+ ℎ(𝑃0)

)︂
𝑔(𝑃0,𝑃 )

}︂
𝜇(𝑃 )𝑑𝜎𝑃 = 𝑓(𝑃0)(1.8.41)

è ñîþçíîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

1
2
𝜈0(𝑃0) +

∫
𝑆

{︁(︁
𝜕

𝜕𝑛𝑃
+ ℎ(𝑃 )

)︁
𝑔(𝑃0,𝑃 )

}︁
𝜈0(𝑃 )𝑑𝜎𝑃 = 0. (1.8.42)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óðàâíåíèå (1.8.42) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðå-
øåíèå 𝜈0(𝑃 ) ̸≡ 0 è ïîñòðîèì â R3 ôóíêöèþ 𝑤0(𝑀)

(︀
𝑀 ∈ R3

)︀
,

èìåþùóþ âèä

𝑤0(𝑀) =

∫
𝑆

{︁(︁
𝜕

𝜕𝑛𝑃
+ ℎ(𝑃 )

)︁
𝑔(𝑀 ,𝑃 )

}︁
𝜈0(𝑃 )𝑑𝜎𝑃 . (1.8.43)

Ôóíêöèÿ 𝑤0(𝑀) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìáèíàöèþ ïîòåíöèàëîâ
äâîéíîãî è ïðîñòîãî ñëîÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, â äâóñâÿçíîé îáëàñòè
𝐷*
𝑖 , îãðàíè÷åííîé ïîâåðõíîñòÿìè 𝑆 è Σ𝑟0 , îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíè-

åì êðàåâîé çàäà÷è⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Δ𝑤0 + 𝑘2𝑤0 = 0, 𝑀 ∈ 𝐷*

𝑖 ,

𝑤0|𝑆 = 0,

𝑤0|Σ𝑟
0

= 0.

(1.8.44)

Êàê ñëåäóåò èç ïðåäûäóùèõ ðàññìîòðåíèé, äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî
çíà÷åíèÿ 𝑘2 ìîæíî òàê âûáðàòü ðàäèóñ 𝑟0 ñôåðû Σ𝑟0 , ÷òî

𝑤0(𝑀) ≡ 0, 𝑀 ∈ 𝐷*
𝑖 + 𝑆. (1.8.45)

Èç (1.8.45) ïîëó÷èì, ÷òî ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ íà ïîâåðõíîñòè 𝑆

(𝑤0)𝑖|𝑆 = 0 è

(︂
𝜕𝑤0

𝜕𝑛𝑃0

)︂
𝑖

+ ℎ(𝑃0) (𝑤0)𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝑆

= 0. (1.8.46)
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Òîãäà, èñïîëüçóÿ ãðàíè÷íûå ñâîéñòâà ïîâåðõíîñòíûõ ïîòåíöèà-
ëîâ ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîÿ, ïîëó÷èì öåïî÷êó ðàâåíñòâ{︂(︂

𝜕𝑤0

𝜕𝑛𝑃0

)︂
𝑒

+ ℎ(𝑃0) (𝑤0)𝑒

}︂⃒⃒⃒⃒
𝑆

=

=

{︂(︂
𝜕𝑤0

𝜕𝑛𝑃0

)︂
𝑖

+ ℎ(𝑃0) (𝑤0)𝑖

}︂⃒⃒⃒⃒
𝑆

+

[︂
𝜕𝑤0

𝜕𝑛𝑃0

]︂
𝑆

+

+ℎ(𝑃0) [𝑤0]𝑆 = ℎ(𝑃0)𝜈0(𝑃0)− ℎ(𝑃0)𝜈0(𝑃0) = 0.

(1.8.47)

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî 𝑤0(𝑀) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âíåøíåé îä-
íîðîäíîé èìïåäàíñíîé êðàåâîé çàäà÷è, êîòîðàÿ ïðè óñëîâèè
Imℎ(𝑃 ) < 0 èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå 𝑤0(𝑀) ≡ 0 ïðè
𝑀 ∈ 𝐷𝑒, ÷òî è äîêàçûâàåò òîæäåñòâåííîå ðàâåíñòâî íóëþ ôóíê-
öèè 𝑤0(𝑀) â R3. Èç ýòîãî ñëåäóåò îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü
ïðè Imℎ(𝑃 ) < 0 óðàâíåíèÿ (1.8.41) ïðè ëþáîì çíà÷åíèè 𝑘2 äëÿ
ëþáîé íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè 𝑓(𝑃 ).

Èòàê, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 1.8.3 Âíåøíÿÿ çàäà÷à ñêàëÿðíîé äèôðàêöèè íà èì-
ïåäàíñíîì òåëå äëÿ Imℎ(𝑃 ) < 0 îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà ïðè
ëþáîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà 𝑘2 è íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóå-
ìîñòè ôóíêöèè 𝑓(𝑃 ) â ãðàíè÷íîì óñëîâèè.
Çàìå÷àíèå 1.8.3 Ðàññìîòðåííûå ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà
ðàçðåøèìîñòè ñêàëÿðíûõ çàäà÷ äèôðàêöèè áåç ñóùåñòâåííûõ
èçìåíåíèé ïåðåíîñÿòñÿ è íà äîêàçàòåëüñòâî ðàçðåøèìîñòè
ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ ýëåêòðîìàãíèòíîé òåîðèè äèôðàê-
öèè (ñì., íàïðèìåð, [18]).
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ÌÅÒÎÄÛ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ× ÄÈÔÐÀÊÖÈÈ.

� 1. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ çàäà÷ äèôðàêöèè.

Ïðèâåäåííûå â ïðåäûäóùåé ãëàâå äîêàçàòåëüñòâà îäíîçíà÷-
íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷ äèôðàêöèè âî ìíîãîì íîñÿò êîíñòðóê-
òèâíûé õàðàêòåð è ìîãóò áûòü ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàíû äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
çàäà÷. Â ïåðâóþ î÷åðåäü ýòî îáñòîÿòåëüñòâî èñïîëüçóåòñÿ ïðè
ñâåäåíèè êðàåâûõ çàäà÷ êàê âíåøíèõ, òàê è çàäà÷ íà ñîïðÿæåíèå
ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì Ôðåäãîëüìà.

1.1. Äèôðàêöèÿ íà èäåàëüíî ïðîâîäÿùåì òåëå. Ðàññìîò-
ðèì ýëåêòðîìàãíèòíóþ çàäà÷ó äèôðàêöèè íà èäåàëüíî ïðîâîäÿ-
ùåì òåëå ïðè âîçáóæäåíèè ëîêàëüíûì òîêîì. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî âíåøíÿÿ ñðåäà 𝐷𝑒 îäíîðîäíà. Òîãäà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü
ñîñòîèò â ðåøåíèè âíåøíåé êðàåâîé çàäà÷è⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

rotH = −𝑖𝑘E+ j(𝑀), 𝑀 ∈ 𝐷𝑒, suppj = 𝐷0 ∈ 𝐷𝑒,

rotE = 𝑖𝑘H,

[n×E]|𝑆 = 0,

[e𝑟 ×E]|Σ𝑅
= −𝑤0

[︁
e𝑟 × [e𝑟 ×H]

]︁⃒⃒⃒
Σ𝑅

+ 𝑜
(︁ 1
𝑅

)︁
,𝑅→ ∞.

(2.1.1)

Äëÿ äàííîé ïîñòàíîâêè ïðè 𝑅 → ∞ ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà
Ñòðýòòîíà�×ó

H(𝑀) = H0(𝑀) +
1
4𝜋

∫
𝑆

{︂[︁
∇𝜙× [n𝑃 ×H]

]︁
−

−∇𝜙 (n𝑃 ·H) + 𝑖𝑘𝜙 [n𝑃 ×E]

}︂
𝑑𝜎𝑃 , 𝑀 ∈ 𝐷𝑒,

(2.1.2)

ãäå H0(𝑀) � âåêòîð íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, âîçáóæ-
äàåìîãî ëîêàëüíûì òîêîì j(𝑀) â íåîãðàíè÷åííîì ïðîñòðàíñòâå
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R3, à èíòåãðàëüíîå ñëàãàåìîå îïèñûâàåò ïîëå, äèôðàãèðîâàííîå

èäåàëüíî ïðîâîäÿùèì òåëîì, è 𝜙(𝑀 ,𝑃 ) =
𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑀𝑃
.

Ââåäåì ïîíÿòèå ïîâåðõíîñòíîãî òîêà íà 𝑆:

jïîâ(𝑃 ) = [n𝑃 ×H(𝑃 )] , ãäå 𝑃 ∈ 𝑆. (2.1.3)

Â ñèëó ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà 𝑆 äëÿ âåêòîðà Eτττττττττ|𝑆 = 0 è
âûòåêàþùåãî èç íåãî óñëîâèÿ (H · n)|𝑆 = 0 ôîðìóëà (2.1.2) ïðè-
íèìàåò âèä

H(𝑀) = H0(𝑀) +
1
4𝜋

∫
𝑆

{︁
[∇

𝑃
𝜙(𝑀 ,𝑃 )× jïîâ(𝑃 )]

}︁
𝑑𝜎𝑃 . (2.1.4)

Ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë â (2.1.4) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìáèíà-
öèþ ïîâåðõíîñòíûõ ïîòåíöèàëîâ äâîéíîãî ñëîÿ è êàñàòåëüíûõ
ê 𝑆 ïðîèçâîäíûõ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ. Ïîýòîìó, ïåðåõîäÿ
ê ïðåäåëó ïðè 𝑀 → 𝑃0 ∈ 𝑆, óìíîæàÿ (2.1.4) íà n𝑃0

� íîðìàëü
ê ïîâåðõíîñòè 𝑆 â òî÷êå 𝑃0 è èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå (2.1.3),
îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

jïîâ(𝑃0)−
1
2𝜋

∫
𝑆

[︁
n

𝑃
0
× [∇

𝑃
𝜙(𝑃0,𝑃 )× jïîâ(𝑃 )]

]︁
𝑑𝜎𝑃 =

= 2j 0ïîâ(𝑃0),

ãäå j 0ïîâ(𝑃0) =
[︁
n

𝑃
0
×H0(𝑃0)

]︁
.

(2.1.5)

Âûðàæåíèå (2.1.5) ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì èíòåãðàëüíûì óðàâ-
íåíèåì Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà è íîñèò íàçâàíèå óðàâíåíèÿ
Â.À. Ôîêà.

Îíî îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöè-
åíòà 𝑘2. Äëÿ çíà÷åíèé 𝑘2, ñîâïàäàþùèõ ñî çíà÷åíèåì ñîáñòâåí-
íîé ÷àñòîòû ðåçîíàòîðà 𝐷𝑖 ñ èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé ãðàíèöåé 𝑆,
ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü ïåðåîïðåäåëåííóþ ñèñòåìó

jïîâ(𝑃0)−
1
2𝜋

∫
𝑆

[︁
n

𝑃
0
× [∇

𝑃
𝜙(𝑃0,𝑃 )× jïîâ(𝑃 )]

]︁
𝑑𝜎𝑃 = 2j 0ïîâ(𝑃0),

− 1
2𝜋

∫
𝑆

[∇
𝑃
𝜙(𝑀0,𝑃 )× jïîâ(𝑃 )] 𝑑𝜎𝑃 = 2H0(𝑀0), (2.1.6)
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ãäå 𝑀0 ∈ 𝐷*
𝑖 ∈ 𝐷𝑖.

Îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû (2.1.6) äîêàçûâàåòñÿ òàê
æå, êàê è â ñëó÷àå ñêàëÿðíîé çàäà÷è Íåéìàíà.
Çàìå÷àíèå 2.1.1 Ïîëó÷èòü ÿâíûå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ
ðåøåíèÿ (2.1.5) óäàåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ðåäêî. Íàïðèìåð, â èñ-
êëþ÷èòåëüíîì ñëó÷àå, êîãäà 𝑆 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èäåàëüíî
ïðîâîäÿùóþ ïëîñêîñòü 𝑆0 (𝑧 = 0), ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ÿäðî
óðàâíåíèÿ (2.1.5) ðàâíî íóëþ è jïîâ(𝑃 ) = 2j 0ïîâ(𝑃 ), 𝑃 ∈ 𝑆.
Çàìå÷àíèå 2.1.2 Â ðàäèîôèçè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ èíîãäà
ïðèìåíÿåòñÿ òàê íàçûâàåìûé ìåòîä Êèðõãîôà, ïîçâîëÿþùèé
ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è äèôðàêöèè. Ïðè çà-
äàííîé îáëàñòè 𝐷0, â êîòîðîé âîçáóæäàþùèé òîê îòëè÷åí
îò íóëÿ, ïîâåðõíîñòü 𝑆 òåëà äèôðàêöèè ìîæíî ðàçáèòü íà
äâå ïîäîáëàñòè, ãäå ÷àñòü 𝑆1 ïîâåðõíîñòè 𝑆 � îáëàñòü ñâå-
òà � òàêîâà, ÷òî ïðÿìûå ëó÷è èç îáëàñòè 𝐷0, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ïðèáëèæåíèþ ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè, ïîïàäàþò
íà 𝑆1, è 𝑆2 � îáëàñòü òåíè, â êîòîðóþ íå ïîïàäàþò ëó÷è
èç 𝐷0. Òîãäà íóëåâîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.1.6)
çàäàåòñÿ â âèäå

j0(𝑃 ) =

⎧⎨⎩ 2j 0ïîâ(𝑃 ), 𝑃 ∈ 𝑆1,

0, 𝑃 ∈ 𝑆2.
(2.1.7)

ÂåêòîðH0(𝑀) íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äèôðàê-
öèè íàõîäèòñÿ èç ôîðìóëû (2.1.4) ïî íóëåâîìó ïðèáëèæåíèþ
òîêà j 0ïîâ, à âåêòîð E 0(𝑀) îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ Ìàêñ-
âåëëà

−𝑖𝑘E 0 = rotH0 − j(𝑀),

ïðè ýòîì ãðàíè÷íîå óñëîâèå [n×E]|𝑆 = 0 äëÿ âåêòîðà E0

ìîæåò áûòü íå âûïîëíåííûì. Îïðåäåëèâ ïåðâîå ïðèáëèæåíèå

j
(1)
ïîâ(𝑃 ) ïî íàéäåííîìó ïðèáëèæåííîìó çíà÷åíèþ H0(𝑃 )

j
(1)
ïîâ(𝑃 ) =

[︀
n𝑃 ×H0(𝑃 )

]︀
, 𝑃 ∈ 𝑆,

ìîæíî, ïîâòîðÿÿ ïðèâåäåííûé àëãîðèòì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïåð-
âîãî ïðèáëèæåíèÿ äèôðàãèðîâàííîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ{︁
E(1)(𝑀),H(1)(𝑀)

}︁
, 𝑀 ∈ 𝐷𝑒, ïîëó÷èòü âòîðîå ïðèáëèæåíèå.

Àíàëîãè÷íî íàõîäÿòñÿ è ïîñëåäóþùèå ïðèáëèæåíèÿ. Ê ñîæà-
ëåíèþ, ýòîò ìåòîä äàëåêî íå âñåãäà ñõîäèòñÿ ê èñòèííîìó
ðåøåíèþ èñõîäíîé çàäà÷è.
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Çàìå÷àíèå 2.1.3 Áîëåå ýôôåêòèâíûìè ìåòîäàìè ïîñòðîåíèÿ
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ {E,H}, ïðèáëèæàþùåãî èñòèííîå
ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è (2.1.1) ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ, ÿâ-
ëÿþòñÿ ÷èñëåííûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ (2.1.5), îñíîâàííûå íà ñâåäåíèè èíòåãðàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ ê ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé. Êàê èçâåñòíî, ñóùåñòâóåò øèðîêèé êëàññ òà-
êèõ àëãîðèòìîâ, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé çàäà÷ äèôðàêöèè ýôôåêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ ìåòîä
Êðûëîâà�Áîãîëþáîâà è ìåòîä ìîìåíòîâ [1].

Êàê õîðîøî èçâåñòíî, áûñòðîäåéñòâèå ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà
ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ðàç-
ìåðíîñòè èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ñòðåì-
ëåíèå ìàêñèìàëüíî ïîíèçèòü åãî ðàçìåðíîñòü.

à) Òåëà âðàùåíèÿ. Äëÿ øèðîêîãî êëàññà çàäà÷ äèôðàêöèè
íà òåëàõ âðàùåíèÿ 𝐷𝑖 ìîæíî ñâåñòè óðàâíåíèå (2.1.5) ê ñèñòå-
ìå îäíîìåðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïóñòü ïîâåðõíîñòü 𝑆
òåëà 𝐷𝑖 â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (𝜌,𝜙, 𝑧) ïîëó÷åíà
âðàùåíèåì êîíòóðà 𝐶(𝜌, 𝑧) âîêðóã îñè 𝑧 ïðè 0 6 𝜙 6 2𝜋. Êîíòóð
𝐶 ïåðåñåêàåò îñü 𝑧 â òî÷êàõ 𝑧 = 0 è 𝑧 = 𝑧0, â êîòîðûõ 𝜌 = 0.
Ïåðåéäåì îò êîîðäèíàò (𝜌,𝜙, 𝑧) ê êîîðäèíàòàì (𝜌,𝜙, 𝑠), ãäå 𝑠 �
äëèíà äóãè êðèâîé 𝐶, îòñ÷èòûâàåìàÿ îò ïåðâîé ãðàíè÷íîé òî÷êè
ñ êîîðäèíàòàìè (0, 0, 0). Êîîðäèíàòû âòîðîé ãðàíè÷íîé òî÷êè
(0, 0, 𝑙), ãäå 𝑙 � äëèíà êîíòóðà 𝐶(𝜌, 𝑧). Òîãäà äëÿ êàñàòåëüíîãî ê
ïîâåðõíîñòè 𝑆 âåêòîðà òîêà ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå

j(𝜙, 𝑠) = 𝑗𝑠(𝜙, 𝑠)l𝑠 + 𝑗𝜙(𝜙, 𝑠)l𝜙, (2.1.8)

ãäå l𝑠 è l𝜙 � îðòû ñèñòåìû (𝜌,𝜙, 𝑠). Çàïèñûâàÿ óðàâíåíèå (2.1.5)

j(𝑃0)−
1
2𝜋

∫
𝑆

[n𝑃0
× [∇𝑃 𝜙(𝑃0,𝑃 )× j(𝑃 )]] 𝑑𝜎𝑃 = 2j 0(𝑃0), (2.1.9)
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ãäå j 0(𝑃0) � òîê âîçáóæäåíèÿ, ïîêîîðäèíàòíî, ïîëó÷èì ñèñòåìó
äâóõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà

𝑗𝑠(𝑃0)−
∫
𝑆

{︁
𝐾11 (𝑠0, 𝑠,𝜙0 − 𝜙) 𝑗𝑠(𝑃 ) +

+𝐾12(𝑠0, 𝑠,𝜙0 − 𝜙)𝑗𝜙(𝑃 )
}︁
𝑑𝜎𝑃 = 2𝑗 0𝑠 (𝑃0),

𝑗𝜙(𝑃0)−
∫
𝑆

{︁
𝐾21(𝑠0, 𝑠,𝜙0 − 𝜙)𝑗𝑠(𝑃 ) +

+𝐾22(𝑠0, 𝑠,𝜙0 − 𝜙)𝑗𝜙(𝑃 )
}︁
𝑑𝜎𝑃 = 2𝑗0𝜙(𝑃0),

(2.1.10)

ÿäðà êîòîðûõ ÿâíûì îáðàçîì âûðàæàþòñÿ ÷åðåç 𝜙(𝑃0,𝑃 ) =

=
𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑃0𝑃
� ôóíêöèþ ðàññòîÿíèÿ 𝑅𝑃0𝑃 , çàâèñÿùåãî îò êîîðäèíàò

(𝑠0,𝜙0) è (𝑠,𝜙) òî÷åê 𝑃0 è 𝑃 .
Ðàçëîæèì ÿäðà óðàâíåíèé (2.1.10) è òîêè j(𝑠,𝜙) è j0(𝑠,𝜙) â

ðÿäû Ôóðüå ïî óãëîâûì êîîðäèíàòàì

𝐾𝑖𝑗(𝑃0,𝑃 ) =

∞∑︁
𝑛=−∞

𝐾
(𝑛)
𝑖𝑗 (𝑠0, 𝑠)𝑒

𝑖𝑛(𝜙0−𝜙), 𝑖, 𝑗 = 1, 2, (2.1.11)

𝑗𝑠(𝑃 ) =
∞∑︁

𝑚=−∞
𝑗(𝑚)
𝑠 (𝑠)𝑒𝑖𝑚𝜙 (2.1.12)

è àíàëîãè÷íî äëÿ 𝑗𝜙(𝑃 ) è êîìïîíåíò òîêà j0.
Èç óðàâíåíèÿ (2.1.10) äëÿ ãàðìîíèê òîêà j(𝑃 ) îêîí÷àòåëüíî

ïîëó÷èì ñèñòåìó îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà âòîðîãî
ðîäà

𝑗(𝑚)
𝑠 (𝑠0)−

𝑙∫
0

{︁
𝐾

(𝑚)
11

(𝑠0, 𝑠) 𝑗
(𝑚)
𝑠 (𝑠) +

+𝐾
(𝑚)
12

(𝑠0, 𝑠)𝑗
(𝑚)
𝜙 (𝑠)

}︁
𝑎(𝑠)𝑑𝑠 = 2𝑗 0 (𝑚)

𝑠 (𝑠0),

(2.1.13)

ãäå 𝑎(𝑠)𝑑𝑠 � äèôôåðåíöèàë äóãè êîíòóðà 𝐶(𝜌, 𝑠). Àíàëîãè÷íîå
óðàâíåíèå ïîëó÷èì è äëÿ ãàðìîíèêè 𝑗(𝑚)

𝜙 (𝑠0) òîêà j(𝑃 ).
ßäðà ýòèõ óðàâíåíèé â ÿâíîì âèäå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ôóíê-

öèþ 𝑆𝑚(𝑠0, 𝑠) è åå ïðîèçâîäíûå, êîòîðàÿ èìååò âèä

𝑆𝑚(𝑠0, 𝑠) =
1
2𝜋

2𝜋∫
0

𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑃0𝑃
𝑒−𝑖𝑚𝜓𝑑𝜓, (2.1.14)
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ãäå 𝜓 = 𝜙0 − 𝜙. Ïîäðîáíûå âûêëàäêè, ïðèâîäÿùèå ê ôîðìóëàì
(2.1.13), (2.1.14) ìîæíî íàéòè â êíèãå [7].

á) Ïðîçðà÷íîå òåëî. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå îäíîçíà÷íîé ðàç-
ðåøèìîñòè ñêàëÿðíîé çàäà÷è äèôðàêöèè íà ïðîçðà÷íîì òåëå 𝐷𝑖

áûëî ïîëó÷åíî òðåõìåðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ëèïìàíà�
Øâèíãåðà

𝑢(𝑀0) +

∫
𝐷𝑖

(︀
𝑘20 − 𝑘2𝑖 (𝑀)

)︀
𝜓𝑒(𝑀0,𝑀)𝑢(𝑀)𝑑𝑉𝑀 = 𝐹 (𝑀0),

𝑀0 ∈ 𝐷𝑖,

(2.1.15)

ãäå 𝐹 (𝑀0) =

∫
𝐷0

𝜓𝑒(𝑀0,𝑀)𝑓(𝑀)𝑑𝑉𝑀 , supp𝑓 = 𝐷0 ⊂ 𝐷𝑒. Ïðÿìîå

÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ (2.1.15) äîñòàòî÷íî òðóäî-
åìêî. Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ îíî ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê
ñèñòåìå äâóìåðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé íà ïîâåðõíîñòè 𝑆
òåëà 𝐷𝑖. Ïóñòü èçâåñòíû íå òîëüêî ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà 𝜓𝑒(𝑀0,𝑀)

Δ𝜓𝑒 + 𝑘20𝜓𝑒 = −𝛿(𝑀0,𝑀), 𝑀 ∈ 𝐷𝑒,

íî è ñèíãóëÿðíîå ðåøåíèå 𝜓𝑖(𝑀0,𝑀) óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà ñ
êîýôôèöèåíòîì 𝑘2𝑖 (𝑀), àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæåííûì â îáëàñòü
𝐷𝑒

Δ𝜓𝑖 + 𝑘2𝑖 (𝑀)𝜓𝑖 = −𝛿(𝑀0,𝑀), 𝑀 ∈ 𝐷𝑖.

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëû Ãðèíà â ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòÿõ 𝐷𝑒

è 𝐷𝑖 ê ðåøåíèþ
(︀
𝑢𝑒(𝑀),𝑢𝑖(𝑀)

)︀
è ñèíãóëÿðíûì ôóíêöèÿì(︀

𝜓𝑒(𝑀0,𝑀),𝜓𝑖(𝑀0,𝑀)
)︀
, ïîëó÷èì

∫
𝑆

{︁
𝜓𝑒

𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑛𝑃

− 𝑢𝑒
𝜕𝜓𝑒

𝜕𝑛𝑃

}︁
𝑑𝜎𝑃 + 𝐹 (𝑀) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑢𝑒(𝑀), 𝑀 ∈ 𝐷𝑒,
1
2
𝑢𝑒(𝑃 ), 𝑃 ∈ 𝑆,

0, 𝑀 ∈ 𝐷𝑖,

−
∫
𝑆

{︁
𝜓𝑖

𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑛𝑃

− 𝑢𝑖
𝜕𝜓𝑖

𝜕𝑛𝑃

}︁
𝑑𝜎𝑃 =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, 𝑀 ∈ 𝐷𝑒,
1
2
𝑢𝑖(𝑃 ), 𝑃 ∈ 𝑆,

𝑢𝑖(𝑀), 𝑀 ∈ 𝐷𝑖.

(2.1.16)
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ
𝜕𝑢

𝜕𝑛𝑃

⃒⃒⃒
𝑆
= 𝜇(𝑃 ), 𝑢𝑒|𝑆 = 𝑢𝑖|𝑆 = 𝑢(𝑃 ). Ïåðå-

õîäÿ ê ïðåäåëó ïðè 𝑀 → 𝑃0 ∈ 𝑆, â ñèëó óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ
ïîëó÷èì ñèñòåìó ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

𝑢(𝑃0) +

∫
𝑆

{︁(︁
𝜓𝑖(𝑃0,𝑃 )− 𝜓𝑒(𝑃0,𝑃 )

)︁
𝜇(𝑃 )−

− 𝜕

𝜕𝑛𝑃

(︁
𝜓𝑖(𝑃0,𝑃 )− 𝜓𝑒(𝑃0,𝑃 )

)︁
𝑢(𝑃 )

}︁
𝑑𝜎𝑃 = 𝐹 (𝑃0),

(2.1.17)

𝜇(𝑃0) +

∫
𝑆

{︁
𝜕

𝜕𝑛𝑃

(︁
𝜓𝑖(𝑃0,𝑃 )− 𝜓𝑒(𝑃0,𝑃 )

)︁
𝜇(𝑃 )−

− 𝜕2

𝜕𝑛𝑃0
𝜕𝑛𝑃

(︁
𝜓𝑖(𝑃0,𝑃 )− 𝜓𝑒(𝑃0,𝑃 )

)︁
𝑢(𝑃 )

}︂
𝑑𝜎𝑃 = Φ(𝑃0),

(2.1.18)

Çäåñü

𝐹 (𝑃0) =

∫
𝐷0

𝜓𝑒(𝑃0,𝑀)𝑓(𝑀)𝑑𝑉𝑀 , à Φ(𝑃0)|𝑆 = lim
𝑀→𝑃0

𝜕

𝜕𝑛𝑃0

𝐹 (𝑀)

⃒⃒⃒⃒
𝑆

.

Óðàâíåíèå (2.1.18) ïîëó÷åíî ïóòåì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñîîò-
íîøåíèé (2.1.16) ñ ïîñëåäóþùèì ïåðåõîäîì ê ïðåäåëó ïðè
𝑀 → 𝑃0 ∈ 𝑆.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèè

𝜓𝑖(𝑀 ,𝑃 ), 𝜓𝑒(𝑀 ,𝑃 ) è
𝜕

𝜕𝑛𝑃

(︁
𝜓𝑖(𝑀 ,𝑃 )− 𝜓𝑒(𝑀 ,𝑃 )

)︁
èìåþò îäèíàêîâûå îñîáåííîñòè, óðàâíåíèÿ (2.1.17) è (2.1.18)
ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà ñî ñëàáî ïîëÿð-
íûì ÿäðîì.

Îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü ýòîé ñèñòåìû äîêàçûâà-
åòñÿ òàê æå, êàê îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ
Ëèïìàíà�Øâèíãåðà.

� 2. Èòåðàöèîííûå ìåòîäû

Èòåðàöèîííûå ìåòîäû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè-
÷åñêîé ôèçèêè äîñòàòî÷íî øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ ïðè èçó÷åíèè
ðàçëè÷íûõ ïðîáëåì äèôðàêöèè.



2. Èòåðàöèîííûå ìåòîäû 77

2.1. Ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè. Îñíîâíûå èäåè ýòîãî ìåòî-
äà ðàññìîòðèì íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ êîíêðåòíîé çàäà÷è äèôðàê-
öèè íà ñèñòåìå òåë. Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì ñêàëÿðíîé äèôðàêöèè.

Ïóñòü â îäíîðîäíîé íåîãðàíè÷åííîé ñðåäå (ìàòåðèàëüíûå
õàðàêòåðèñòèêè çàäàþòñÿ ïàðàìåòðîì 𝑘0) íàõîäèòñÿ ñèñòåìà
𝑁 îãðàíè÷åííûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ íåïðîíèöàåìûõ òåë 𝐷𝑖

(𝑖 = 1, . . . ,𝑁), âîçáóæäàåìûõ ïîâåðõíîñòíûìè èñòî÷íèêàìè. Ìà-
òåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ýòîé çàäà÷è èìååò âèä⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Δ𝑢+ 𝑘20𝑢 = 0, 𝑀 ∈ 𝐷𝑒, 𝐷𝑒 = R3∖
𝑁∑︁
𝑖=1

𝐷𝑖,

𝜕𝑢

𝜕𝑛

⃒⃒⃒
𝑆𝑖

= 𝑓𝑖(𝑃𝑖), 𝑃𝑖 ∈ 𝑆𝑖 (𝑖 = 1, . . . ,𝑁),

𝜕𝑢

𝜕𝑟
− 𝑖𝑘𝑢 = 𝑜

(︁1
𝑟

)︁
ïðè 𝑟 → ∞.

(2.2.1)

Íà÷íåì ñ ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ, êîãäà äëÿ êàæäîãî òåëà 𝐷𝑖

èçâåñòíà ôóíêöèÿ Ãðèíà âíåøíåé çàäà÷è Íåéìàíà⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Δ𝑔𝑖 + 𝑘20𝑔𝑖 = −𝛿(𝑀0,𝑀), 𝑀0,𝑀 ∈ R3∖𝐷𝑖,
𝜕𝑔𝑖
𝜕𝑛

⃒⃒⃒
𝑆𝑖

= 0,

𝜕𝑔𝑖
𝜕𝑟

− 𝑖𝑘𝑔𝑖 = 𝑜
(︁1
𝑟

)︁
ïðè 𝑟 → ∞

(2.2.2)

è áóäåì èñêàòü ðåøåíèå âíåøíåé çàäà÷è Íåéìàíà âíå 𝐷𝑖 ïðè
îòñóòñòâèè â R3∖𝐷𝑖 âñåõ îñòàëüíûõ òåë⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

Δ𝑢𝑖 + 𝑘20𝑢𝑖 = 0, 𝑀 ∈ R3∖𝐷𝑖,
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑛

⃒⃒⃒
𝑆𝑖

= 𝑓𝑖(𝑃𝑖), 𝑃𝑖 ∈ 𝑆𝑖,

𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑟

− 𝑖𝑘0𝑢𝑖 = 𝑜
(︁1
𝑟

)︁
ïðè 𝑟 → ∞

(2.2.3)

â âèäå ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ

𝑢𝑖(𝑀) =

∫
𝑆𝑖

𝑔𝑖(𝑀 ,𝑃𝑖)𝜇𝑖(𝑃𝑖)𝑑𝜎. (2.2.4)

Â ñèëó (2.2.2) è (2.2.3), î÷åâèäíî, ïîëó÷èì

𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑛

⃒⃒⃒
𝑆𝑖

=
1
2
𝜇𝑖(𝑃𝑖). (2.2.5)
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Çàäà÷à (2.2.3), êàê áûëî óñòàíîâëåíî ðàíåå, îäíîçíà÷íî ðàçðå-
øèìà.

Âåðíåìñÿ ê èñõîäíîé çàäà÷å (2.2.1) è áóäåì èñêàòü åå ðåøå-
íèå â âèäå ñóïåðïîçèöèè ðåøåíèé 𝑢𝑖(𝑀)

𝑢(𝑀) =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖(𝑀), 𝑀 ∈ 𝐷𝑒. (2.2.6)

Ôóíêöèÿ 𝑢(𝑀), î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó óðàâíå-
íèþ Ãåëüìãîëüöà Δ𝑢+ 𝑘20𝑢 = 0, (𝑀 ∈ 𝐷𝑒) è óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ
íà áåñêîíå÷íîñòè. Òðåáîâàíèå óäîâëåòâîðèòü ãðàíè÷íûì óñëî-
âèÿì çàäà÷è (2.2.1) íà êàæäîé èç ïîâåðõíîñòåé 𝑆𝑖 ïðèâîäèò ê
ñîîòíîøåíèÿì

1
2
𝜇𝑖(𝑃

0
𝑖 ) +

1÷𝑁∑︁
𝑗 ̸=𝑖

∫
𝑆𝑗

𝜕𝑔𝑗
𝜕𝑛𝑃 0

𝑖

(𝑃 0
𝑖 ,𝑃𝑗)𝜇𝑗(𝑃𝑗)𝑑𝜎 = 𝑓𝑖(𝑃

0
𝑖 );

𝑃 0
𝑖 ∈ 𝑆𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑁.

(2.2.7)

Ñîîòíîøåíèÿ (2.2.7) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó èíòåãðàëü-
íûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà äëÿ ôóíêöèé 𝜇𝑖(𝑃

0
𝑖 ).

Çàìåòèì, ÷òî ÿäðà ýòèõ óðàâíåíèé ðåãóëÿðíû, ïîñêîëüêó ôóíê-
öèè 𝑔𝑖(𝑃

0
𝑖 ,𝑃𝑗) äèôôåðåíöèðóþòñÿ â íàïðàâëåíèè íîðìàëè n0

𝑖

â òî÷êå 𝑃 0
𝑖 ïîâåðõíîñòè 𝑆𝑖, à èíòåãðèðîâàíèå ïðîèñõîäèò ïî

ïîâåðõíîñòè 𝑆𝑗 , íå ñîâïàäàþùåé ñ ïîâåðõíîñòüþ 𝑆𝑖 : (𝑗 ̸= 𝑖), ÷òî
ãàðàíòèðóåò îäíîçíà÷íóþ ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû (2.2.7). Îäíàêî,
â ñëó÷àå ñèñòåìû äîñòàòî÷íî âûñîêîãî ïîðÿäêà, åå ïðÿìîå ÷èñ-
ëåííîå ðåøåíèå ìîæåò îêàçàòüñÿ ñëèøêîì òðóäîåìêèì. Áîëåå
ýôôåêòèâíûì â òàêîì ñëó÷àå îêàçûâàåòñÿ ìåòîä ïðîñòîé èòåðà-
öèè.

Çàïèñàâ ñèñòåìó (2.2.7) â îïåðàòîðíîì âèäå

µµµµµµµµµ + ̂︀𝐴[µµµµµµµµµ] = F, (2.2.8)

ãäå

µµµµµµµµµ =

⎛⎝ 𝜇1(𝑃1)
...

𝜇𝑁 (𝑃𝑁 )

⎞⎠ , F =

⎛⎜⎝ 𝑓1(𝑃
0
1 )

...
𝑓𝑁 (𝑃

0
𝑁 )

⎞⎟⎠ , (2.2.9)

à ̂︀𝐴 � ëèíåéíûé îïåðàòîð, ýëåìåíòû ìàòðèöû êîòîðîãî ðàâíû

𝐴𝑖𝑗(𝑃
0
𝑖 ,𝑃𝑗) =

∫
𝑆𝑗

𝜕𝑔𝑗
𝜕𝑛𝑃𝑖

(𝑃 0
𝑖 ,𝑃𝑗)𝑑𝜎, (2.2.10)
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ïîñòðîèì ïðîñòîé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ

µµµµµµµµµ
(𝑛+1) = F− ̂︀𝐴 [︁µµµµµµµµµ(𝑛)]︁ , (2.2.11)

êîòîðûé îêàçûâàåòñÿ õîðîøî ñõîäÿùèìñÿ â ñëó÷àå, êîãäà îïåðà-
òîð ̂︀𝐴 ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì, òî åñòü⃦⃦⃦ ̂︀𝐴 [︁µµµµµµµµµ(𝑛+1) − µµµµµµµµµ

(𝑛)
]︁⃦⃦⃦

< 𝑞
⃦⃦⃦

µµµµµµµµµ
(𝑛+1) − µµµµµµµµµ

(𝑛)
⃦⃦⃦
, (2.2.12)

ãäå 𝑞 < 1.
Ïîñêîëüêó ÿäðà èíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèé (2.2.10) ðåãóëÿðíû

è áûñòðî óáûâàþò ïðè óâåëè÷åíèè ðàññòîÿíèé ìåæäó òåëàìè
𝐷𝑖, ìîæíî äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ (2.2.12) â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî
ðàçíåñåííûõ òåë 𝐷𝑖.

Çàìåòèì, ÷òî äàííûé ìåòîä ïðèìåíèì â òîì ñëó÷àå, åñëè
äëÿ êàæäîãî òåëà 𝐷𝑖 èçâåñòíî ÿâíîå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå
ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè 𝑔𝑖(𝑀0,𝑀) (2.2.2) èëè àëãîðèòì åå
÷èñëåííîãî ïîñòðîåíèÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðèõîäèòñÿ ïðèáå-
ãàòü ê óñëîæíåíèþ äàííîãî ìåòîäà, èñïîëüçóÿ âìåñòî íåèçâåñò-
íûõ ôóíêöèé 𝑔𝑖(𝑀0,𝑀) ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

Ãåëüìãîëüöà 𝜓(𝑀0,𝑀) =
𝑒𝑖𝑘0𝑅

𝑅𝑀0𝑀
, è ðåøåíèå çàäà÷è (2.2.3) èñêàòü

â âèäå

𝑢𝑖(𝑀) =

∫
𝑆𝑖

𝜓𝑖(𝑀 ,𝑃 )𝜇𝑖(𝑃 )𝑑𝜎. (2.2.13)

Òîãäà âìåñòî (2.2.7) ïîëó÷èì

1
2
𝜇𝑖(𝑃

0
𝑖 ) +

∫
𝑆𝑖

𝜕𝜓

𝜕𝑛𝑃 0

𝑖

(𝑃 0
𝑖 ,𝑃𝑖)𝜇𝑖(𝑃𝑖)𝑑𝜎𝑃𝑖+

+

1÷𝑁∑︁
𝑗 ̸=𝑖

∫
𝑆𝑗

𝜕𝜓

𝜕𝑛𝑃 0

𝑖

(𝑃 0
𝑖 ,𝑃𝑗)𝜇𝑗(𝑃𝑗)𝑑𝜎𝑃𝑗 = 𝑓𝑖(𝑃

0
𝑖 ).

(2.2.14)

Ñîîòíîøåíèÿ (2.2.14) òàêæå ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìîé èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà, îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü
êîòîðîé òàê æå, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ñëåäóåò èç ðàçðå-
øèìîñòè èñõîäíîé çàäà÷è (2.2.1).

Çàïèøåì ñîîòíîøåíèå (2.2.14) â îïåðàòîðíîì âèäå

̂︀𝐴𝑖[𝜇𝑖] = 𝑓𝑖(𝑃
0
𝑖 )− ̂︀𝐵𝑖[𝜇𝑗 , 𝑗 ̸= 𝑖], (2.2.15)
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ãäå ̂︀𝐴𝑖[𝜇𝑖] = 𝜇𝑖(𝑃
0
𝑖 ) +

∫
𝑆𝑖

𝜕𝜓

𝜕𝑛𝑃 0

𝑖

(𝑃 0
𝑖 ,𝑃𝑖)𝜇𝑖(𝑃𝑖)𝑑𝜎, (2.2.16)

à îïåðàòîð ̂︀𝐵 îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäíèì ñëàãàåìûì ëåâîé ÷àñòè
ôîðìóëû (2.2.14), è åãî âûðàæåíèå çàâèñèò îò âñåõ ôóíêöèé
𝜇𝑗(𝑃𝑗) êðîìå 𝜇𝑖. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ
ñîñòîèò â ðåøåíèè ñåìåéñòâà îäíîòèïíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâ-

íåíèé Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà (2.2.15) äëÿ 𝜇
(𝑛)
𝑖 (𝑃𝑖). Ïðàâûå

÷àñòè ýòèõ óðàâíåíèé çàâèñÿò îò çíà÷åíèé ôóíêöèé 𝜇
(𝑛−1)
𝑗 (𝑃𝑗)

(𝑗 = 1, . . . ,𝑁 ; 𝑗 ̸= 𝑖), íàéäåííûõ íà ïðåäûäóùåì øàãå. Òàêæå,
êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîðû̂︀𝐵𝑖 ÿâëÿþòñÿ ñæèìàþùèìè ïðè óñëîâèè äîñòàòî÷íîãî ðàçíåñåíèÿ
òåë äèôðàêöèè 𝐷𝑖.

2.2. Ìåòîä ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøå-
íèÿ ìíîãèõ çàäà÷ äèôðàêöèè íà ëîêàëüíûõ òåëàõ ýôôåêòèâíûì
ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìûé ìåòîä ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê.

Ïóñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð ̂︀𝐴 îòîáðàæàåò ôóíêöèîíàëüíîå
ïðîñòðàíñòâî 𝐻 ñàìî â ñåáÿ. Ìåòîä ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê ïðè-
áëèæåííîãî ðåøåíèÿ îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

̂︀𝐴[𝜇] = 𝑓 , 𝜇, 𝑓 ∈ 𝐻 (2.2.17)

çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè òàêîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé {𝜇𝑛} ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (2.2.17), ïðè êîòîðîì íîðìà íåâÿçêè

𝑧𝑛 = ̂︀𝐴[𝜇𝑛]− 𝑓 (2.2.18)

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè 𝑛→ ∞.
Ïîñëåäóþùåå (𝑛 + 1)-å ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ ìîæíî íàéòè

ïî 𝑛-îìó ïðèáëèæåíèþ, ïîëîæèâ

𝜇𝑛+1 = 𝜇𝑛 − 𝜏𝑛+1𝑧𝑛, (2.2.19)

ãäå 𝜏𝑛+1 � èòåðàöèîííûé ïàðàìåòð, îïðåäåëÿåìûé èç óñëîâèÿ
îðòîãîíàëüíîñòè 𝑛+ 1-îé íåâÿçêè çíà÷åíèþ îïåðàòîðà ̂︀𝐴 íà 𝑛-îé
íåâÿçêå ⟨

𝑧𝑛+1, ̂︀𝐴[𝑧𝑛]⟩ = 0, (2.2.20)

ãäå ñèìâîëîì ⟨·, ·⟩ îáîçíà÷åíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â 𝐻.
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Ñîñòàâèì öåïî÷êó ðàâåíñòâ

𝑧𝑛+1 = ̂︀𝐴[𝜇𝑛+1]− 𝑓 = ̂︀𝐴[𝜇𝑛 − 𝜏𝑛+1𝑧𝑛]− 𝑓 =

= ̂︀𝐴[𝜇𝑛]− 𝜏𝑛+1
̂︀𝐴[𝑧𝑛]− 𝑓 = 𝑧𝑛 − 𝜏𝑛+1

̂︀𝐴[𝑧𝑛]. (2.2.21)

Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè îáîçíà÷èì

̂︀𝐴[𝑧𝑛] = 𝐴𝑛.

Òîãäà óñëîâèå (2.2.20) äàåò

⟨𝑧𝑛 − 𝜏𝑛+1𝐴𝑛,𝐴𝑛⟩ = 0

èëè
⟨𝑧𝑛,𝐴𝑛⟩ − 𝜏𝑛+1 ‖𝐴𝑛‖2 = 0. (2.2.22)

Îòñþäà äëÿ èòåðàöèîííîãî ïàðàìåòðà ïîëó÷àåì

𝜏𝑛+1 =
⟨𝑧𝑛,𝐴𝑛⟩
‖𝐴𝑛‖2

. (2.2.23)

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ îãðàíè÷åííîãî äèññèïàòèâíîãî îïåðàòîðà ̂︀𝐴
èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (2.2.19) ñõîäèòñÿ ïî íîðìå íåâÿçêè ïðè
𝑛→ ∞. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ.
Îïðåäåëåíèå 2.2.1 Ëèíåéíûé îïåðàòîð ̂︀𝐴 íàçûâàåòñÿ îãðà-
íè÷åííûì â 𝐻, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ 𝑎0 > 0,
÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà 𝑣 ∈ 𝐻⃦⃦⃦ ̂︀𝐴[𝑣]⃦⃦⃦ 6 𝑎0‖𝑣‖. (2.2.24)

Îïðåäåëåíèå 2.2.2 Ëèíåéíûé îïåðàòîð ̂︀𝐴 íàçûâàåòñÿ äèññè-
ïàòèâíûì â 𝐻, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ 0 < 𝑑0 <
< 𝑎0, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà 𝑣 ∈ 𝐻⃒⃒⃒⟨

𝑣, ̂︀𝐴[𝑣]⟩⃒⃒⃒ > 𝑑0‖𝑣‖2. (2.2.25)

Çàìå÷àíèå 2.2.1 Èç (2.2.25) ñëåäóåò, ÷òî ̂︀𝐴 [𝑣0] = 0 ëèøü äëÿ
íóëåâîãî ýëåìåíòà 𝑣0 = 0 ïðîñòðàíñòâà 𝐻.
Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ñõîäèìîñòè ïî íîðìå íåâÿçêè èòåðà-
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öèîííîãî ïðîöåññà (2.2.19) ñ èòåðàöèîííûì ïàðàìåòðîì (2.2.23).
Ñîñòàâèì öåïî÷êó ðàâåíñòâ

‖𝑧𝑛+1‖2 = ⟨𝑧𝑛+1, 𝑧𝑛+1⟩ = ‖𝑧𝑛‖2 − 𝜏𝑛+1 ⟨𝐴𝑛, 𝑧𝑛⟩−

−𝜏*𝑛+1 ⟨𝑧𝑛,𝐴𝑛⟩+ |𝜏𝑛+1|2 ‖𝐴𝑛‖2 .
(2.2.26)

Âîñïîëüçîâàâøèñü âûðàæåíèåì (2.2.23) äëÿ 𝜏𝑛+1, ïîëó÷èì

𝜏𝑛+1 ⟨𝐴𝑛, 𝑧𝑛⟩ =
|⟨𝑧𝑛,𝐴𝑛⟩|2

‖𝐴𝑛‖2
(2.2.27)

è

|𝜏𝑛+1|2 ‖𝐴𝑛‖2 =
|⟨𝑧𝑛,𝐴𝑛⟩|2

‖𝐴𝑛‖2
. (2.2.28)

Òîãäà (2.2.26) ïðèíèìàåò âèä

‖𝑧𝑛+1‖2 = ‖𝑧𝑛‖2 −
|⟨𝑧𝑛,𝐴𝑛⟩|2

‖𝐴𝑛‖2
=

= ‖𝑧𝑛‖2
{︂
1− |⟨𝑧𝑛,𝐴𝑛⟩|2

‖𝐴𝑛‖2 ‖𝑧𝑛‖2

}︂
= 𝜌2𝑛+1 ‖𝑧𝑛‖

2 ,

(2.2.29)

ãäå â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî

0 6 𝜌𝑛+1 6 1.

Äëÿ îãðàíè÷åííîãî è äèññèïàòèâíîãî îïåðàòîðà ̂︀𝐴 îòñþäà ñëåäó-
åò îöåíêà

𝜌𝑛+1 6 1− 𝑑20 ‖𝑧𝑛‖
4

𝑎20 ‖𝑧𝑛‖
4
= 1− 𝑑20

𝑎20
= 𝜌20, (2.2.30)

÷òî äàåò îöåíêó

‖𝑧𝑛+1‖ 6 𝜌𝑛+1
0

‖𝑧0‖ , (2.2.31)

îçíà÷àþùóþ ñõîäèìîñòü ïî íîðìå íåâÿçêè äàííîãî èòåðàöèîííî-
ãî ïðîöåññà ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè.

Çàìå÷àíèå 2.2.2 Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ
óñëîâèÿõ èç ñõîäèìîñòè ïî íåâÿçêå ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ïî
íîðìå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ê òî÷íîìó (ñì. [29]).
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Çàìå÷àíèå 2.2.3 Äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ äèññèïàòèâíîñòè
îïåðàòîðà ̂︀𝐴 äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû

Im
⟨
𝑣, ̂︀𝐴[𝑣]⟩ èëè Re

⟨
𝑣, ̂︀𝐴[𝑣]⟩ (2.2.32)

íå ìåíÿëè çíàê ∀𝑣 ∈ 𝐻.

2.3. Äèññèïàòèâíîñòü îïåðàòîðîâ òåîðèè äèôðàêöèè.
Äèññèïàòèâíîñòü îïåðàòîðà Ëèïìàíà�Øâèíãåðà. Ïîêàæåì,
÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ îïåðàòîð óðàâíåíèÿ Ëèïìàíà�
Øâèíãåðà

𝑢(𝑀)−
∫
𝐷𝑖

𝜓(𝑀 ,𝑄)
(︀
𝑘2𝑖 (𝑄)− 𝑘20

)︀
𝑢(𝑄)𝑑𝑉𝑄 = 𝐹 (𝑀),

𝑀 ∈ R3

(2.2.33)

äèññèïàòèâåí. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

𝑘2𝑖 (𝑀)

𝑘20
= 𝐶2(𝑀). (2.2.34)

Óðàâíåíèå (2.2.34) ïåðåïèøåì â âèäå

𝑢(𝑀)− 𝑘20

∫
𝐷𝑖

𝜓(𝑀 ,𝑄)
(︀
𝐶2(𝑄)− 1

)︀
𝑢(𝑄)𝑑𝑉𝑄 = 𝐹 (𝑀),

𝑀 ∈ R3.

(2.2.35)

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äèôðàêöèþ íà ïîãëîùàþùåì òåëå 𝐷𝑖. Òîãäà

Im𝐶2(𝑄) > κ(𝑄) > κ0 > 0. (2.2.36)

Ââåäåì ôóíêöèþ

𝜒(𝑀) =
(︀
𝐶2 − 1

)︀
𝑢(𝑀), 𝑀 ∈ 𝐷𝑖 (2.2.37)

è îïåðàòîð

̂︀𝐵[𝜒] =
𝜒(𝑀)

𝐶2(𝑀)− 1
− 𝑘20

∫
𝐷𝑖

𝜓(𝑀 ,𝑄)𝜒(𝑄)𝑑𝑉𝑄 = 𝑤(𝑀). (2.2.38)

Äîêàæåì äèññèïàòèâíîñòü îïåðàòîðà ̂︀𝐵[𝜒]. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

𝑧(𝑀) = 𝑤(𝑀)− 𝜒(𝑀)

𝐶2(𝑀)− 1
= −𝑘20

∫
𝐷𝑖

𝜓(𝑀 ,𝑄)𝜒(𝑄)𝑑𝑉𝑄. (2.2.39)
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Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îáúåìíûì ïîòåí-
öèàëîì, îïðåäåëåííûì â R3. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ 𝑧(𝑀) â
(2.2.39) îïðåäåëåíà â R3 è êàê îáúåìíûé ïîòåíöèàë óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèÿì⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Δ𝑧 + 𝑘20𝑧 = 0, 𝑀 ∈ 𝐷𝑒,

Δ𝑧 + 𝑘20𝑧 = 𝑘20𝜒(𝑀), 𝑀 ∈ 𝐷𝑖,

[𝑧]|𝑆 =
[︁
𝜕𝑧

𝜕𝑛

]︁⃒⃒⃒
𝑆
= 0,

𝜕𝑧

𝜕𝑟
− 𝑖𝑘0𝑧 = 𝑜

(︁1
𝑟

)︁
ïðè 𝑟 → ∞.

(2.2.40)

Êàê áûëî äîêàçàíî ðàíåå, çàäà÷à (2.2.40) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà.
Ïðè ýòîì ëþáóþ ôóíêöèþ 𝜒(𝑀), 𝑀 ∈ 𝐷𝑖, îïåðàòîð ̂︀𝐵[𝜒] (2.2.38)
îòîáðàæàåò â ðåøåíèå çàäà÷è (2.2.40) � ôóíêöèþ 𝑧(𝑀),𝑀 ∈ R3.
Óñòàíîâèì ñâîéñòâà ôóíêöèè 𝑧(𝑀), äëÿ ÷åãî ñîñòàâèì öåïî÷êó
ðàâåíñòâ∫

𝐷𝑖

(︀
Δ𝑧 + 𝑘20𝑧

)︀
𝑧*𝑑𝑉𝑄 = 𝑘20

∫
𝐷𝑖

𝜒(𝑄)𝑧*𝑑𝑉𝑄 =

= 𝑘20

∫
𝐷𝑖

𝜒(𝑄)𝑤*(𝑄)𝑑𝑉𝑄 − 𝑘20

∫
𝐷𝑖

|𝜒|2

𝐶2 − 1
𝑑𝑉 =

=

∫
𝑆

𝜕𝑧

𝜕𝑛
𝑧*𝑑𝜎 −

∫
𝐷𝑖

|∇𝑧|2𝑑𝑉 + 𝑘20

∫
𝐷𝑖

|𝑧|2𝑑𝑉.

(2.2.41)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ 𝑧(𝑀) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ íà
áåñêîíå÷íîñòè, òî

Im

∫
𝑆

𝜕𝑧

𝜕𝑛
𝑧*𝑑𝜎 = lim

𝑅→∞
Im

∫
∑︀

𝑅

𝜕𝑧

𝜕𝑛
𝑧*𝑑𝜎 = 𝑘0 lim

𝑅→∞

∫
∑︀

𝑅

|𝑧|2𝑑𝜎, (2.2.42)

â ñèëó (2.2.38) è î÷åâèäíîãî ñîîòíîøåíèÿ

Im
1(︀

𝐶2 − 1
)︀* =

Im𝐶2⃒⃒
𝐶2 − 1

⃒⃒2 ,
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ïîëó÷èì

Im

∫
𝐷𝑖

𝜒(𝑄)𝑤*𝑑𝑉 = Im
⟨
𝜒, ̂︀𝐵[𝜒]

⟩
=

=

∫
𝐷𝑖

Im𝐶2⃒⃒
𝐶2 − 1

⃒⃒2 |𝜒|2𝑑𝑉 +
1
𝑘0

lim
𝑅→∞

∫
∑︀

𝑅

|𝑧|2𝑑𝜎,
(2.2.43)

îòêóäà âûòåêàåò îêîí÷àòåëüíîå óòâåðæäåíèå

Im
⟨
𝜒, ̂︀𝐵[𝜒]

⟩
> 𝑑0‖𝜒‖2, (2.2.44)

ãäå 𝑑0 =
κ2
0

max
⃒⃒
𝐶2 − 1

⃒⃒2 , ÷òî è äîêàçûâàåò äèññèïàòèâíîñòü îïå-

ðàòîðà ̂︀𝐵[𝜒], à òåì ñàìûì è îïåðàòîðà óðàâíåíèÿ Ëèïìàíà�
Øâèíãåðà.

Äèññèïàòèâíîñòü îïåðàòîðîâ âíåøíèõ çàäà÷ äèôðàêöèè
íà íåïðîíèöàåìûõ òåëàõ. Ìû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà
ñîîòâåòñòâóþùèå çàäà÷è ñâîäÿòñÿ ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì
Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà.
Çàäà÷à Äèðèõëå.⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

Δ𝑢+ 𝑘20𝑢 = 0, 𝑀 ∈ 𝐷𝑒,

𝑢|𝑆 = 𝑓(𝑃 ),

𝜕𝑢

𝜕𝑟
− 𝑖𝑘0𝑢 = 𝑜

(︁1
𝑟

)︁
, ïðè 𝑟 → ∞.

(2.2.45)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è â âèäå ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî
ñëîÿ

𝑢(𝑀) =

∫
𝑆

𝜓(𝑀 ,𝑃 )𝜇(𝑃 )𝑑𝜎𝑃 . (2.2.46)

Äëÿ ôóíêöèè 𝜇(𝑃 ) ïîëó÷èì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëü-
ìà ïåðâîãî ðîäà

̂︀𝐴[𝜇] = ∫
𝑆

𝜓(𝑃0,𝑃 )𝜇(𝑃 )𝑑𝜎 = 𝑓(𝑃0). (2.2.47)



86 Ãë. 2. Ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ äèôðàêöèè.

Ïóñòü ëþáîé ôóíêöèè 𝑣(𝑃 ), 𝑃 ∈ 𝑆 îïåðàòîð ̂︀𝐵[𝑣] ñòàâèò â ñîîò-
âåòñòâèå ôóíêöèþ 𝑤(𝑀):̂︀𝐵[𝑣] =

∫
𝑆

𝜓(𝑀 ,𝑃 )𝑣(𝑃 )𝑑𝜎𝑃 = 𝑤(𝑀), 𝑀 ∈ R3. (2.2.48)

Ïðè 𝑀 = 𝑃0 ∈ 𝑆 îïåðàòîð ̂︀𝐵 ñîâïàäàåò ñ îïåðàòîðîì ̂︀𝐴[𝑣], à
𝑤(𝑃 ) = 𝑓(𝑃 ), 𝑃 ∈ 𝑆. Ôóíêöèÿ 𝑤(𝑀), 𝑀 ∈ R3 åñòü ïîòåíöèàë
ïðîñòîãî ñëîÿ, óäîâëåòâîðÿþùèé ïðè 𝑀 ∈ R3∖𝑆 îäíîðîäíîìó
óðàâíåíèþ Ãåëüìãîëüöà, ñîîòâåòñòâóþùèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì
è óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Δ𝑤 + 𝑘20𝑤 = 0, 𝑀 ∈ R3∖𝑆,
[𝑤]|𝑆 = 0,[︁
𝜕𝑤

𝜕𝑛

]︁⃒⃒⃒
𝑆
= −𝑣(𝑃 ),

𝜕𝑤

𝜕𝑟
− 𝑖𝑘0𝑤 = 𝑜

(︁1
𝑟

)︁
ïðè 𝑟 → ∞.

(2.2.49)

Èñïîëüçóÿ âòîðóþ ôîðìóëó Ãðèíà â îáëàñòÿõ 𝐷𝑒 è 𝐷𝑖, ïîëó÷èì
ñîîòâåòñòâåííî⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

Im

∫
𝑆

(︁
𝜕𝑤

𝜕𝑛

)︁
𝑒
𝑤*
𝑒𝑑𝜎 = − lim

𝑅→∞

∫
Σ𝑅

𝜕𝑤

𝜕𝑟
𝑤*𝑑𝜎 ̸= 0,

Im

∫
𝑆

(︁
𝜕𝑤

𝜕𝑛

)︁
𝑖
𝑤*
𝑖 𝑑𝜎 = 0.

(2.2.50)

Âû÷èòàÿ ïåðâóþ ôîðìóëó èç âòîðîé, è ó÷èòûâàÿ (2.2.49) è

(2.2.47), ïîëó÷èì, ÷òî Im
⟨
𝑣, ̂︀𝐴[𝑣]⟩ ñîõðàíÿåò çíàê äëÿ ∀𝑣(𝑃 ),

𝑃 ∈ 𝑆. Îòñþäà è ñëåäóåò äèññèïàòèâíîñòü îïåðàòîðà ̂︀𝐴[𝑣], à òåì
ñàìûì âîçìîæíîñòü ñòðîèòü ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå ìåòîäîì
ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê.

Çàäà÷à Íåéìàíà. Èññëåäóåì âîïðîñ î äèññèïàòèâíîñòè îïå-
ðàòîðà, âîçíèêàþùåãî ïðè ñâåäåíèè ýòîé çàäà÷è ê èíòåãðàëüíî-
ìó óðàâíåíèþ Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà. Íàïîìíèì ìàòåìàòè÷å-
ñêóþ ìîäåëü çàäà÷è Íåéìàíà:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

Δ𝑢+ 𝑘2
0
𝑢 = 0, 𝑀 ∈ 𝐷𝑒,

𝜕𝑢

𝜕𝑛𝑃0

⃒⃒⃒⃒
𝑆

= 𝑓(𝑃0),

𝜕𝑢

𝜕𝑟
− 𝑖𝑘𝑢 = 𝑜

(︁1
𝑟

)︁
, 𝑟 → ∞.

(2.2.51)



2. Èòåðàöèîííûå ìåòîäû 87

Êàê áûëî äîêàçàíî ðàíåå, çàäà÷à (2.2.51) îäíîçíà÷íî ðàçðå-
øèìà ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà 𝑘0 è íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìîé ôóíêöèè 𝑓(𝑃0). Áóäåì èñêàòü åå ðåøåíèå â âèäå
ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ

𝑢(𝑀) =

∫
𝑆

𝜕𝜓

𝜕𝑛𝑃
(𝑀 ,𝑃 )𝜈(𝑃 )𝑑𝜎. (2.2.52)

Èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (2.2.51) äëÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè ïëîò-
íîñòè 𝜈(𝑃 ) ïîëó÷èì óðàâíåíèå

𝜕

𝜕𝑛𝑃0

∫
𝑆

𝜕𝜓

𝜕𝑛𝑃
(𝑃0,𝑃 )𝜈(𝑃 )𝑑𝜎 = 𝑓(𝑃0) (2.2.53)

èëè â îïåðàòîðíîì âèäå

̂︀𝐴[𝜈] = 𝜕

𝜕𝑛𝑃0

∫
𝑆

𝜕𝜓

𝜕𝑛𝑃
𝜈(𝑃 )𝑑𝜎 = 𝑓(𝑃0). (2.2.54)

Äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé íà 𝑆 ôóíêöèè 𝑣(𝑃 ),
𝑃 ∈ 𝑆 ñóùåñòâóåò ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ

𝑤(𝑀) =

∫
𝑆

𝜕𝜓

𝜕𝑛𝑃
𝑣(𝑃 )𝑑𝜎, 𝑀 ∈ R3. (2.2.55)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè 𝑀 = 𝑃0|𝑆

̂︀𝐴[𝑣] = 𝜕𝑤

𝜕𝑛𝑃0

(𝑃0,𝑃 )

⃒⃒⃒⃒
𝑃0∈𝑆

. (2.2.56)

Êàê ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ, ôóíêöèÿ 𝑤(𝑀) óäîâëåòâîðÿåò
îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ Ãåëüìãîëüöà âñþäó â R3 çà èñêëþ÷åíèåì
ïîâåðõíîñòè 𝑆, íà ïîâåðõíîñòè 𝑆 𝑤(𝑀) ðàçðûâíà, ïðè÷åì

[𝑤(𝑃0)]|𝑆 = −𝑣(𝑃0),

à åå ïðîèçâîäíàÿ ïî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè 𝑆 íåïðåðûâíà íà 𝑆,
è 𝑤(𝑀) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè.

Íà îñíîâàíèè óêàçàííûõ ñâîéñòâ ôóíêöèè 𝑤(𝑀) ïîëó÷èì

Im

∫
𝑆

(︁
𝜕𝑤

𝜕𝑛𝑃

)︁
𝑒
· 𝑤*

𝑒𝑑𝜎 = −𝑘0 lim
𝑅→∞

∫
∑︀

𝑅

|𝑤|2𝑑𝜎 > 0,

Im

∫
𝑆

(︁
𝜕𝑤

𝜕𝑛𝑃

)︁
𝑖
· 𝑤*

𝑖 𝑑𝜎 = 0.
(2.2.57)
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Îòñþäà ñëåäóåò

Im

∫
𝑆

(︁
𝜕𝑤

𝜕𝑛𝑃

)︁
𝑣*(𝑃 )𝑑𝜎 > 0, (2.2.58)

è, îêîí÷àòåëüíî,

Im
⟨ ̂︀𝐴[𝑣], 𝑣⟩ > 0 ∀𝑣(𝑃 ), 𝑃 ∈ 𝑆, (2.2.59)

÷òî è äîêàçûâàåò äèññèïàòèâíîñòü îïåðàòîðà ̂︀𝐴[𝑣].
III-ÿ êðàåâàÿ çàäà÷à. Äèññèïàòèâíîñòü îïåðàòîðà ýòîé çàäà-

÷è áóäåò äîêàçàíà â ïàðàãðàôå, ïîñâÿùåííîì ìåòîäó äèñêðåòíûõ
èñòî÷íèêîâ.

Çàìå÷àíèå 2.2.4 Ðàññìîòðåííûå ìåòîäû ïåðåõîäà ê èíòå-
ãðàëüíûì óðàâíåíèÿì îò çàäà÷ äèôðàêöèè íà çàìêíóòûõ òå-
ëàõ âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìîãóò áûòü ïåðåíåñåíû è íà çàäà÷è
äèôðàêöèè íà íåçàìêíóòûõ ýêðàíàõ.
Çàìå÷àíèå 2.2.5 Âîçìîæíî ñâåäåíèå êðàåâûõ çàäà÷ òåîðèè
äèôðàêöèè è ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì Ôðåäãîëüìà ïåð-
âîãî ðîäà äðóãîãî âèäà, äèññèïàòèâíîñòü îïåðàòîðîâ êîòî-
ðûõ óäàåòñÿ äîêàçàòü ëèøü ïðè óñëîâèè íåðåçîíàíñíîñòè
îáëàñòè 𝐷 òåëà äèôðàêöèè. Ýòè óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ÷àñò-
íûì ñëó÷àåì áîëåå îáùèõ èíòåãðî-ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíå-
íèé, ñâîéñòâà êîòîðûõ áóäóò ðàññìîòðåíû â ñëåäóþùåì
ïóíêòå.
Çàìå÷àíèå 2.2.6 Ðàçâèòûå â äàííîì ïóíêòå èòåðàöèîííûå
ìåòîäû ðåøåíèÿ ñêàëÿðíûõ çàäà÷ äèôðàêöèè áåç îñîáûõ èäåé-
íûõ èçìåíåíèé ïåðåíîñÿòñÿ è íà ñëó÷àé ýëåêòðîìàãíèòíîé
äèôðàêöèè.

2.4. Èíòåãðî-ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ çàäà÷ äèôðàê-
öèè. Èòåðàöèîííûå ìåòîäû äàëåêî íå âñåãäà îêàçûâàþòñÿ íàè-
áîëåå ýôôåêòèâíûìè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ äèôðàêöèè. Âî ìíîãèõ
ñëó÷àÿõ ñ íåìåíüøèì óñïåõîì ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ òàê íàçûâàå-
ìûì ìåòîäîì èíòåãðî-ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ðîäà.
Íà÷íåì ñ íàâîäÿùèõ ñîîáðàæåíèé. Ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ Ôîêà
ìû èñõîäèëè èç ôîðìóëû Ñòðýòòîíà�×ó

H(𝑀) = H0(𝑀) +
1
4𝜋

∫
𝑆

{︁[︁
∇𝜙× [n×H]

]︁
−

−∇𝜙 (n ·H) + 𝑖𝑘𝜙 [n×E]
}︁
𝑑𝜎, 𝑀 ∈ 𝐷𝑒,

(2.2.60)
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è äëÿ çàäà÷è äèôðàêöèè íà èäåàëüíî ïðîâîäÿùåì òåëå ïðè
ãðàíè÷íîì óñëîâèè [n×E]|𝑆 = 0 ïóòåì ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà,
óñòðåìëÿÿ òî÷êó 𝑀 ê ãðàíè÷íîé òî÷êå 𝑃0 ∈ 𝑆, ïîëó÷èëè óðàâíå-
íèå Ôîêà (2.1.5).

Åñëè ïîïðîáîâàòü ïðèìåíèòü ýòîò ìåòîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è
äèôðàêöèè íà èìïåäàíñíîì òåëå ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

[n×E]|𝑆 = 𝜁(𝑃 )
[︁
n× [n×H]

]︁⃒⃒⃒
𝑆
= 𝜁(𝑃 ) [n× jïîâ]|𝑆 ,

òî âñå ïîäûíòåãðàëüíûå ÷ëåíû â (2.2.60) îêàæóòñÿ, âîîáùå ãî-
âîðÿ, îòëè÷íûìè îò íóëÿ è ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå

jïîâ(𝑃0) +
1
2𝜋

∫
𝑆

{︁
[∇𝜙× jïîâ] +

𝑖

𝑘
∇𝜙 𝜕

𝜕τττττττττ𝑃

{︁
𝜁(𝑃 ) [n× jïîâ]

}︁
+

+𝑖𝑘𝜙
(︁
𝜁(𝑃 ) [n𝑃 × jïîâ]

)︁}︁
𝑑𝜎 = 2j 0ïîâ(𝑃0). (2.2.61)

Óðàâíåíèå (2.2.61) ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíûì èíòåãðî-äèôôåðåí-
öèàëüíûì óðàâíåíèåì Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà, è àëãîðèòìû
åãî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ìîãóò îêàçàòüñÿ îñîáåííî òðóäîåìêèìè.
Ýòî çàñòàâëÿåò èñêàòü áîëåå ïðîñòûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè
çàäà÷ äèôðàêöèè íà èìïåäàíñíûõ òåëàõ.

Êàê îáû÷íî, íà÷íåì ñî ñêàëÿðíîé çàäà÷è äèôðàêöèè íà èì-
ïåäàíñíîì òåëå: ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

Δ𝑢+ 𝑘20𝑢 = 0, 𝑀 ∈ 𝐷𝑒,
𝜕𝑢

𝜕𝑛
+ ℎ(𝑃 )𝑢

⃒⃒⃒
𝑆
= 𝑓(𝑃 ),

𝜕𝑢

𝜕𝑟
− 𝑖𝑘𝑢 = 𝑜

(︁1
𝑟

)︁
, 𝑟 → ∞.

(2.2.62)

Êàê áûëî äîêàçàíî ðàíåå, çàäà÷à (2.2.62) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà
ïðè óñëîâèè Imℎ(𝑃 ) < 0.

Ïðèìåíÿÿ â îáëàñòè 𝐷𝑒 ê ôóíêöèè 𝑢(𝑀) è ôóíäàìåíòàëüíî-
ìó ðåøåíèþ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà

𝜙(𝑀0,𝑀) =
𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑀0𝑀
,

ïðè 𝑀0 ∈ 𝐷0 ∈ 𝐷𝑖 (𝐷0 � ïîäîáëàñòü òåëà 𝐷𝑖), âòîðóþ ôîðìóëó
Ãðèíà, è èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ, ïîëó÷èì∫

𝑆

{︂
𝜙(𝑀0,𝑃 )

(︁
𝜕𝑢

𝜕𝑛𝑃

)︁
𝑒
− 𝑢𝑒

𝜕𝜙

𝜕𝑛

}︂
𝑑𝜎 = 0. (2.2.63)
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Â ñèëó ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ â (2.2.62) ñîîòíîøåíèå (2.2.63) ìîæ-
íî ïåðåïèñàòü â âèäå∫

𝑆

(︁
𝜕𝜙

𝜕𝑛
+ ℎ𝜙

)︁
𝑢𝑑𝜎 =

∫
𝑆

𝜙(𝑀0,𝑃 )𝑓(𝑃 )𝑑𝜎, (2.2.64)

è ââîäÿ îáîçíà÷åíèå

𝐾(𝑀0,𝑃 ) =
𝜕𝜙

𝜕𝑛𝑃
(𝑀0,𝑃 ) + ℎ(𝑃 )𝜙(𝑀0,𝑃 ), 𝑀0 ∈ 𝐷0, 𝑃 ∈ 𝑆,

(2.2.65)
îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì∫

𝑆

𝐾(𝑀0,𝑃 )𝑢(𝑃 )𝑑𝜎 = 𝐹 (𝑀0), 𝑀0 ∈ 𝐷0, (2.2.66)

ãäå

𝐹 (𝑀0) =

∫
𝑆

𝜙(𝑀0,𝑃 )𝑓(𝑃 )𝑑𝜎 � (2.2.67)

èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ ñ çàäàííîé ïëîòíî-
ñòüþ 𝑓(𝑃 ).

Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå (2.2.66) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì
óðàâíåíèåì ïåðâîãî ðîäà îñîáîãî âèäà, ïîñêîëüêó îáëàñòè 𝐷0

çàäàíèÿ ôóíêöèè 𝐹 (𝑀0) � èçâåñòíîé ïðàâîé ÷àñòè (2.2.66) è
èñêîìîé ôóíêöèè 𝑢(𝑃 ) (𝑃 ∈ 𝑆) íå ñîâïàäàþò. Ýòî âûðàæåíèå
íàçîâåì èíòåãðî-ôóíêöèîíàëüíûì óðàâíåíèåì ïåðâîãî ðîäà.

Äîêàæåì ýêâèâàëåíòíîñòü èñõîäíîé çàäà÷è è óðàâíåíèÿ
(2.2.66) ïðè óñëîâèè, ÷òî (2.2.66) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé òî÷êè
𝑀0 ∈ 𝐷0.

Ðàíåå áûëà äîêàçàíà îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü èñõîäíîé
çàäà÷è. Ïîñêîëüêó (2.2.66) ïîëó÷åíî ïóòåì òîæäåñòâåííûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è, òî (2.2.66) ðàçðåøèìî
äëÿ ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè, îïðåäåëåííîé ôîðìóëîé (2.2.67).

Äîêàæåì, ÷òî ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå 𝑢0(𝑃 ) ̸≡ 0 îäíîðîäíîãî óðàâ-
íåíèÿ (2.2.66). Ïîñòðîèì ôóíêöèþ

�̇� (𝑀) =

∫
𝑆

𝐾(𝑀 ,𝑃 )𝑢0(𝑃 )𝑑𝜎, (2.2.68)

ÿâëÿþùóþñÿ êîìáèíàöèåé ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîãî è äâîéíîãî
ñëîÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî �̇� (𝑀) (2.2.68) óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó



2. Èòåðàöèîííûå ìåòîäû 91

óðàâíåíèþ Ãåëüìãîëüöà âñþäó çà èñêëþ÷åíèåì ïîâåðõíîñòè 𝑆. Â
ñèëó (2.2.66) îíà ðàâíà íóëþ ïðè 𝑀0 ∈ 𝐷0

�̇� (𝑀0) ≡ 0, 𝑀0 ∈ 𝐷0. (2.2.69)

Èç (2.2.69) â ñèëó àíàëèòè÷íîñòè ïîâåðõíîñòíûõ ïîòåíöèàëîâ
�̇� (𝑀) ≡ 0 ïðè ∀𝑀 ∈ 𝐷𝑖. Ñëåäîâàòåëüíî, è ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ
𝑊0(𝑀) è åå íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé íà ïîâåðõíîñòè 𝑆 ðàâíû
íóëþ

�̇�𝑖(𝑃 )|𝑆 ≡
(︂
𝜕�̇� (𝑃 )

𝜕𝑛𝑃

)︂
𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝑆

= 0. (2.2.70)

Òàê æå, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ òðå-
òüåé êðàåâîé çàäà÷è â ñëó÷àå ñêàëÿðíîé äèôðàêöèè, ïîëó÷èì(︂

𝜕�̇�

𝜕𝑛

)︂
𝑒

+ ℎ(𝑃 )�̇�𝑒

⃒⃒
𝑆
= 0. (2.2.71)

Èç (2.2.71) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ �̇� (𝑀) ≡ 0, 𝑀 ∈ R3, è òåì ñà-
ìûì 𝑢0(𝑃 )|𝑃∈𝑆 = 0, ÷òî äîêàçûâàåò îäíîçíà÷íóþ ðàçðåøèìîñòü
çàäà÷è (2.2.66) è åå ýêâèâàëåíòíîñòü çàäà÷å (2.2.62).

Çàìå÷àíèå 2.2.7 Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ (2.2.66) ìîãóò áûòü
èñïîëüçîâàíû âñå àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàëü-
íûõ óðàâíåíèé.

Çàìå÷àíèå 2.2.8 Òðåáîâàíèå âûïîëíåíèÿ (2.2.66) âî âñåõ òî÷-
êàõ îáëàñòè 𝐷0 ìîæåò áûòü îñëàáëåíî. Â ÷àñòíîñòè, åñëè
îáëàñòü 𝐷0 íåðåçîíàíñíàÿ, åãî ìîæíî çàìåíèòü óñëîâèåì,
÷òîáû (2.2.66) âûïîëíÿëîñü â ñ÷åòíîì, âñþäó ïëîòíîì íà
ïîâåðõíîñòè 𝑆0 � ãðàíèöå îáëàñòè 𝐷0, ìíîæåñòâå òî÷åê
{𝑀𝑛}∞𝑛=1. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå î÷åâèäíî ôóíêöèÿ �̇�
(2.2.68) óäîâëåòâîðÿåò íà 𝑆0 óñëîâèþ

�̇� (𝑃 )
⃒⃒
𝑆0

= 0, 𝑃 ∈ 𝑆0, (2.2.72)

è â ñèëó íåðåçîíàíñíîñòè îáëàñòè 𝐷0

�̇� (𝑀) ≡ 0, 𝑀 ∈ 𝐷0.

Òàêæå äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû (2.2.66) âûïîëíÿ-
ëîñü âî âñåõ òî÷êàõ 𝑃 àíàëèòè÷åñêîé êðèâîé 𝐶, âñþäó ïëîòíî
ïîêðûâàþùåé ïîâåðõíîñòü 𝑆0 è äàæå â ñ÷åòíîì ìíîæåñòâå
òî÷åê {𝑀𝑛}∞𝑛=1, âñþäó ïëîòíîì íà ñêîëü óãîäíî ìàëîì îòðåç-
êå 𝐶𝜀 òàêîé àíàëèòè÷åñêîé êðèâîé 𝐶.
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Çàìå÷àíèå 2.2.9 Ðàññìîòðåííûå äëÿ ñêàëÿðíîãî ñëó÷àÿ ìå-
òîäû ïåðåíîñÿòñÿ è íà çàäà÷è ýëåêòðîìàãíèòíîé äèôðàêöèè.
Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ìàêñ-
âåëëà âî âíåøíåé îáëàñòè 𝐷𝑒 ïîâåðõíîñòè 𝑆 èìïåäàíñíîãî
òåëà 𝐷𝑖 ïðè ãðàíè÷íîì óñëîâèè

[n×E]|𝑆 = 𝜁(𝑃 ) [n× jïîâ] +E0
τττττττττ
(𝑃 ) (2.2.73)

è óñëîâèÿìè èçëó÷åíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè.
Ïóñòü â ïîäîáëàñòè 𝐷0 âíóòðåííåé îáëàñòè 𝐷𝑖 çàäà-

íû èñòî÷íèêè j(𝑀), ñîçäàþùèå â R3 âñïîìîãàòåëüíîå ïîëå
{E2,H2}, óäîâëåòâîðÿþùåå â 𝐷𝑒 îäíîðîäíîé ñèñòåìå óðàâ-
íåíèé Ìàêñâåëëà è óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ. Ñ ïîìîùüþ ëåììû
Ëîðåíöà äëÿ èñêîìîãî ïîëÿ {E,H} è âñïîìîãàòåëüíîãî ïîëÿ
{E2,H2} ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå∫

𝑆

(︁{︁
[E2 ×H]− [E×H2]

}︁
· n
)︁
𝑑𝜎 = 0, (2.2.74)

êîòîðîå, èñïîëüçóÿ (2.2.73), ïåðåïèøåì â âèäå∫
𝑆

{︁
𝜁(𝑃 )

(︁
H2(𝑀 ,𝑃 ) · [n(𝑃 )× jïîâ(𝑃 )]

)︁
+

+
(︁
E2(𝑃 ) · jïîâ(𝑃 )

)︁}︁
𝑑𝜎𝑃 =

∫
𝑆

(︀
H2(𝑀 ,𝑃 ) ·E0

τττττττττ

)︀
𝑑𝜎.

(2.2.75)

Ñîîòíîøåíèå (2.2.75) ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì èíòåãðî-ôóíêöèî-
íàëüíûì óðàâíåíèåì ïåðâîãî ðîäà, è åãî ýêâèâàëåíòíîñòü
èñõîäíîé çàäà÷å ýëåêòðîìàãíèòíîé äèôðàêöèè äîêàçûâàåòñÿ
àíàëîãè÷íî ñêàëÿðíîìó ñëó÷àþ.

� 3. Ìåòîä äèñêðåòíûõ èñòî÷íèêîâ

Îäíèì èç äåéñòâåííûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ âíåøíèõ êðàå-
âûõ çàäà÷ ìíîãèõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ÿâëÿåòñÿ ìå-
òîä äèñêðåòíûõ èñòî÷íèêîâ (ÌÄÈ), ëåæàùèé â îñíîâå íå òîëü-
êî ñòðîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ðàññìîòðåíèé ïðîáëåì îäíîçíà÷íîé
ðàçðåøèìîñòè áîëüøèõ êëàññîâ çàäà÷, íî è ÿâëÿþùèéñÿ áàçîé
ñîçäàíèÿ ýôôåêòèâíûõ êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé ðåàëèçàöèè
ñîâðåìåííûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìîäåëåé ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ çàäà÷, â ÷àñòíîñòè äëÿ àíàëèçà
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ðàññåèâàþùèõ ñâîéñòâ ëîêàëüíûõ ñòðóêòóð, âêëþ÷àÿ íàíîðàç-
ìåðíûå íåîäíîðîäíîñòè ñðåäû.

Îñíîâíàÿ èäåÿ ÌÄÈ ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè êâàçèðåøåíèÿ èñ-
õîäíîé êðàåâîé çàäà÷è â âèäå ñóïåðïîçèöèè ðåøåíèé ñïåöèàëüíî
âûáðàííûõ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷.

Ðàññìîòðåíèå ðåàëèçàöèè ÌÄÈ íà÷íåì, êàê îáû÷íî, ñî ñêà-
ëÿðíîãî ñëó÷àÿ.

3.1. Ñêàëÿðíàÿ çàäà÷à. Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå
âíåøíåé êðàåâîé çàäà÷è⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝐿[𝑢] = 0, 𝑀 ∈ 𝐷𝑒,

𝑃 [𝑢]|𝑆 = 𝑓(𝑃 ), 𝑃 ∈ 𝑆,

𝜕𝑢

𝜕𝑟
− 𝑖𝑘𝑢 = 𝑜

(︁1
𝑟

)︁
, 𝑟 → ∞,

(2.3.1)

ãäå 𝐿 � ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà, 𝑃 [𝑢]|𝑆 � ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé
îïåðàòîð íà 𝑆, ïåðâîãî ïîðÿäêà, 𝑓(𝑃 )|𝑆 � çàäàííàÿ íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè îáåñïå-
÷èâàþò îòñóòñòâèå âíåøíèõ èñòî÷íèêîâ íà áåñêîíå÷íîñòè.
Çàìå÷àíèå 2.3.1 Çàäà÷à, àíàëîãè÷íàÿ (2.3.1), ñ íåîäíîðîäíîé
ïðàâîé ÷àñòüþ 𝐿[𝑢] = −𝐹 (𝑀) äîñòàòî÷íî ïðîñòî ñâîäèòñÿ ê
îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ ñ èçìåíåííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì.
Ïóñòü ñóùåñòâóåò ñèñòåìà {𝑣𝑛(𝑀)}∞𝑛=1 ÷àñòíûõ ðåøåíèé îäíî-
ðîäíîãî óðàâíåíèÿ (2.3.1), óäîâëåòâîðÿþùàÿ òåì æå óñëîâèÿì íà
áåñêîíå÷íîñòè,

𝐿 [𝑣𝑛] = 0, 𝑀 ∈ 𝐷𝑒, (2.3.2)

è ïóñòü ñèñòåìà

{𝑃 [𝑣𝑛]}∞𝑛=1 = {𝜙𝑛(𝑃 )}∞𝑛=1 (2.3.3)

ïîëíà è çàìêíóòà íà 𝑆, òî åñòü ôóíêöèÿ 𝑓(𝑃 ) ãðàíè÷íîãî
óñëîâèÿ (2.3.1) ìîæåò áûòü ñ ëþáîé çàäàííîé òî÷íîñòüþ 𝜀

𝑁

ïðèáëèæåíà â íîðìå 𝐿2(𝑆) êîíå÷íîé ñóïåðïîçèöèåé ôóíêöèé
ñèñòåìû (2.3.3) ⃦⃦⃦⃦

⃦𝑓(𝑃 )−
𝑁∑︁
𝑛=1

𝐶(𝑁)
𝑛 𝜙𝑛(𝑃 )

⃦⃦⃦⃦
⃦ < 𝜀

𝑁
. (2.3.4)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäà÷à (2.3.1) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà â êëàñ-
ñè÷åñêîì ñìûñëå. Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 2.3.1 Åñëè ñèñòåìà {𝜙𝑛(𝑃 )}∞𝑛=1 ïîëíà è çàìêíóòà íà
𝑆, òî êâàçèðåøåíèå

𝑢
𝑁
(𝑀) =

𝑁∑︁
𝑛=1

𝐶(𝑁)
𝑛 𝑣𝑛(𝑀), (2.3.5)

ñ òåìè æå êîýôôèöèåíòàìè 𝐶(𝑁)
𝑛 , ÷òî è â (2.3.4), ðàâíîìåðíî

ïðèáëèæàåò ðåøåíèå 𝑢(𝑀) çàäà÷è (2.3.1) â íåïðåðûâíîé íîðìå

|𝑢(𝑀)− 𝑢
𝑁
(𝑀)| < 𝐶(𝑑) 𝜀

𝑁
(2.3.6)

â ëþáîì êîìïàêòå 𝑑 îáëàñòè 𝐷𝑒 (𝑑 ∈ 𝐷𝑒) ñ êîýôôèöèåíòîì
𝐶(𝑑), âîîáùå ãîâîðÿ, ñâîèì äëÿ âûáðàííîãî êîìïàêòà 𝑑.

Èíûìè ñëîâàìè, òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî èç ïðèáëèæåíèÿ
ôóíêöèè 𝑓(𝑃 ) � ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ çàäà÷è (2.3.1) ñèñòåìîé
{𝜙𝑛(𝑃 )}∞𝑛=1 â íîðìå 𝐿2(𝑆) ñëåäóåò ðàâíîìåðíîå ïðèáëèæåíèå
êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.3.1) åãî êâàçèðåøåíèåì â ëþ-
áîì êîìïàêòå 𝑑 ⊂ 𝐷𝑒.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëü-
íî çàäà÷è (2.3.1) è ëþáîãî ðåøåíèÿ 𝑣(𝑀) îäíîðîäíîãî óðàâíå-
íèÿ 𝐿[𝑣] = 0, 𝑀 ∈ 𝐷, óäîâëåòâîðÿþùåãî òåì æå óñëîâèÿì íà
áåñêîíå÷íîñòè, ÷òî è ðåøåíèå 𝑢(𝑀) çàäà÷è (2.3.1), èìååò ìåñòî
ôîðìóëà Ãðèíà∫

𝐷𝑒

{︁
𝑣𝐿[𝑢]− 𝑢𝐿*[𝑣]

}︁
𝑑𝑉 =

∫
𝑆

{︁
𝑣𝑃 [𝑢]− 𝑢𝑃 *[𝑣]

}︁
𝑑𝜎, (2.3.7)

ãäå 𝐿*[𝑣] è 𝑃 *[𝑣] � îïåðàòîðû ñîïðÿæåííîé çàäà÷è, ñóùåñòâî-
âàíèå è ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ â êëàñ-
ñè÷åñêèõ êóðñàõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Âûáèðàÿ â
êà÷åñòâå ôóíêöèè 𝑣(𝑀) â (2.3.7) ôóíêöèþ Ãðèíà 𝑔 ñîïðÿæåííîé
çàäà÷è ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝐿*[𝑔] = −𝛿(𝑀0,𝑀),𝑀0,𝑀 ∈ 𝐷𝑒,

𝑃 *[𝑔]|𝑆 = 0,

𝜕𝑔

𝜕𝑟
− 𝑖𝑘𝑔 = 𝑜

(︁1
𝑟

)︁
, 𝑟 → ∞,

(2.3.8)

èç (2.3.7) ïîëó÷èì

𝑢(𝑀) =

∫
𝑆

𝑔(𝑀 ,𝑃 )𝑓(𝑃 )𝑑𝜎 (2.3.9)
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è

𝑢
𝑁
(𝑀) =

∫
𝑆

𝑔(𝑀 ,𝑃 )

𝑁∑︁
𝑛=1

𝐶(𝑁)
𝑛 𝜙𝑛(𝑃 )𝑑𝜎. (2.3.10)

Îòêóäà äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà 𝑑 ∈ 𝐷𝑒 èìååò ìåñòî

|𝑢(𝑀)− 𝑢
𝑁
(𝑀)| =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∫
𝑆

𝑔(𝑀 ,𝑃 )

{︃
𝑓(𝑃 )−

𝑁∑︁
𝑛=1

𝐶(𝑁)
𝑛 𝜙𝑛(𝑃 )

}︃
𝑑𝜎

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ . (2.3.11)

Èç ðàâåíñòâà (2.3.11), èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî è
ôîðìóëó (2.3.4), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

|𝑢(𝑀)− 𝑢
𝑁
(𝑀)|𝐶(𝑑) 6 𝐶(𝑑)𝜀

𝑁
, 𝑀 ∈ 𝑑 ⊂ 𝐷𝑒, (2.3.12)

ãäå
𝐶(𝑑) = ‖𝑔(𝑀 ,𝑃 )‖𝐿2(𝑆)

, 𝑀 ∈ 𝑑, (2.3.13)

÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó.
Äîêàçàííóþ òåîðåìó ÷àñòî íàçûâàþò òåîðåìîé êîððåêòíî-

ñòè.
Çàìå÷àíèå 2.3.2 Åñëè íîðìà ‖𝑔(𝑀0,𝑃 )‖𝐿2(𝑆)

ðàâíîìåðíî îãðà-
íè÷åíà â 𝐷𝑒, òî êâàçèðåøåíèå ðàâíîìåðíî ïðèáëèæàåò ðåøå-
íèå (2.3.1) âî âñåé îáëàñòè 𝐷𝑒.
Çàìå÷àíèå 2.3.3 Â îáùåì ñëó÷àå îïåðàòîð 𝑃 *[𝑔]|𝑆 ÿâëÿåòñÿ
äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì ñ êîñîé ïðîèçâîäíîé.

3.2. Âûáîð ñèñòåìû áàçèñíûõ ôóíêöèé. Ïðîáëåìà âû-
áîðà ñèñòåìû {𝜙𝑛(𝑃 )}∞𝑛=1, îáëàäàþùåé òðåáóåìûìè ñâîéñòâà-
ìè, ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç öåíòðàëüíûõ ïðîáëåì ÌÄÈ. Ýòîò âû-
áîð â ïåðâóþ î÷åðåäü îïðåäåëÿåòñÿ êëàññîì èçó÷àåìûõ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Íà÷íåì ñî ñêàëÿðíîé çàäà÷è äèôðàêöèè
íà ëîêàëüíîì òåëå â îäíîðîäíîé ñðåäå, äëÿ êîòîðîé îïåðàòîð
𝐿[𝑢] =

(︀
Δ+ 𝑘2

)︀
𝑢. Äëÿ ýòîãî êëàññà çàäà÷ èñïîëüçóåòñÿ ðÿä

ðàçëè÷íûõ èñòî÷íèêîâ, â ÷àñòíîñòè, äèïîëüíûå è ìóëüòèïîëüíûå
èñòî÷íèêè, ïîëÿ êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñèíãóëÿðíûìè ðåøåíèÿìè îä-
íîðîäíûõ óðàâíåíèé Ãåëüìãîëüöà ìóëüòèïîëüíîãî è äèïîëüíîãî
òèïà.

Ìåòàãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè (ìóëüòèïîëè È.Í. Âå-
êóà) [9]. Ýòè ôóíêöèè èìåþò âèä

𝑣𝑛(𝑀) = 𝜁
(1)
𝑙(𝑛)(𝑘 𝑟𝑂𝑀

)𝑌𝑛 (𝜃𝑀 ,𝜙𝑀
) , (2.3.14)
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íîñèòåëåì îñîáåííîñòè êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ îáùàÿ òî÷êà 𝑂 ñîîò-
âåòñòâóþùåé ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Âûáîð â êà÷åñòâå
ðàäèàëüíîãî ñîìíîæèòåëÿ ôóíêöèè Õàíêåëÿ ïåðâîãî ðîäà îáåñ-
ïå÷èâàåò âûïîëíåíèå óñëîâèé èçëó÷åíèÿ. Çäåñü, êàê è â ãëàâå 1,
ñèñòåìà ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé {𝑌𝑛(𝜃,𝜙)} çàíóìåðîâàíà îäíèì
èíäåêñîì 𝑛.
Òåîðåìà 2.3.2 Ñèñòåìà ìåòàãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé (2.3.14)
ëèíåéíî íåçàâèñèìà, ïîëíà è çàìêíóòà â íîðìå 𝐿2(𝑆) íà
ëþáîé çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè 𝑆 òèïà Ëÿïóíîâà, ñîäåðæàùåé
òî÷êó 𝑂 âíóòðè.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Íà÷íåì ñ äîêàçàòåëüñòâà ëèíåéíîé íåçàâèñè-
ìîñòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ëèíåéíàÿ êîìáè-
íàöèÿ ôóíêöèé ñèñòåìû (2.3.14) òàêàÿ, ÷òî

𝑁∑︁
𝑛=1

𝐶𝑛𝑣𝑛(𝑃 )

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑃∈𝑆

≡ 0 (2.3.15)

íà 𝑆.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

𝑣(𝑀) =
𝑁∑︁
𝑛=1

𝐶𝑛𝑣𝑛(𝑀) (2.3.16)

ñ òåìè æå êîýôôèöèåíòàìè 𝐶𝑛, ÷òî è â (2.3.15). Î÷åâèäíî,
𝑣(𝑀) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âíåøíåé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ îäíî-
ðîäíîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà, ðàâíûì íóëþ íà 𝑆 è óäîâëå-
òâîðÿþùèì óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, ïîýòîìó â
ñèëó òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå, èìåþ-
ùåé ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå, 𝑣(𝑀) ≡ 0,
ãäå 𝑀 ∈ 𝐷𝑒 + 𝑆. Ïîñêîëüêó ôóíêöèè (2.3.14) ÿâëÿþòñÿ àíà-
ëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè êîîðäèíàò, ôóíêöèÿ 𝑣(𝑀), îïðåäåëÿå-
ìàÿ (2.3.14), òàêæå ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî îíà ìîæåò áûòü àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæåíà âíóòðü
îáëàñòè 𝐷, îãðàíè÷åííîé ïîâåðõíîñòüþ 𝑆, òîëüêî íóëåì âïëîòü
äî íà÷àëà êîîðäèíàò

lim
𝑀→𝑂

𝑣(𝑀) = 0. (2.3.17)

Íî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà 𝑁 ìåòàãàðìîíè÷åñêèõ
ôóíêöèé èìååò â òî÷êå 𝑂 ïîëþñ, ïîðÿäîê êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ

ñòàðøèì ÷ëåíîì 𝜁
(1)
𝑙(𝑛)(𝑘 𝑟𝑂𝑀

). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçû-
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âàåò ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü ñèñòåìû {𝑣𝑛(𝑀)}∞𝑛=1 íà ëþáîé
ïîâåðõíîñòè 𝑆, ñîäåðæàùåé òî÷êó 𝑂 âíóòðè.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîëíîòû è çàìêíóòîñòè ñèñòåìû (2.3.14)
ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ 𝑓(𝑃 ), íå ðàâíàÿ
òîæäåñòâåííî íóëþ è îðòîãîíàëüíàÿ íà ïîâåðõíîñòè 𝑆 âñåì
ôóíêöèÿì ñèñòåìû (2.3.14),∫

𝑆

𝑣𝑛(𝑃 )𝑓(𝑃 )𝑑𝜎 = 0 ∀𝑛. (2.3.18)

Âîçüìåì øàð 𝐾𝑅 ðàäèóñà 𝑅 ñ öåíòðîì â òî÷êå 𝑂, öåëèêîì ëåæà-
ùèé âíóòðè ïîâåðõíîñòè 𝑆. Â ñèëó èçâåñòíîé òåîðåìû ñëîæåíèÿ
ìåòàãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé [32, 40] èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑀𝑃
=
𝜋𝑖

2

∑︁
𝑛

(2𝑛+ 1)𝜓𝑙(𝑛) (𝑘 𝑟𝑂𝑀
)𝑌𝑛 (𝜃𝑀 ,𝜙𝑀

) 𝑣𝑛(𝑃 ),

𝑀 ∈ 𝐾𝑅, 𝑃 ∈ 𝑆. (2.3.19)

Òîãäà, óìíîæàÿ ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â (2.3.18) íà çà-
âèñÿùèå ëèøü îò êîîðäèíàòû 𝑀 ñîìíîæèòåëè ïðè 𝑣𝑛(𝑃 ) è
ñóììèðóÿ ïî 𝑛 îò 1 äî áåñêîíå÷íîñòè, èç (2.3.18) ïîëó÷èì∫

𝑆

𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑀𝑃
𝑓(𝑃 )𝑑𝜎𝑃 = 0, 𝑀 ∈ 𝐾𝑅. (2.3.20)

Ðàññìîòðèì ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ

𝑣(𝑀) =

∫
𝑆

𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑀𝑃
𝑓(𝑃 )𝑑𝜎𝑃 . (2.3.21)

Î÷åâèäíî, â ñèëó (2.3.20) ôóíêöèÿ 𝑣(𝑀), îïðåäåëÿåìàÿ (2.3.21),
òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ âíóòðè øàðà 𝐾𝑅,

𝑣(𝑀) ≡ 0, 𝑀 ∈ 𝐾𝑅. (2.3.22)

Îòêóäà, â ñèëó àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî
ñëîÿ, âûòåêàåò

𝑓(𝑃 ) ≡ 0, ∀𝑃 ∈ 𝑆. (2.3.23)

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå è äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü òåîðå-
ìû.

4 À. Ã. Ñâåøíèêîâ, È. Å.Ìîãèëåâñêèé
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Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî èç âîçìîæíîñòè êâàäðàòè÷íîé (òî
åñòü â ïðîñòðàíñòâå 𝐿2(𝑆)) àïïðîêñèìàöèè ìåòàãàðìîíè÷åñêè-
ìè ôóíêöèÿìè (2.3.14) ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ 𝑓(𝑃 ) ñëåäóåò ñó-
ùåñòâîâàíèå êâàçèðåøåíèÿ 𝑢

𝑁
(𝑀), ïðèáëèæàþùåãî â çàäàííîì

êîìïàêòå 𝑑 ⊂ 𝐷𝑒 â íåïðåðûâíîé íîðìå èñòèííîå ðåøåíèå çàäà-
÷è (2.3.1) ñ òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ.
Çàìå÷àíèå 2.3.4 Åñëè ïîâåðõíîñòü 𝑆 íå ñôåðà, òî ñèñòå-
ìà (2.3.14) íå ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì íà ýòîé ïîâåðõíîñòè, òî
åñòü ëþáóþ ãëàäêóþ íà 𝑆 ôóíêöèþ 𝑓(𝑃 ) ìîæíî â íîðìå 𝐿2(𝑆)
ñêîëü óãîäíî òî÷íî ïðèáëèçèòü ñîîòâåòñòâóþùåé êîíå÷íîé
ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ìåòàãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé⃦⃦⃦⃦

⃦𝑓(𝑃 )−
𝑁∑︁
𝑛=1

𝐶𝑛𝑣𝑛(𝑃 )

⃦⃦⃦⃦
⃦ < 𝜀

𝑁
, (2.3.24)

îäíàêî, âîîáùå ãîâîðÿ, íåëüçÿ ïîëó÷èòü ðÿä ìåòàãàðìîíè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé, ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ íà 𝑆 ê 𝑓(𝑃 )

lim
𝑁→∞

𝑁∑︁
𝑛=1

𝐶𝑛𝑣𝑛(𝑃 ) ̸= 𝑓(𝑃 ). (2.3.25)

×òîáû óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, ðàñ-
ñìîòðèì ïðèìåð, ïðåäëîæåííûé Â.Â. Êðàâöîâûì.

Ïóñòü 𝑆 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîâåðõíîñòü òèïà Ëÿïóíîâà, îòëè÷-
íàÿ îò ñôåðû. Èç ïðîèçâîëüíîé òî÷êè 𝑂 âíóòðè 𝑆 îïèøåì ñôåðó
Σ𝑅0

, ÷àñòè÷íî ïåðåñåêàþùóþ ïîâåðõíîñòü 𝑆. Âîçüìåì íà ýòîé
ñôåðå òî÷êó 𝑀0, ëåæàùóþ âíóòðè ïîâåðõíîñòè 𝑆 è ïîñòðîèì
ôóíêöèþ

𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑀0𝑃
= 𝑓(𝑃 )|𝑃∈𝑆 , 𝑀0 ∈ Σ𝑅0

. (2.3.26)

Ðàññìîòðèì âíåøíþþ êðàåâóþ çàäà÷ó⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Δ𝑢+ 𝑘2𝑢 = 0, 𝑀 ∈ 𝐷𝑒,

𝑢|𝑆 = 𝑓(𝑃 )|𝑃∈𝑆 =
𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑀0𝑃
, 𝑀0 ∈ 𝐷𝑖,

𝜕𝑢

𝜕𝑟
− 𝑖𝑘𝑢 = 𝑜

(︁1
𝑟

)︁
, 𝑟 → ∞.

(2.3.27)

Çàäà÷à (2.3.27) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà, è åå ðåøåíèå, î÷åâèäíî,
ðàâíî

𝑢(𝑀) =
𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑀0𝑀
, 𝑀 ∈ 𝐷𝑒 + 𝑆. (2.3.28)
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà ìåòàãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé (2.3.14)
{𝑣𝑛(𝑃 )}∞𝑛=1 � áàçèñ íà 𝑆, òî åñòü âîçìîæíî ïðåäñòàâëåíèå ôóíê-
öèè 𝑓(𝑃 ) íà 𝑆 â âèäå ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà

𝑓(𝑃 ) =
∞∑︁
𝑛=1

𝐶𝑛𝑣𝑛(𝑃 ). (2.3.29)

Òîãäà â ñèëó òåîðåìû êîððåêòíîñòè ïîëó÷èì

𝑢(𝑀) =

∞∑︁
𝑛=1

𝐶𝑛𝑣𝑛(𝑀), 𝑀 ∈ 𝐷𝑒 + 𝑆, (2.3.30)

÷òî â ñèëó (2.3.28) äàåò

𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑀0𝑀
=

∞∑︁
𝑛=1

𝐶𝑛𝑣𝑛(𝑀), 𝑀 ∈ 𝐷𝑒 + 𝑆. (2.3.31)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ñëîæåíèÿ ìåòàãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â
òî÷êå 𝑀1, ëåæàùåé è âíå ïîâåðõíîñòè 𝑆 è âíå Σ𝑅0

, ìîæíî
çàïèñàòü öåïî÷êó ðàâåíñòâ

𝑢(𝑀1) =

∞∑︁
𝑛=1

𝐶𝑛𝑣𝑛(𝑀1) =
𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑀0𝑀1

=

=
𝜋𝑖

2

∞∑︁
𝑛=1

(2𝑛+ 1)𝜓𝑙(𝑛)(𝑘𝑅0)𝑌𝑛(𝑀0)𝑣𝑛(𝑀1),

(2.3.32)

îòêóäà

𝐶𝑛 =
𝜋𝑖

2
(2𝑛+ 1)𝜓𝑙(𝑛)(𝑘𝑅0)𝑌𝑛(𝑀0). (2.3.33)

Òàê êàê ïðåäñòàâëåíèå (2.3.30) âûïîëíÿåòñÿ âî âñåõ òî÷êàõ 𝑀 ∈
∈ 𝐷𝑒, âêëþ÷àÿ òî÷êó 𝑀2, ëåæàùóþ âíóòðè Σ𝑅0

, íî âíå 𝑆, òî
äîëæíî èìåòü ìåñòî è ïðåäñòàâëåíèå

𝑢(𝑀2) =

∞∑︁
𝑛=1

𝐶𝑛𝑣𝑛(𝑀2) =
𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑀0𝑀2

=

=
𝜋𝑖

2

∞∑︁
𝑛=1

(2𝑛+ 1)𝜓𝑙(𝑛)(𝑘𝑅0)𝑌𝑛(𝑀0)𝑣𝑛(𝑀2),

(2.3.34)

4*
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÷òî ïðîòèâîðå÷èò ôîðìóëå ñëîæåíèÿ ìåòàãàðìîíè÷åñêèõ ôóíê-
öèé ïðè 𝑟

𝑂𝑀
2
< 𝑅0

𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑀0𝑀2

=
𝜋𝑖

2

∞∑︁
𝑛=1

(2𝑛+ 1)𝜓𝑙(𝑛)(𝑘𝑅𝑀2
)𝑌𝑛(𝑀2)𝑣𝑛(𝑀0), (2.3.35)

÷òî è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå î íåáàçèñíîñòè ñèñòåìû (2.3.14).

Çàìå÷àíèå 2.3.5 Ñèñòåìû ôóíêöèé
{︁
𝜕𝑣𝑛
𝜕𝑛𝑃

+ 𝛼(𝑃 )𝑣𝑛(𝑃 )
}︁∞

𝑛=1

⃒⃒⃒⃒
𝑆

è
{︁
𝜕𝑣𝑛
𝜕𝑛𝑃

}︁∞

𝑛=1

⃒⃒⃒⃒
𝑆

ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ïîëíû è çàìêíóòû â

𝐿2(𝑆). Äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ óòâåðæäåíèé ñ íåçíà÷èòåëüíû-
ìè èçìåíåíèÿìè è äîïîëíåíèÿìè ïîâòîðÿþò äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû 2.3.2.

3.3. Äèïîëè Â.Ä. Êóïðàäçå. Ìåòàãàðìîíè÷åñêèå ôóíê-
öèè ñîñòàâëÿþò êëàññ äèñêðåòíûõ èñòî÷íèêîâ (Ä.È.), íîñèòåëåì
ñèíãóëÿðíîñòè êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííàÿ îáùàÿ òî÷êà. Ýòî
â ðÿäå ñëó÷àåâ îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü ýôôåêòèâíîãî ïðèìåíåíèÿ
ìåòàãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â ÌÄÈ ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ çà-
äà÷. Áîëåå îáùèì ÿâëÿåòñÿ êëàññ Ä.È., íîñèòåëü ñèíãóëÿðíîñòè
êîòîðûõ óæå íå åäèíñòâåííàÿ òî÷êà, à íåêîòîðîå ìíîãîîáðàçèå.
Â ÷àñòíîñòè, òàêèìè Ä.È. ÿâëÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûå äèïîëüíûå
èñòî÷íèêè

{𝑤𝑛(𝑀)}∞𝑛=1 =

{︂
𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑀𝑛𝑀

}︂∞

𝑛=1

, 𝑀𝑛 ∈ 𝐷0, 𝑀 ∈ R3, (2.3.36)

ñèíãóëÿðíîñòè êîòîðûõ � òî÷êè {𝑀𝑛} âñþäó ïëîòíî çàïîëíÿþò
íåêîòîðóþ îáëàñòü 𝐷0 ⊂ R3. Ôóíêöèè (2.3.36) îäíèì èç ïåðâûõ
èñïîëüçîâàë äëÿ ðåøåíèÿ ðÿäà çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè
èçâåñòíûé ãðóçèíñêèé ìàòåìàòèê Â.Ä. Êóïðàäçå, è îíè èíîãäà
íàçûâàþòñÿ äèïîëè Êóïðàäçå [18].

Ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ ñâîéñòâ Ä.È. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà.
Òåîðåìà 2.3.3 Ñ÷åòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé (2.3.36)
ñ ñèíãóëÿðíîñòÿìè â òî÷êàõ {𝑀𝑛}∞𝑛=1 ∈ 𝐷0 ⊂ R3, âñþäó ïëîò-
íî çàïîëíÿþùèõ îáëàñòü 𝐷0, ëèíåéíî íåçàâèñèìà, ïîëíà è
çàìêíóòà íà ëþáîé çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè 𝑆 òèïà Ëÿïóíî-
âà, îáúåìëþùåé îáëàñòü 𝐷0.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ñèñòåìû (2.3.36) íà
𝑆 äîêàçûâàåòñÿ òàêæå, êàê è â òåîðåìå 2.3.2. ×òîáû äîêàçàòü
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ïîëíîòó è çàìêíóòîñòü ñèñòåìû (2.3.36), ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà
𝑆 ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ 𝑓(𝑃 ) ̸≡ 0, 𝑃 ∈ 𝑆, îðòîãîíàëüíàÿ
âñåì ôóíêöèÿì ñèñòåìû (2.3.36)∫

𝑆

𝑤*
𝑛(𝑀𝑛,𝑃 )𝑓(𝑃 )𝑑𝜎 = 0, ∀𝑛 (2.3.37)

è ïîñòðîèì ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ

𝑈(𝑀) =

∫
𝑆

𝑒−𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑀𝑃
𝑓(𝑃 )𝑑𝜎. (2.3.38)

Íà îñíîâàíèè (2.3.37)

𝑈(𝑀𝑛) ≡ 0, ∀𝑀𝑛 ∈ 𝐷0, (2.3.39)

à òàê êàê {𝑀𝑛}∞𝑛=1 âñþäó ïëîòíà â 𝐷0, òî

𝑈(𝑀) ≡ 0, 𝑀 ∈ 𝐷0. (2.3.40)

Â ñèëó àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ èç
(2.3.40) ñëåäóåò, ÷òî

𝑈(𝑀) ≡ 0, 𝑀 ∈ 𝐷𝑖 + 𝑆, (2.3.41)

è â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ íà 𝑆 âåðíî

𝑈𝑒(𝑃0)|𝑃0∈𝑆 = 0, (2.3.42)

îòêóäà íà îñíîâàíèè åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ âíåøíåé çàäà÷è
Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà âûïîëíÿåòñÿ

𝑈(𝑀) ≡ 0, 𝑀 ∈ R3, (2.3.43)

à, ñëåäîâàòåëüíî è 𝑓(𝑃 )|𝑃∈𝑆 = 0. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äî-
êàçûâàåò òåîðåìó 2.3.3.
Çàìå÷àíèå 2.3.6 Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2.3.3 èìååò ìåñòî è
ïðè îñëàáëåííûõ óñëîâèÿõ íà íîñèòåëü ñèíãóëÿðíîñòè ôóíê-
öèé (2.3.36). Åñëè îáëàñòü 𝐷0 â òåîðåìå 2.3.3 íåðåçîíàíñíàÿ,
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.3.3 äîñòàòî÷íî òðåáîâàíèÿ,
÷òîáû {𝑀𝑛}∞𝑛=1 âñþäó ïëîòíî ïîêðûâàëà òîëüêî ïîâåðõíîñòü
𝑆0 = 𝜕𝐷0 îáëàñòè 𝐷0 è äàæå, ÷òîáû ìíîæåñòâî {𝑀𝑛}∞𝑛=1 áû-
ëî âñþäó ïëîòíî íà ëþáîì îòðåçêå 𝐶𝜀 àíàëèòè÷åñêîé êðèâîé
𝐶, âñþäó ïëîòíî ïîêðûâàþùåé ïîâåðõíîñòü 𝑆0 íåðåçîíàíñíîé
îáëàñòè 𝐷0 âíóòðè 𝑆.
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Çàìå÷àíèå 2.3.7 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (2.3.36) íå ìèíèìàëüíà
è íå ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì íà 𝑆, îäíàêî èç íåå ìîæíî âûäå-
ëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé áàçèñû
â 𝐿2(𝑆).
Çàìå÷àíèå 2.3.8 Ôóíêöèè Ä.È. âèäà (2.3.36) ìîãóò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíû è äëÿ ðåøåíèÿ âíóòðåííèõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ
óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà âíóòðè íåðåçîíàíñíîãî òåëà 𝐷𝑖{︂

Δ𝑢+ 𝑘2𝑢 = 0, 𝑀 ∈ 𝐷𝑖,
(𝑢)𝑖|𝑆 = 𝑓(𝑃 ).

(2.3.44)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà-
÷è (2.3.44) ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôóíêöèÿìè (2.3.36), âûáðàâ
â êà÷åñòâå íîñèòåëÿ èõ ñèíãóëÿðíîñòåé ìíîæåñòâî òî÷åê
{𝑀𝑛}∞𝑛=1, âñþäó ïëîòíî ïîêðûâàþùèõ ïîâåðõíîñòü 𝑆, îáúåì-
ëþùóþ òåëî 𝐷𝑖.

Òàêæå ìîæíî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.3.44) èñïîëüçîâàòü
ðåãóëÿðíûå Ä.È. âèäà

𝜒𝑛(𝑀) =
sin 𝑘𝑅

𝑅𝑀0𝑀
, 𝑀0 ∈ 𝐷0 ⊂ 𝐷𝑖, 𝑀 ∈ 𝐷𝑖, (2.3.45)

äëÿ êîòîðûõ ïðè óñëîâèè íåðåçîíàíñíîñòè òåëà 𝐷𝑖 èìååò
ìåñòî àíàëîã òåîðåìû 2.3.3.
Çàìå÷àíèå 2.3.9 Äèïîëüíûå Ä.È. ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è äèôðàêöèè íà ïðîçðà÷íîì îäíîðîäíîì òåëå.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñ óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Δ𝑢𝑒 + 𝑘2𝑒𝑢𝑒 = −𝑓(𝑀), 𝑀 ∈ 𝐷𝑒,

Supp𝑓(𝑀) ⊂ 𝐷0 ⊂ 𝐷𝑒,

Δ𝑢𝑖 + 𝑘2𝑖 𝑢𝑖 = 0, 𝑀 ∈ 𝐷𝑖,

𝑢𝑒(𝑃 )|𝑆 = 𝑢𝑖(𝑃 )|𝑆 ;
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑛𝑃

⃒⃒⃒
𝑆
=

𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑛𝑃

⃒⃒⃒
𝑆
, 𝑃 ∈ 𝑆,

𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑟

− 𝑖𝑘𝑢𝑒 = 𝑜
(︁1
𝑟

)︁
, 𝑟 → ∞.

(2.3.46)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå 𝑢𝑒(𝑀) â îáëàñòè 𝐷𝑒 â âèäå 𝑢𝑒(𝑀) =
= 𝑢0(𝑀) + 𝑣(𝑀), ãäå

𝑢0(𝑀) =

∫
𝐷0

𝑒𝑖𝑘𝑒𝑅

𝑅𝑀𝑄
𝑓(𝑄)𝑑𝑉𝑄 (2.3.47)



3. Ìåòîä äèñêðåòíûõ èñòî÷íèêîâ 103

åñòü îáúåìíûé ïîòåíöèàë ñ ïëîòíîñòüþ 𝑓(𝑀). Òîãäà (2.3.46)
ïåðåéäåò â çàäà÷ó⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Δ𝑣 + 𝑘2𝑒𝑣 = 0, 𝑀 ∈ 𝐷𝑒,

Δ𝑢𝑖 + 𝑘2𝑖 𝑢𝑖 = 0, 𝑀 ∈ 𝐷𝑖,(︁
𝑣(𝑃 )− 𝑢𝑖(𝑃 )

)︁⃒⃒⃒
𝑃∈𝑆

= −𝑢0(𝑃 ) = 𝜓(𝑃 ), 𝑃 ∈ 𝑆,(︁
𝜕𝑣

𝜕𝑛𝑃
− 𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑛𝑃

)︁⃒⃒⃒
𝑃∈𝑆

= − 𝜕𝑢0
𝜕𝑛

⃒⃒⃒
𝑆
= 𝜙(𝑃 ).

(2.3.48)

Ìåòîäîì äèñêðåòíûõ èñòî÷íèêîâ êâàçèðåøåíèå çàäà-
÷è (2.3.48) èùåì â âèäå

𝑣
𝑁
(𝑀) =

𝑁∑︁
𝑛=1

𝛼(𝑁)
𝑛 𝑤𝑛(𝑀𝑛,𝑀),

𝑀 ∈ 𝐷𝑒,𝑀𝑛 ∈ 𝐷0 ⊂ 𝐷𝑖,

𝑢𝑖𝑁 (𝑀) =

𝑁∑︁
𝑛=1

𝛽(𝑁)
𝑛 𝜒𝑛(𝑀𝑛,𝑀),

𝑀 ∈ 𝐷𝑖,𝑀𝑛 ∈ 𝐷′
0 ⊂ 𝐷𝑖,

(2.3.49)

ãäå 𝑤𝑛(𝑀𝑛,𝑀) � ôóíêöèè (2.3.36), à 𝜒𝑛(𝑀𝑛,𝑀) �
Ä.È. (2.3.45). Àïïðîêñèìèðóÿ ôóíêöèè 𝜓(𝑃 ) è 𝜙(𝑃 ) ñ çàäàííîé
òî÷íîñòüþ 𝜀

𝑁
, ïîëó÷èì èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2.3.48) ñèñòå-

ìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ
𝛼(𝑁)
𝑛 è 𝛽(𝑁)

𝑛 , à òåì ñàìûì è êâàçèðåøåíèÿ 𝑣
𝑁
(𝑀) è 𝑢𝑖𝑁 (𝑀),

ïðèáëèæàþùèå â íåïðåðûâíîé íîðìå èñòèííûå ðåøåíèÿ
çàäà÷è (2.3.48) ñ òî÷íîñòüþ 𝑂(𝜀

𝑁
).

3.4. Àëãîðèòì ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ÌÄÈ. Ñóùåñòâåí-
íûì ìîìåíòîì â ðåàëèçàöèè ÌÄÈ ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ýôôåê-
òèâíûõ àëãîðèòìîâ èõ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ, â ïåðâóþ î÷å-
ðåäü ìåòîäîâ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ïðîáëåìû àïïðîêñèìàöèè
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Çäåñü âîçìîæíî èñïîëüçîâàíèå âñåãî àðñå-
íàëà ñîâðåìåííîé âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè, îäíàêî ñïåöèôè-
÷åñêèì äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äèôðàêöèè ÿâëÿ-
åòñÿ òàê íàçûâàåìûé ìåòîä êîëëîêàöèé, ñóòü êîòîðîãî ñîñòîèò
â ñâåäåíèè çàäà÷è ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîé íîðìû íåâÿçêè
àïïðîêñèìàöèè ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ êîíå÷íîé êîìáèíàöèåé Ä.È.

min

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑓(𝑃 )−

𝑁∑︁
𝑛=1

𝐶𝑛𝜙𝑛(𝑃 )

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿2(𝑆)

(2.3.50)
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ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ
êîýôôèöèåíòîâ 𝐶𝑛.

Âîçüìåì íà ïîâåðõíîñòè 𝑆 êîíå÷íîå 𝑀 ÷èñëî òàêèõ òî÷åê
𝑃𝑚 ∈ 𝑆, êîòîðûå íàçîâåì òî÷êàìè êîëëîêàöèè, è ïîòðåáóåì,
÷òîáû â ýòèõ òî÷êàõ âûïîëíÿëèñü ñîîòíîøåíèÿ

𝑁∑︁
𝑛=1

𝐶(𝑁)
𝑛 𝜙𝑛(𝑃𝑚) = 𝑓(𝑃𝑚), 𝑚 = 1, . . . ,𝑀. (2.3.51)

Ñâîéñòâà ñèñòåìû (2.3.51) íåîäíîêðàòíî ïîäðîáíî àíàëèçèðîâà-
ëèñü â ðàçëè÷íûõ ïîñîáèÿõ ïî âû÷èñëèòåëüíûì ìåòîäàì â òåî-
ðèè äèôðàêöèè (ñì., íàïðèìåð, [16]). Îòìåòèì, ÷òî ïðè 𝑀 > 𝑁
ñèñòåìà (2.3.51) ñòàíîâèòñÿ ïåðåîïðåäåëåííîé, è ìîæíî ãîâîðèòü
òîëüêî î åå ïñåâäîðåøåíèÿõ, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ ïðåäñòàâëÿåò
îïðåäåëåííûå ïðåèìóùåñòâà. Çàìåòèì, ÷òî íàéäÿ ðåøåíèå ñèñòå-
ìû (2.3.51), ëåãêî ïîëó÷èòü îöåíêè íîðìû íåâÿçêè íàéäåííîãî
êâàçèðåøåíèÿ è èñòèííîãî ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è.

Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî çàäà÷à (2.3.50), âîîáùå ãîâîðÿ, ÿâëÿ-
åòñÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííîé è äëÿ ïîëó÷åíèÿ åå óñòîé÷èâîãî
ðåøåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå ñëåäóåò ïðèáåãàòü ê ìåòîäàì ðåãóëÿðè-
çàöèè íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûõ çàäà÷, âïåðâûå ïðåäëîæåííûì
À.Í. Òèõîíîâûì.

3.5. Äèôðàêöèÿ íà îñåñèììåòðè÷íîì òåëå. Êàê ìû óæå
îòìå÷àëè, áîëüøîé êëàññ çàäà÷ äèôðàêöèè ñâÿçàí ñ èññëåäîâà-
íèåì ðàññåÿíèÿ îñåñèììåòðè÷íûìè òåëàìè.

Ïóñòü ïîâåðõíîñòü 𝑆 îáðàçîâàíà âðàùåíèåì êîíòóðà 𝐶 âî-
êðóã îñè 𝑧 öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (𝑟,𝜙, 𝑧). Ðàññìîò-
ðèì âíåøíþþ ñêàëÿðíóþ çàäà÷ó Äèðèõëå äèôðàêöèè íà òàêîì
òåëå ïðè óñëîâèè, ÷òî ãðàíè÷íàÿ ôóíêöèÿ 𝑓(𝑃 ) íå çàâèñèò îò
óãëà 𝜙: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Δ𝑢+ 𝑘2𝑢 = 0, 𝑀 ∈ 𝐷𝑒,

𝑢|𝑆 = 𝑓(𝑃 ),
𝜕𝑓

𝜕𝜙

⃒⃒⃒
𝑆
= 0,

𝜕𝑢

𝜕𝑟
− 𝑖𝑘𝑢 = 𝑜

(︁1
𝑟

)︁
, 𝑟 → ∞.

(2.3.52)

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ìîæíî âîñïîëüçî-
âàòüñÿ ñèñòåìîé Ä.È. (2.3.36), íîñèòåëåì ñèíãóëÿðíîñòè êîòîðûõ
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ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê [𝑎, 𝑏] îñè 𝑧, öåëèêîì ëåæàùèé âíóòðè ïîâåðõ-
íîñòè 𝑆. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà Ä.È.

{�̇�𝑛(𝑀𝑛,𝑀)} =

{︂
𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑀𝑛𝑀

}︂∞

𝑛=1

, (2.3.53)

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {𝑀𝑛(0, 0, 𝑧𝑛)}, 𝑧𝑛 ∈ [𝑎, 𝑏], èìåþùàÿ
ïðåäåëüíóþ òî÷êó ̂︀𝑧 ∈ [𝑎, 𝑏], ïîëíà è çàìêíóòà íà ïîâåðõíîñòè

𝑆 â êëàññå îñåñèììåòðè÷íûõ ôóíêöèé 𝑓(𝑃 ):
𝜕𝑓

𝜕𝜙
(𝑃 ) = 0. Äëÿ

óïðîùåíèÿ ïîñëåäóþùèõ îáîçíà÷åíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ̂︀𝑧 = 0.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ 𝑓(𝑃 ) ̸≡ 0, îðòîãî-

íàëüíàÿ âñåì ôóíêöèÿì ñèñòåìû (2.3.53):∫
𝑆

�̇�𝑛(𝑀𝑛,𝑃 )𝑓(𝑃 )𝑑𝜎𝑃 = 0 ∀𝑛. (2.3.54)

Ïîñòðîèì ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ

�̇�(𝑀) =

∫
𝑆

𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑀𝑃
𝑓(𝑃 )𝑑𝜎𝑃 . (2.3.55)

Ñîãëàñíî (2.3.54)
�̇�(𝑀𝑛) = 0. (2.3.56)

Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé ñëîæåíèÿ ìåòàãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé

𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑀𝑃
=
𝜋𝑖

2

∞∑︁
𝑛=0

(2𝑛+ 1)𝜓𝑛
(︀
𝑘𝑟̂︁𝑀𝑀

)︀
𝑃𝑛(cos 𝜃𝑀 )�̇�𝑛(𝑃 ), (2.3.57)

ãäå ̂︁𝑀 , 𝑀 ∈ [𝑎, 𝑏], à �̇�𝑛(𝑃 ) � îñåñèììåòðè÷íàÿ ìåòàãàðìîíè÷å-
ñêàÿ ôóíêöèÿ, 𝜓𝑛(𝑃 ) � ñôåðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ. Îáîçíà-
÷èì 𝑘𝑟̂︁𝑀𝑀

= 𝑧, è, ó÷èòûâàÿ, ÷òî cos 𝜃𝑀 = ±1, ïîëó÷èì

�̇�(𝑧) =

∫
𝑆

𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑀𝑃
𝑓(𝑃 )𝑑𝜎 =

∞∑︁
𝑛=0

𝜓𝑛(𝑧)𝛼𝑛, (2.3.58)

ãäå

𝛼𝑛 = ±𝜋𝑖

2
(2𝑛+ 1)

∫
𝑆

𝑓(𝑃 )�̇�𝑛(𝑃 )𝑑𝜎. (2.3.59)
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Â ñèëó (2.3.56) �̇�(𝑧𝑛) = 0 è lim
𝑧𝑛→0

�̇�(𝑧𝑛) = 0, à òåì ñàìûì èç

(2.3.58) ñëåäóåò
∞∑︁
𝑛=0

𝜓𝑛(0)𝛼𝑛 = 0. (2.3.60)

Êàê èçâåñòíî, ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè Áåññåëÿ

𝜓𝑛(0) =

{︂
1, 𝑛 = 0,
0, 𝑛 > 0.

(2.3.61)

Òîãäà èç (2.3.60) ïîëó÷èì 𝛼0 = 0 è (2.3.58) ïðèíèìàåò âèä

�̇�(𝑧) =

∞∑︁
𝑛=1

𝜓𝑛(𝑧)𝛼𝑛. (2.3.62)

Äëÿ 𝑧𝑛 ̸= 0 â ñèëó (2.3.56)

�̇�(𝑧𝑛)

𝑧𝑛
=

∞∑︁
𝑛=1

𝜓𝑛(𝑧𝑛)

𝑧𝑛
𝛼𝑛 = 0 (2.3.63)

è â ïðåäåëå

lim
𝑧𝑛→0

�̇�(𝑧𝑛)

𝑧𝑛
=

∞∑︁
𝑛=1

lim
𝑧𝑛→0

𝜓𝑛(𝑧𝑛)

𝑧𝑛
𝛼𝑛 = 0. (2.3.64)

Íî

lim
𝑧𝑛→0

𝜓𝑛(𝑧𝑛)

𝑧𝑛
=

{︂
1, 𝑛 = 1,
0, 𝑛 > 1.

(2.3.65)

Îòêóäà ñëåäóåò 𝛼1 = 0 è (2.3.62) ïðèíèìàåò âèä

�̇�(𝑧) =

∞∑︁
𝑛=2

𝜓𝑛(𝑧)𝛼𝑛. (2.3.66)

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

𝛼𝑛 ≡ 0 ∀𝑛. (2.3.67)

Îòêóäà â ñèëó (2.3.59)∫
𝑆

𝑓(𝑃 )�̇�𝑛(𝑃 )𝑑𝜎 = 0, (2.3.68)
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ãäå �̇�(𝑃 )|𝑃∈𝑆 � îñåñèììåòðè÷íàÿ ìåòàãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ
ñèíãóëÿðíîñòüþ â òî÷êå ̂︀𝑧. Î÷åâèäíî, ÷òî (2.3.68) èìååò ìåñòî
è äëÿ âñåõ íåîñåñèììåòðè÷íûõ ìåòàãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé, ïî-
ñêîëüêó 𝑓(𝑃 ) íå çàâèñèò îò óãëà 𝜙, à çàâèñèìîñòü 𝑣(𝑀) îò óãëà
𝜙 òàêîâà, ÷òî

2𝜋∫
0

𝑣𝑛(𝑃 )𝑑𝜎 = 0. (2.3.69)

Èòàê, ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑓(𝑃 )
(︁
𝜕𝑓

𝜕𝜙
= 0
)︁
îðòîãî-

íàëüíà íà 𝑆 âñåì ôóíêöèÿì �̇�(𝑀𝑛,𝑃 ) (2.3.53), ïðèâîäèò ê çà-
êëþ÷åíèþ îá îðòîãîíàëüíîñòè íà 𝑆 ôóíêöèè 𝑓(𝑃 ) âñåì ìåòàãàð-
ìîíè÷åñêèì ôóíêöèÿì. Êàê áûëî ðàíåå äîêàçàíî, ñèñòåìà ìåòà-

ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé 𝑣𝑛(𝑀) = 𝜁
(1)
𝑙(𝑛)(𝑘𝑟𝑂𝑀

)𝑌𝑛 (𝜃𝑀 ,𝜙𝑀
) ïîëíà è

çàìêíóòà íà ëþáîé ïîâåðõíîñòè 𝑆, ñîäåðæàùåé òî÷êó 𝑂 âíóòðè,
÷òî è äîêàçûâàåò ïîëíîòó è çàìêíóòîñòü ñèñòåìû (2.3.53).

Çàìå÷àíèå 2.3.10 Åñëè ãðàíè÷íàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è äèôðàêöèè
íà îñåñèììåòðè÷íîì òåëå èìååò âèä

𝑓(𝑃 ) = ̂︀𝑓(𝑃 )𝑒𝑖𝑚𝜙, ïðè óñëîâèè
𝜕 ̂︀𝑓
𝜕𝜙

⃒⃒⃒⃒
𝑆

≡ 0, (2.3.70)

òî ïîëíàÿ è çàìêíóòàÿ íà 𝑆 â êëàññå ôóíêöèé (2.3.70) ñèñòå-
ìà {𝑤𝑛(𝑀𝑛,𝑃 )} ñ ñèíãóëÿðíîñòÿìè â òî÷êàõ 𝑀𝑛 ∈ [𝑎, 𝑏] îñè 𝑧
îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

𝑤(𝑚)
𝑛 (𝑀) = 𝜁

(1)
|𝑚|
(︀
𝑘𝑟

𝑀𝑛𝑀

)︀
𝑃

|𝑚|
|𝑚| (cos 𝜃𝑀 ) ,

ãäå 𝑃𝑚𝑚 (𝑥) =
(︀
1− 𝑥2

)︀𝑚
2
𝑑𝑚

𝑑𝑥𝑚
𝑃𝑚(𝑥) ≡ 𝑎𝑚

(︀
1− 𝑥2

)︀𝑚
2 ,

òî åñòü 𝑃𝑚𝑚 (cos 𝜃) = 𝑎𝑚 sin𝑚 𝜃.

(2.3.71)

Çàìå÷àíèå 2.3.11 Â ñëó÷àå ñïëþñíóòîãî òåëà, êîãäà îòðåçîê
[𝑎, 𝑏] îñè 𝑧 ìíîãî ìåíüøå ðàäèàëüíîãî ðàçìåðà 𝑅0 òåëà 𝐷𝑖 ïðè
÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ÌÄÈ ñ ïîìîùüþ äàííîé ñèñòåìû Ä.È.
ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì ÷èñëå òî÷åê𝑀𝑛 ñèñòåìà (2.3.53) ìî-
æåò îêàçàòüñÿ ÷èñëåííî ëèíåéíî çàâèñèìîé, ÷òî ñóùåñòâåí-
íî îñëîæíÿåò ðåøåíèå çàäà÷è, ïðèâîäÿ ê ïëîõîé îáóñëîâëåí-
íîñòè ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùåé ÑËÀÓ. ×òîáû óñòðàíèòü
ýòî îñëîæíåíèå, áóäåì èñïîëüçîâàòü Ä.È. âèäà

𝑤𝑛(𝑀𝑛,𝑀) =
𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑀𝑛𝑀
, 𝑀𝑛(0, 0, 0, 𝜁𝑛), 𝑀(0, 0, 𝜌, 𝑧), (2.3.72)
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ãäå 𝑅𝑀𝑛𝑀 óæå íå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè 𝑀𝑛 è 𝑀 , à
êîìïëåêñíàÿ âåëè÷èíà

𝑅2
𝑀𝑛𝑀 = (𝑧 − 𝜁𝑛)

2 + 𝜌2, (2.3.73)

ãäå êîìïëåêñíûé ïàðàìåòð

𝜁𝑛 = 𝜉𝑛 + 𝑖𝜂𝑛 (0 6 𝜂𝑛 < 𝑅0). (2.3.74)

Òåì ñàìûì ìû ïîëó÷àåì äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð, ÷òî ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ 𝑅0 ìîæåò ïîâûñèòü îáóñëîâ-
ëåííîñòü ÑËÀÓ, ñîõðàíÿÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèå çíà÷åíèÿ 𝑛.

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ââåäåíèÿ òàêîãî äîïîëíèòåëüíîãî ïàðà-
ìåòðà ñîñòîèò â çàìåíå äèïîëüíûõ Ä.È. ñ òî÷å÷íûìè ñèíãó-
ëÿðíîñòÿìè íà êðóãîâûå òîêè ñ öåíòðàìè íà îñè 𝑧.

3.6. Ïðîåêöèîííûé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ àìïëèòóä äèñ-
êðåòíûõ èñòî÷íèêîâ. Íàðÿäó ñ ìåòîäîì êîëëîêàöèé äëÿ áîëü-
øîãî êëàññà çàäà÷ äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèîí-
íûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ àìïëèòóä äèñêðåòíûõ èñòî÷íèêîâ. Îñíîâ-
íûå èäåè ýòîãî ìåòîäà ðàññìîòðèì, êàê è â ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ,
íà ïðèìåðå ñêàëÿðíîé çàäà÷è äèôðàêöèè íà èìïåäàíñíîì òåëå,
óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè êîòîðîé áûëè óñòàíîâëåíû â
ïðåäûäóùåé ãëàâå

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Δ𝑢+ 𝑘2𝑢 = 0, 𝑀 ∈ 𝐷𝑒,

𝜕𝑢

𝜕𝑛
+ ℎ(𝑃 )𝑢

⃒⃒⃒
𝑆
= 𝑓(𝑃 ),

Imℎ(𝑃 ) = −𝛼(𝑃 ), 𝛼(𝑃 ) > 𝛼0 > 0,

𝜕𝑢

𝜕𝑟
− 𝑖𝑘𝑢 = 𝑜

(︁1
𝑟

)︁
, 𝑟 → ∞.

(2.3.75)

Îáùèå ñâîéñòâà çàäà÷è.
Ëåììà 2.3.1 Ðåøåíèå çàäà÷è (2.3.75) îãðàíè÷åíî â íîðìå
𝐿2(𝑆) íà 𝑆 ïðè çàäàííîé ôóíêöèè 𝑓(𝑃 ).
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Óìíîæàÿ óðàâíåíèå (2.3.75) íà 𝑢*(𝑀) è èí-
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òåãðèðóÿ ïî îáëàñòè 𝐷𝑒, â ñèëó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è óñëîâèé íà
áåñêîíå÷íîñòè ïîëó÷èì

0 =

∫
𝐷*

𝑒

(︀
Δ𝑢+ 𝑘2𝑢

)︀
𝑢*𝑑𝑉 =

∫
𝑆

𝜕𝑢

𝜕𝑛
𝑢*𝑑𝜎+

+ lim
𝑅→∞

∫
Σ𝑅

𝜕𝑢

𝜕𝑟
𝑢*𝑑𝜎 −

∫
𝐷*

𝑒

|∇𝑢|2 𝑑𝑉 + 𝑘2
∫
𝐷*

𝑒

|𝑢|2 𝑑𝑉.
(2.3.76)

Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå î÷åâèäíûå ðàâåíñòâà:

Im

∫
𝑆

𝜕𝑢

𝜕𝑛
𝑢*𝑑𝜎 = Im

∫
𝑆

(︀
−ℎ(𝑃 )|𝑢|2 + 𝑢*𝑓(𝑃 )

)︀
𝑑𝜎,

lim
𝑅→∞

Im

∫
Σ𝑅

𝜕𝑢

𝜕𝑟
𝑢*𝑑𝜎 = 𝑘 lim

𝑅→∞

∫
Σ𝑅

|𝑢|2𝑑𝜎
(2.3.77)

è

𝛼(𝑃 )

{︂
|𝑢|2 + 1

2𝑖𝛼(𝑃 )
(𝑢*𝑓 − 𝑢𝑓*)

}︂⃒⃒⃒⃒
𝑆

=

= 𝛼(𝑃 )

{︃⃒⃒⃒⃒
𝑢+

𝑓(𝑃 )

2𝑖𝛼(𝑃 )

⃒⃒⃒⃒2
− |𝑓(𝑃 )|2

4𝛼2(𝑃 )

}︃
.

(2.3.78)

Òîãäà ìíèìàÿ ÷àñòü (2.3.76) ïðèîáðåòàåò âèä∫
𝑆

𝛼(𝑃 )

⃒⃒⃒⃒
𝑢+

𝑓(𝑃 )

2𝑖𝛼(𝑃 )

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝜎 + 𝑘 lim

𝑅→∞

∫
Σ𝑅

|𝑢|2𝑑𝜎 =

=

∫
𝑆

|𝑓(𝑃 )|2

4𝛼2(𝑃 )
𝑑𝜎 = 𝐴.

(2.3.79)

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

‖𝑢(𝑃 )‖𝐿2(𝑆) < 𝐴. (2.3.80)

Ëåììà äîêàçàíà.
Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ñîîòíîøåíèÿ (2.3.79) ÿñåí, ýòî çàêîí ñî-

õðàíåíèÿ ýíåðãèè: ñóììà äèññèïàòèâíûõ ïîòåðü íà èìïåäàíñ-
íîé ãðàíèöå 𝑆 è óõîäÿùåãî íà áåñêîíå÷íîñòü ïîòîêà ýíåðãèè
ðàâíà ìîùíîñòè èñòî÷íèêîâ, ñîçäàþùèõ äàííîå ïîëå.

Îáùàÿ ñõåìà ìåòîäà. Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü îáùóþ ñõåìó
ðàññìàòðèâàåìîãî ìåòîäà. Â îáëàñòè 𝐷𝑖 âîçüìåì îáëàñòü 𝐷′ ⊂ 𝐷𝑖
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è áóäåì èñêàòü êâàçèðåøåíèå çàäà÷è (2.3.75) â âèäå êîíå÷íîé
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè äèïîëüíûõ äèñêðåòíûõ èñòî÷íèêîâ:

𝑢𝑁 (𝑀) =
𝑁∑︁
𝑛=1

𝑇 (𝑁)
𝑛 𝑤𝑛(𝑀). (2.3.81)

Ìíîæåñòâî {𝑀𝑛}∞𝑛=1 ñèíãóëÿðíîñòåé ôóíêöèé 𝑤𝑛(𝑀𝑛,𝑀) âñþäó
ïëîòíî â îáëàñòè 𝐷′. Ñîãëàñíî ïðåäûäóùèì ðåçóëüòàòàì ñèñòåìû

{𝑤𝑛(𝑀𝑛,𝑃 )}∞𝑛=1|𝑃∈𝑆 è
{︁
𝜕𝑤𝑛

𝜕𝑛𝑃
+ ℎ(𝑃 )𝑤𝑛(𝑀𝑛,𝑃 )

}︁∞

𝑛=1

⃒⃒⃒⃒
𝑃∈𝑆

ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ïîëíû è çàìêíóòû íà 𝑆. Àìïëèòóäû 𝑇 (𝑁)
𝑛

äèñêðåòíûõ èñòî÷íèêîâ â (2.3.81) áóäåì îïðåäåëÿòü èç ñèñòåìû
ïðîåêöèîííûõ ñîîòíîøåíèé∫

𝑆

(︁̂︀ℎ [𝑢𝑁 ] · 𝑤
*
𝑚

)︁
𝑑𝜎 = 𝑓𝑚 =

∫
𝑆

𝑓(𝑃 )𝑤*
𝑚𝑑𝜎,

𝑚 = 1, 2, . . . ,𝑀 ,

(2.3.82)

ãäå ̂︀ℎ [𝑢𝑁 ] � ãðàíè÷íûé îïåðàòîð

̂︀ℎ =
(︁
𝜕

𝜕𝑛
+ ℎ
)︁
. (2.3.83)

Ñîîòíîøåíèÿ (2.3.82) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ÑËÀÓ ïîðÿäêà 𝑀 äëÿ
𝑁 íåèçâåñòíûõ 𝑇 (𝑁)

𝑛 , 𝑛 = 1, 2, . . . ,𝑁 , êîòîðóþ ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå ̂︀𝐾(𝑁)

[︁
T(𝑁)

]︁
= F(𝑁), (2.3.84)

ãäå ýëåìåíòû ìàòðèöû îïåðàòîðà ̂︀𝐾(𝑁) ðàâíû

𝑘𝑚𝑛 =

∫
𝑆

(︁̂︀ℎ [𝑤𝑛(𝑃 )] · 𝑤*
𝑚

)︁
𝑑𝜎𝑃 , (2.3.85)

à T(𝑁) è F(𝑁) � âåêòîðû íåèçâåñòíûõ 𝑇 (𝑁)
𝑛 è çàäàííûõ ïðàâûõ

÷àñòåé (2.3.82). Èìååò ìåñòî
Òåîðåìà 2.3.4 Äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ 𝑁 îïåðàòîð ̂︀𝐾(𝑁) äèññè-
ïàòèâåí.
Òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ 𝑁 è âåêòîðà Q(𝑁) èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî ⃒⃒⃒⟨ ̂︀𝐾(𝑁)

[︁
Q(𝑁)

]︁
,Q(𝑁)

⟩⃒⃒⃒
̸= 0. (2.3.86)
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ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïîñòðîèì ôóíêöèþ

𝑣
𝑁
(𝑃 ) =

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑄(𝑁)
𝑛 𝑤𝑛(𝑃 ), (2.3.87)

ãäå 𝑄(𝑁)
𝑛 � ýëåìåíòû âåêòîðà Q(𝑁). Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé

ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî⟨ ̂︀𝐾(𝑁)
[︁
Q(𝑁)

]︁
,Q(𝑁)

⟩
=

∫
𝑆

(︁̂︀ℎ [𝑣𝑁 ] · 𝑣*𝑁)︁ 𝑑𝜎. (2.3.88)

Òîãäà ìíèìàÿ ÷àñòü (2.3.88) ðàâíà

Im

∫
𝑆

̂︀ℎ [𝑣𝑁 ] · 𝑣*𝑁𝑑𝜎 =

= −𝑘 lim
𝑅→∞

∫
Σ𝑅

|𝑣𝑁 |
2 𝑑𝜎 −

∫
𝑆

𝛼(𝑃 ) |𝑣𝑁 |
2 𝑑𝜎 < 0,

(2.3.89)

÷òî è äîêàçûâàåò äèññèïàòèâíîñòü îïåðàòîðà ̂︀𝐾(𝑁) äëÿ ëþáîãî
𝑁 .

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè⟨ ̂︀𝐾(𝑁)
[︁
Q

(𝑁)
0

]︁
,Q

(𝑁)
0

⟩
= 0, (2.3.90)

òî Q
(𝑁)
0

≡ 0. Îòñþäà ñëåäóåò îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü

ÑËÀÓ (2.3.84) äëÿ ëþáîãî F(𝑁).
Ëåììà 2.3.2 Ñåìåéñòâî {𝑢𝑁 (𝑃 )} ðàâíîìåðíî ïî 𝑁 îãðàíè÷åíî
â íîðìå 𝐿2(𝑆).

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Óìíîæàÿ ñîîòíîøåíèÿ (2.3.82) íà
(︁
𝑇 (𝑁)
𝑚

)︁*
è

ñóììèðóÿ ïî 𝑚, ïîëó÷èì∫
𝑆

̂︀ℎ [𝑢𝑁 ]𝑢
*
𝑁
𝑑𝜎 =

∫
𝑆

𝑓(𝑃 )𝑢*
𝑁
𝑑𝜎𝑃 . (2.3.91)

Ôóíêöèÿ 𝑢𝑁 (𝑀) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
Ãåëüìãîëüöà â îáëàñòè 𝐷𝑒. Ïîýòîìó, ïðîâîäÿ òå æå ïðåîáðàçîâà-
íèÿ, ÷òî è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2.3.1, ïîëó÷èì ýíåðãåòè-
÷åñêîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ôóíêöèè 𝑢𝑁 , àíàëîãè÷íîå (2.3.79), ãäå
ïðàâàÿ ÷àñòü çàâèñèò òîëüêî îò çàäàííîé ôóíêöèè 𝑓(𝑃 ) è íå çà-
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âèñèò îò 𝑁 , ÷òî è äîêàçûâàåò ðàâíîìåðíóþ ïî 𝑁 îãðàíè÷åííîñòü
ñåìåéñòâà {𝑢𝑁 } â íîðìå 𝐿2(𝑆)

‖𝑢
𝑁
‖𝐿2(𝑆)

< 𝐴. (2.3.92)

Òåîðåìà 2.3.5 Ïðè 𝑁 →∞ ñåìåéñòâî ôóíêöèé {𝑢
𝑁
(𝑃 )}|𝑆 ñõî-

äèòñÿ â íîðìå 𝐿2(𝑆) ê èñòèííîìó ðåøåíèþ 𝑢(𝑃 )|𝑆 çàäà-
÷è (2.3.75), òî åñòü

lim
𝑁→∞

‖𝑢− 𝑢
𝑁
‖𝐿2(𝑆) = 0. (2.3.93)

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Â ñèëó ïîëíîòû è çàìêíóòîñòè íà 𝑆 ñèñòåì

{𝑤𝑛}∞𝑛=1 è
{︁̂︀ℎ [𝑤𝑛]}︁∞

𝑛=1
äëÿ ëþáîãî 𝜀

𝑁
> 0 èìååò ìåñòî ïðèáëè-

æåíèå ãðàíè÷íîé ôóíêöèè çàäà÷è (2.3.75) 𝑓(𝑃 ):⃦⃦⃦⃦
⃦
{︃
𝑓(𝑃 )−

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑞(𝑁)
𝑛
̂︀ℎ [𝑤𝑛]}︃

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿2(𝑆)

< 𝜀
𝑁
. (2.3.94)

Ïîñòðîèì ôóíêöèþ

𝑣𝑁 (𝑃 ) =
𝑁∑︁
𝑛=1

𝑞(𝑁)
𝑛 𝑤𝑛(𝑃 ), (2.3.95)

è ðàññìîòðèì íåâÿçêè

𝑢(𝑃 )− 𝑣
𝑁
(𝑃 ) = 𝑟

𝑁
(𝑃 ). (2.3.96)

Îáîçíà÷èì ̂︀ℎ[𝑟
𝑁
] = 𝛿

𝑁
è äîêàæåì, ÷òî ‖𝑣

𝑁
‖𝐿2(𝑆)

è ‖𝑟
𝑁
‖𝐿2(𝑆)

ðàâíîìåðíî ïî 𝑁 îãðàíè÷åíû è ‖𝑟
𝑁
‖𝐿2(𝑆)

→ 0 ïðè 𝑁 → ∞.

Çàìåòèì, ÷òî èç (2.3.94) ñëåäóåò⃦⃦⃦
𝑓(𝑃 )− ̂︀ℎ[𝑣

𝑁
]
⃦⃦⃦
𝐿2(𝑆)

= ‖𝛿
𝑁
‖ < 𝜀

𝑁
. (2.3.97)

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑟
𝑁
(𝑀), 𝑀 ∈ 𝐷𝑒 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà

Δ𝑟
𝑁
+ 𝑘2𝑟

𝑁
= 0, 𝑀 ∈ 𝐷𝑒, (2.3.98)
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óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Ñëåäî-
âàòåëüíî, êàê è â ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ, ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

Im

∫
𝑆

̂︀ℎ[𝑟
𝑁
]𝑟*

𝑁
𝑑𝜎 = −𝑘 lim

𝑅→∞

∫
Σ𝑅

|𝑟
𝑁
|2𝑑𝜎−

−
∫
𝑆

𝛼(𝑃 )|𝑟
𝑁
(𝑃 )|2𝑑𝜎 = Im

∫
𝑆

𝛿
𝑁
𝑟*
𝑁
𝑑𝜎.

(2.3.99)

Îòñþäà ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî∫
𝑆

𝛼(𝑃 )

⃒⃒⃒⃒
𝑟
𝑁
+

𝛿
𝑁

2𝑖𝛼(𝑃 )

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝜎+ 𝑘 lim

𝑅→∞

∫
Σ𝑅

|𝑟
𝑁
|2𝑑𝜎 =

∫
𝑆

|𝛿
𝑁
|2

4𝛼2(𝑃 )
𝑑𝜎 < 𝐴𝜀

𝑁
,

(2.3.100)
÷òî îêîí÷àòåëüíî äàåò ‖𝑟

𝑁
‖𝐿2(𝑆)

< 𝐴, îòêóäà èç (2.3.96) è îãðà-

íè÷åííîñòè ‖𝑢‖𝐿2(𝑆) ïîëó÷èì

‖𝑣
𝑁
‖𝐿2(𝑆) < 𝐴, (2.3.101)

ïðè÷åì ïðè 𝑁 → ∞ è lim
𝑁→∞

𝜀
𝑁
= 0

‖𝑟
𝑁
‖𝐿2(𝑆) → 0. (2.3.102)

Ïîëó÷åííûå îöåíêè äîêàçûâàþò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ
òåîðåìû 2.3.5.
Òåîðåìà 2.3.6 Ïðè 𝑁 → ∞ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êâàçèðåøå-

íèé {𝑢
𝑁
}𝑁𝑛=1

ñõîäèòñÿ ïî íîðìå 𝐿2(𝑆) ê èñòèííîìó ðåøåíèþ

çàäà÷è (2.3.75), òî åñòü

lim
𝑁→∞

‖𝑢(𝑃 )− 𝑢
𝑁
(𝑃 )‖𝐿2(𝑆)

= 0. (2.3.103)

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïðåäñòàâèì îöåíèâàåìîå âûðàæåíèå â âèäå

𝑢(𝑃 )− 𝑢
𝑁
(𝑃 ) = 𝑢(𝑃 )− 𝑣

𝑁
(𝑃 ) + (𝑣

𝑁
(𝑃 )− 𝑢

𝑁
(𝑃 )) =

= 𝑟
𝑁
(𝑃 ) + (𝑣

𝑁
(𝑃 )− 𝑢

𝑁
(𝑃 ))

(2.3.104)

è äîêàæåì, ÷òî

lim
𝑁→∞

‖𝑣
𝑁
(𝑃 )− 𝑢

𝑁
(𝑃 )‖𝐿2(𝑆)

= 0. (2.3.105)



114 Ãë. 2. Ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ äèôðàêöèè.

Ôóíêöèè 𝑣
𝑁
(𝑃 ) è 𝑢

𝑁
(𝑃 ) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì∫

𝑆

̂︀ℎ[𝑣
𝑁
]𝑤*
𝑚𝑑𝜎 = −

∫
𝑆

𝛿
𝑁
𝑤*
𝑚𝑑𝜎 +

∫
𝑆

𝑓𝑤*
𝑚𝑑𝜎,

∫
𝑆

̂︀ℎ[𝑢
𝑁
]𝑤*
𝑚𝑑𝜎 =

∫
𝑆

𝑓𝑤*
𝑚𝑑𝜎.

(2.3.106)

Îòêóäà, ââîäÿ ôóíêöèþ

𝑤
𝑁
(𝑃 ) = 𝑣

𝑁
(𝑃 )− 𝑢

𝑁
(𝑃 ) =

𝑁∑︁
𝑛=1

(︁
𝑞(𝑁)
𝑛 − 𝑇 (𝑁)

𝑛

)︁
𝑤𝑛(𝑃 ), (2.3.107)

ïîñëå óìíîæåíèÿ (2.3.106) íà êîýôôèöèåíòû ôóíêöèè 𝑤
𝑁

è
ñóììèðîâàíèÿ ïî 𝑚 áóäåì èìåòü∫

𝑆

̂︀ℎ[𝑤
𝑁
]𝑤*

𝑁
𝑑𝜎 = −

∫
𝑆

𝛿
𝑁
𝑤*

𝑁
𝑑𝜎. (2.3.108)

Òàê êàê ôóíêöèè 𝑤
𝑁

ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû ïî 𝑁 , à
‖𝛿

𝑁
‖𝐿2(𝑆)

→ 0 ïðè 𝑁 → ∞, òî

lim
𝑁→∞

‖𝑤
𝑁
‖𝐿2(𝑆)

= 0, (2.3.109)

÷òî è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Çàìå÷àíèå 2.3.12 Â ñèëó òåîðåìû êîððåêòíîñòè (òåîðå-
ìà 2.3.1) îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà 𝑑 ∈ 𝐷𝑒

lim
𝑁→∞

|𝑢(𝑀)− 𝑢
𝑁
(𝑀)| = 0, 𝑀 ∈ 𝑑 ⊂ 𝐷𝑒. (2.3.110)

� 4. Ìåòîä àíòåííûõ ïîòåíöèàëîâ

Ê ìåòîäó äèñêðåòíûõ èñòî÷íèêîâ áëèçêî ïðèìûêàåò è òàê íà-
çûâàåìûé ìåòîä àíòåííûõ ïîòåíöèàëîâ. Êàê îáû÷íî, ðàññìîòðèì
îñíîâíûå èäåè ýòîãî ìåòîäà íà ïðèìåðå ñêàëÿðíîé äèôðàêöèè.
Ïóñòü âíóòðè çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè 𝑆 òèïà Ëÿïóíîâà çàäà-
íà íåðåçîíàíñíàÿ îáëàñòü 𝐷0 è îòðåçîê 𝐶𝜀 ⊂ 𝐶 � àíàëèòè÷å-
ñêîé êðèâîé, âñþäó ïëîòíî ïîêðûâàþùåé ïîâåðõíîñòü 𝑆0 = 𝜕𝐷0.
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Ïóñòü, êðîìå òîãî, íà ïîâåðõíîñòè 𝑆 çàäàíà ïîëíàÿ è çàìêíóòàÿ
ñèñòåìà ãëàäêèõ ôóíêöèé {𝜈𝑛(𝑄)}∞𝑛=1.

Ïîñòðîèì ñèñòåìó ôóíêöèé {𝑣𝑛(𝑀)}∞𝑛=1, 𝑀 ∈ R3 � íåñîá-
ñòâåííûõ êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà

𝑣𝑛(𝑀) =

∫
𝐶𝜀

𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑀𝑄
𝜈𝑛(𝑄)𝑑𝑙𝑄. (2.4.1)

Ôóíêöèè 𝑣𝑛(𝑀), îïðåäåëåííûå âñþäó â R3 çà èñêëþ÷åíèåì êðè-
âîé 𝐶𝜀, íîñÿò íàçâàíèå àíòåííûõ ïîòåíöèàëîâ. Î÷åâèäíî, 𝑣𝑛(𝑀)
óäîâëåòâîðÿþò îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ Ãåëüìãîëüöà

Δ𝑣𝑛 + 𝑘2𝑣𝑛 = 0, 𝑀 ∈ R3∖𝐶𝜀, (2.4.2)

óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè è èìåþò ñèíãóëÿðíóþ
îñîáåííîñòü ïðè ñòðåìëåíèè òî÷êè 𝑀 ê òî÷êå 𝑄0 êðèâîé 𝐶𝜀, â
êîòîðîé 𝜈𝑛(𝑄0) ̸= 0.
Òåîðåìà 2.4.1 Ñèñòåìà (2.4.1) ôóíêöèé {𝑣𝑛(𝑀)}∞𝑛=1 ëèíåéíî
íåçàâèñèìà, ïîëíà è çàìêíóòà íà ëþáîé ïîâåðõíîñòè 𝑆, ñî-
äåðæàùåé îáëàñòü 𝐷0 âíóòðè.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ñèñòåìû (2.4.1) äî-
êàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê è äëÿ ðàññìîòðåííûõ ðàíåå ñèñòåì äèñ-
êðåòíûõ èñòî÷íèêîâ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîëíîòû è çàìêíóòîñòè
ñèñòåìû (2.4.1) â 𝐿2(𝑆) ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà 𝑆 ñóùåñòâóåò
íå ðàâíàÿ òîæäåñòâåííî íóëþ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ 𝑓(𝑃 ), 𝑃 ∈ 𝑆,
êîòîðàÿ îðòîãîíàëüíà âñåì ôóíêöèÿì ñèñòåìû (2.4.1):∫

𝑆

𝑓*(𝑃 )𝑣𝑛(𝑃 )𝑑𝜎𝑃 = 0, (2.4.3)

èëè, ïîäðîáíåå,∫
𝑆

𝑓*(𝑃 )

⎛⎝ ∫
𝐶𝜀

𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑃𝑄
𝜈𝑛(𝑄)𝑑𝑙𝑄

⎞⎠ 𝑑𝜎𝑃 = 0. (2.4.4)

Ìåíÿÿ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ, ÷òî, î÷åâèäíî, âîçìîæíî ïðè
ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ãëàäêîñòè ôóíêöèé 𝑓(𝑃 ) è 𝜈𝑛(𝑄),
ïîëó÷èì ∫

𝐶𝜀

𝜈𝑛(𝑄)

⎛⎝∫
𝑆

𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑃𝑄
𝑓*(𝑃 )𝑑𝜎𝑃

⎞⎠ 𝑑𝑙𝑄 = 0. (2.4.5)
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Òàê êàê ñèñòåìà {𝜈𝑛(𝑄)}∞𝑛=1 ïîëíà è çàìêíóòà íà 𝐶𝜀, îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ∫

𝑆

𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑃𝑄
𝑓(𝑃 )𝑑𝜎𝑃 = 0 ∀𝑄 ∈ 𝐶𝜀. (2.4.6)

Èç óñëîâèÿ, ÷òî 𝐶𝜀 ∈ 𝐶 � àíàëèòè÷åñêîé êðèâîé, âñþäó ïëîòíî
ïîêðûâàþùåé ïîâåðõíîñòü 𝐷0, ñëåäóåò, ÷òî

𝑓(𝑃 ) ≡ 0, 𝑃 ∈ 𝑆. (2.4.7)

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó.
Òåîðåìà 2.4.2 Ëþáóþ ãëàäêóþ ôóíêöèþ 𝑓(𝑃 ), 𝑃 ∈ 𝑆, ìîæíî
ñêîëü óãîäíî òî÷íî ïðèáëèçèòü â íîðìå 𝐿2(𝑆) àíòåííûì ïî-
òåíöèàëîì

𝑣(𝑀) =

∫
𝐶𝜀

𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑀𝑄
𝜈(𝑄)𝑑𝑙𝑄, (2.4.8)

òî åñòü ∀𝜀𝑁 > 0 ∃𝜈(𝑄), ãäå 𝑄 ∈ 𝐶𝜀, òàêîå ÷òî⃦⃦⃦⃦
⃦⃦𝑓(𝑃 )− ∫

𝐶𝜀

𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑃𝑄
𝜈(𝑄)𝑑𝑙𝑄

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝐿2(𝑆)

< 𝜀𝑁 . (2.4.9)

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Òàê êàê ñèñòåìà 𝑣𝑛(𝑃 ), 𝑃 ∈ 𝑆 ïîëíà è çà-
ìêíóòà íà 𝑆, òî ⃦⃦⃦⃦

⃦𝑓(𝑃 )−
𝑁∑︁
𝑛=1

𝐶𝑛𝑣𝑛(𝑃 )

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿2(𝑆)

< 𝜀𝑁 (2.4.10)

èëè ïîäðîáíåå⃦⃦⃦⃦
⃦⃦𝑓(𝑃 )− ∫

𝐶𝜀

𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑃𝑄

𝑁∑︁
𝑛=1

𝐶𝑛𝜈𝑛(𝑄)𝑑𝑙𝑄

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝐿2(𝑆)

< 𝜀𝑁 . (2.4.11)

Îáîçíà÷èâ
𝑁∑︁
𝑛=1

𝐶𝑛𝜈𝑛(𝑄) = 𝜈(𝑁)(𝑄), (2.4.12)

ìû è ïîëó÷èì (2.4.9). Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Çàìå÷àíèå 2.4.1 Ïî õîäó äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ìû ôàê-
òè÷åñêè äîêàçàëè, ÷òî ÿäðî

𝐾(𝑃 ,𝑄) =
𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅𝑃𝑄
, 𝑄 ∈ 𝐶𝜀, 𝑃 ∈ 𝑆, (2.4.13)

çàìêíóòî è íà 𝐶𝜀 è íà 𝑆, òî åñòü
à) èç óñëîâèÿ ∫

𝑆

𝐾(𝑃 ,𝑄)𝑓(𝑃 )𝑑𝜎 = 0 ∀ 𝑄 ∈ 𝐶𝜀

ñëåäóåò 𝑓(𝑃 ) ≡ 0, 𝑃 ∈ 𝑆;
á) èç óñëîâèÿ ∫

𝐶𝜀

𝐾(𝑃 ,𝑄)𝜙(𝑄)𝑑𝑙𝑄 = 0 ∀ 𝑃 ∈ 𝑆

ñëåäóåò 𝜙(𝑄) ≡ 0, 𝑄 ∈ 𝐶𝜀.
Çàìå÷àíèå 2.4.2 Îöåíêó íåâÿçêè àíòåííîãî ïîòåíöèàëà
𝑣(𝑀), ïîëó÷åííîãî ïðè ðåàëèçàöèè (2.4.9), òî÷íîìó ðåøåíèþ
𝑢(𝑀) êðàåâîé çàäà÷è ïîëó÷èì â ñèëó òåîðåìû êîððåêòíî-
ñòè 2.3.1:

|𝑢(𝑀)− 𝑣(𝑀)| < 𝐶(𝑑)𝜀
𝑁
, 𝑀 ∈ 𝑑 ⊂ 𝐷𝑒, (2.4.14)

ãäå 𝐶(𝑑) � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò êîìïàêòà 𝑑 ⊂ 𝐷𝑒.
Çàìå÷àíèå 2.4.3 Äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè íàõîæäåíèÿ èñ-
êîìîé ïëîòíîñòè 𝜈(𝑄) àíòåííîãî ïîòåíöèàëà, óäîâëåòâîðÿ-
þùåãî (2.4.9), ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ êàê îáùèìè ìåòîäàìè
ðåãóëÿðèçàöèè À.Í. Òèõîíîâà ôóíêöèîíàëîâ íåêîððåêòíî ïî-
ñòàâëåííûõ çàäà÷, òàê è ðàññìîòðåííûìè âûøå èòåðàöèîí-
íûìè ìåòîäàìè è ìåòîäîì êîëëîêàöèé.

� 5. Êëàññè÷åñêèå çàäà÷è òåîðèè äèôðàêöèè.

Ïðè èññëåäîâàíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé òåîðèè äèôðàê-
öèè íàðÿäó ñ ðàññìàòðèâàåìûìè â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ ÷èñ-
ëåííûìè ìåòîäàìè, îðèåíòèðîâàííûìè, â îñíîâíîì, íà òåõíîëî-
ãèè âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé, áîëüøóþ ðîëü èãðàþò
è ÷èñòî àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ áîëüøèõ êëàññîâ
çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Îñîáåííî èíòåíñèâíî îíè ðàçâè-
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âàëèñü â ïåðâîé ïîëîâèíå XX-ãî âåêà òàêèìè èçâåñòíûìè ôèçè-
êàìè è ìàòåìàòèêàìè êàê Â.À. Ôîê, À. Çîììåðôåëüä, Ã. Âàòñîí,
Á. Íîáë è ðÿäîì äðóãèõ ðîññèéñêèõ è çàðóáåæíûõ ó÷åíûõ. Â íà-
ñòîÿùåì ïàðàãðàôå ìû êðàòêî ïðîèëëþñòðèðóåì îñíîâíûå èäåè
ðàçâèòûõ ìåòîäîâ íà ïðèìåðå êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ äèôðàêöèè íà
ñôåðå è ïîëóïëîñêîñòè.

5.1. Äèôðàêöèÿ íà ñôåðå. Ìåòîä Ã. Âàòñîíà. Ðàññìîò-
ðèì êðàåâóþ çàäà÷ó Äèðèõëå äèôðàêöèè ïëîñêîé àêóñòè÷åñêîé
âîëíû íà ñôåðå ðàäèóñà 𝑎. Â ñèëó àêñèàëüíîé ñèììåòðèè çàäà÷è
åå ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èìååò âèä

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Δ𝑢+ 𝑘2𝑢 = 0, 𝑀 ∈ 𝐷𝑒 (𝑟 > 𝑎),

𝑢|𝑟=𝑎 = −𝑢0|𝑟=𝑎,

𝜕𝑢

𝜕𝑟
− 𝑖𝑘𝑢 = 𝑜

(︁1
𝑟

)︁
, 𝑟 → ∞,

(2.5.1)

ãäå

𝑢0(𝑟, 𝜃) = 𝑒𝑖𝑘𝑟 cos 𝜃 (2.5.2)

åñòü ïàäàþùàÿ ïëîñêàÿ âîëíà åäèíè÷íîé àìïëèòóäû, 𝑢(𝑟, 𝜃) �
ðàññåÿííîå ñôåðîé ïîëå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ.
Çàìåòèì, ÷òî ïîëå ïëîñêîé âîëíû, ïðèõîäÿùåé èç áåñêîíå÷íî-
ñòè, íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ. Ïîýòîìó ðàçëîæåíèå
ôóíêöèè 𝑢0(𝑟, 𝜃) â ðÿä ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì èìååò âèä

𝑢0(𝑟, 𝜃) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝜓𝑛(𝑘𝑟)𝑃𝑛(cos 𝜃), (2.5.3)

ãäå 𝜓𝑛(𝑘𝑟) � ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè Áåññåëÿ, 𝑃𝑛(cos 𝜃) � ïîëè-
íîìû Ëåæàíäðà, òî åñòü ïëîñêàÿ âîëíà ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé
ñòîÿ÷èõ âîëí. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ 𝑎𝑛 çàìåòèì, ÷òî
𝑎𝑛𝜓𝑛(𝑘𝑟) � êîýôôèöèåíò ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè 𝑢0(𝑟, 𝜃) ïðè ôèê-
ñèðîâàííîì 𝑟 â ðÿä ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà. Òåì ñàìûì

𝑎𝑛𝜓𝑛(𝑘𝑟) =
2𝑛+ 1
2

1∫
−1

𝑒𝑖𝑘𝑟𝑥𝑃𝑛(𝑥)𝑑𝑥. (2.5.4)
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Âîñïîëüçîâàâøèñü àñèìïòîòèêîé ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé Áåññåëÿ
ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà è áåðÿ èíòåãðàë ïî ÷àñòÿì,
ïðåîáðàçóåì (2.5.4) ê âèäó

𝑎𝑛

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
sin
(︁
𝑘𝑟 − 𝜋𝑛

2

)︁
𝑘𝑟

+𝑂

(︂
1

(𝑘𝑟)2

)︂⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ =

=
2𝑛+ 1
2

𝑃𝑛(𝑥)

𝑖𝑘𝑟
𝑒𝑖𝑘𝑟𝑥

⃒⃒⃒𝑥=1

𝑥=−1
+𝑂

(︂
1

(𝑘𝑟)2

)︂
.

(2.5.5)

Ïðåîáðàçóåì ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (2.5.5), ñ ó÷åòîì
òîãî, ÷òî 𝑃𝑛(−1) = (−1)𝑛 = 𝑒𝑖𝜋𝑛:

(2𝑛+ 1) 𝑒
𝑖
𝜋𝑛

2
𝑒
𝑖
(︁
𝑘𝑟 − 𝜋𝑛

2

)︁
− 𝑒

−𝑖
(︁
𝑘𝑟 − 𝜋𝑛

2

)︁
2𝑖𝑘𝑟

=

=
(2𝑛+ 1)

𝑘𝑟
(𝑖)𝑛 sin

(︁
𝑘𝑟 − 𝜋𝑛

2

)︁
.

(2.5.6)

Ñðàâíèâàÿ ãëàâíûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ (2.5.5), ïîëó÷èì

𝑎𝑛 = (𝑖)𝑛(2𝑛+ 1), (2.5.7)

à òåì ñàìûì è

𝑢0(𝑟, 𝜃) =
∑︁
𝑛

(𝑖)𝑛(2𝑛+ 1)𝜓𝑛(𝑘𝑟)𝑃𝑛(cos 𝜃). (2.5.8)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è (2.5.1) â âèäå ñóïåðïîçèöèè
ðàñõîäÿùèõñÿ ñôåðè÷åñêèõ âîëí ñ àìïëèòóäàìè 𝐶𝑛

𝑢(𝑟, 𝜃) =
∑︁
𝑛

𝐶𝑛𝜁
(1)
𝑛 (𝑘𝑟)𝑃𝑛(cos 𝜃). (2.5.9)

Äëÿ íåèçâåñòíûõ àìïëèòóäíûõ êîýôôèöèåíòîâ 𝐶𝑛 èç ãðàíè÷íîãî
óñëîâèÿ çàäà÷è (2.5.1) è âûðàæåíèÿ (2.5.8) ïîëó÷èì

𝐶𝑛𝜁
(1)
𝑛 (𝑘𝑎) = −(𝑖)𝑛(2𝑛+ 1)𝜓𝑛(𝑘𝑎), (2.5.10)

÷òî ïîçâîëÿåò âûïèñàòü ÿâíîå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå ðåøå-
íèÿ çàäà÷è (2.5.1):

𝑢(𝑟, 𝜃) = −
∑︁
𝑛

(𝑖)𝑛(2𝑛+ 1)
𝜓𝑛(𝑘𝑎)

𝜁(1)𝑛 (𝑘𝑎)
𝜁(1)𝑛 (𝑘𝑟)𝑃𝑛(cos 𝜃). (2.5.11)
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Èòàê, ÿâíîå âûðàæåíèå ðåøåíèÿ ïîëó÷åíî. Âûÿñíèì, êàê åãî
ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êîíêðåòíûõ ñëó÷àÿõ. Î÷åâèäíî, ñêîðîñòü
ñõîäèìîñòè ýòîãî ðÿäà îïðåäåëÿåòñÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü ïîðÿäêîì
óáûâàíèÿ åãî êîýôôèöèåíòîâ. Ðàññìîòðèì ýòîò âîïðîñ ïîäðîá-
íåå. Âîçìîæíû íåñêîëüêî ñëó÷àåâ:
à) 𝑘𝑎≪ 1, òî åñòü äëèíà ïàäàþùåé âîëíû ìíîãî áîëüøå ðàäèóñà
ñôåðû 𝑎, òàê íàçûâàåìûé äëèííîâîëíîâûé ñëó÷àé. Ïîëüçóÿñü
àñèìïòîòèêîé ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé Áåññåëÿ è Õàíêåëÿ ïðè ìà-
ëûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà 𝑘𝑎, ïîëó÷èì

⃒⃒⃒⃒
𝜓𝑛(𝑘𝑎)

𝜁(1)𝑛 (𝑘𝑎)

⃒⃒⃒⃒
= 𝑂

(︀
(𝑘𝑎)2𝑛

)︀
, (2.5.12)

÷òî îáåñïå÷èâàåò áûñòðóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà (2.5.11) è âîçìîæ-
íîñòü ïðÿìîãî åãî âû÷èñëåíèÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷èñëåííîãî çíà÷å-
íèÿ ðåøåíèÿ 𝑢(𝑟, 𝜃) ñ çàäàííîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè.
á) 𝑘𝑎 ∼ 1, òî åñòü äëèíà ïàäàþùåé âîëíû åñòü âåëè÷èíà ïîðÿäêà
ðàäèóñà ñôåðû, òàê íàçûâàåìûé ðåçîíàíñíûé ñëó÷àé. Â ýòîì
ñëó÷àå êîýôôèöèåíòû ðÿäà (2.5.11) óáûâàþò íå î÷åíü áûñòðî è,
÷òîáû ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.5.1) ñ çàäàí-
íîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè, ïðèõîäèòñÿ ïîëüçîâàòüñÿ òåõíîëîãèÿìè
âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü
íóæíûå ðåçóëüòàòû äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà 𝑘𝑎 ∼ 102 − 103.
â) 𝑘𝑎≫ 1, òî åñòü äëèíà ïàäàþùåé âîëíû ìíîãî ìåíüøå ðàäèóñà
ñôåðû, íàïðèìåð, äèôðàêöèÿ ÑÂ× ðàäèîâîëí íà ïîâåðõíîñòè
Çåìëè, òàê íàçûâàåìûé êîðîòêîâîëíîâûé ñëó÷àé. Â ýòîì ñëó÷àå
103 − 104 êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà èìåþò ïî÷òè îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ
è ïðÿìîå ñóììèðîâàíèå ðÿäà ñèëüíî çàòðóäíåíî.

Èìåííî äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ àíãëèéñêèì ôèçèêîì Ã.Âàòñîíîì
áûë ïðåäëîæåí ìåòîä ïðåîáðàçîâàíèÿ ïëîõî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà â
äðóãîé äîñòàòî÷íî áûñòðî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä [33].

Îñíîâíàÿ èäåÿ ìåòîäà Âàòñîíà íåîáû÷àéíî ïðîñòà è îñ-
íîâûâàåòñÿ íà òîì ôàêòå, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà ïî
êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ñ ïîìîùüþ òåîðèè âû÷åòîâ ìîæíî,
ðàçëè÷íûì îáðàçîì çàìûêàÿ êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîëó÷àòü
ïðåäñòàâëåíèå èñõîäíîãî èíòåãðàëà â âèäå ðàçëè÷íûõ ðÿäîâ. Îä-
íàêî, íåñìîòðÿ íà ïðîñòîòó ýòîé èäåè, åå ðåàëèçàöèÿ âî ìíîãèõ
êîíêðåòíûõ ñëó÷àÿõ òðåáóåò áîëüøîãî èñêóññòâà. Ïðîèëëþñòðè-
ðóåì ñêàçàííîå íà ïðèìåðå íàøåé çàäà÷è (2.5.1) è ïîëó÷åííîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ åå ðåøåíèÿ â âèäå ðÿäà (2.5.11).
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Ðàññìîòðèì íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ∠𝜈 èíòåãðàë

𝐼 =

∫
𝐴

2𝜈 + 1
2𝑖 sin 𝜈𝜋

𝜁(1)𝜈 (𝑘𝑟)

𝜁(1)𝜈 (𝑘𝑎)
𝑃𝜈(− cos 𝜃)𝑑𝜈, (2.5.13)

Im

Re

ν

π 2π

1

2
�

ν

ν

... πn

A

Ðèñ. 2.5.1. Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ.

ãäå 𝐴 � áåñêîíå÷íûé êîíòóð,
îõâàòûâàþùèé ïîëîæèòåëüíóþ
÷àñòü äåéñòâèòåëüíîé îñè ïëîñ-
êîñòè ∠𝜈, ïåðåñåêàþùèé åå â

òî÷êå 𝜈 = −1
2
è óõîäÿùèé â áåñ-

êîíå÷íîñòü (ñì. ðèñ. 2.5.1). Îñî-
áûìè òî÷êàìè ïîäûíòåãðàëüíîé
ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ òî÷êè äåé-
ñòâèòåëüíîé îñè 𝜈𝑛 = 0, 1, . . .,
â êîòîðûõ sin 𝜈𝑛𝜋 = 0. Ïðè÷åì
ýòî ïîëþñà ïåðâîãî ïîðÿäêà.
Îñòàëüíûå ôóíêöèè, êàê ôóíê-
öèè êîìïëåêñíîãî èíäåêñà 𝜈,
îñîáûõ òî÷åê íà äåéñòâèòåëüíîé îñè íå èìåþò. Äàëåå, 𝑃𝜈(𝑥) �
ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà 𝐹 (𝛼,𝛽, 𝛾, 𝑧) [26],
êàê ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé 𝑧, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâ-
íåíèþ

𝑧(1− 𝑧)𝐹 ′′(𝑧)− [𝛾 − (𝛼+ 𝛽 + 1)𝑧]𝐹 ′(𝑧)− 𝛼𝛽𝐹 (𝑧) = 0 (2.5.14)

ïðè çíà÷åíèÿõ êîìïëåêñíûõ ïàðàìåòðîâ

𝛼 = −𝜈; 𝛽 = 𝜈 + 1; 𝛾 = 1; 𝑧 =
1− 𝑥

2
, (2.5.15)

ñîâïàäàþùàÿ ñ 𝑃𝜈(𝑥)

𝐹
(︁
−𝜈, 𝜈 + 1, 1,

1− 𝑥

2

)︁
= 𝑃𝜈(𝑥), (2.5.16)

à óðàâíåíèå (2.5.14) ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå Ëåæàíäðà

𝑑

𝑑𝑥

[︁(︀
1− 𝑥2

)︀ 𝑑𝑃𝜈

𝑑𝑥

]︁
+ 𝜈(𝜈 + 1)𝑃𝜈(𝑥) = 0. (2.5.17)

Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê 𝐹 (𝛼,𝛽, 𝛾, 𝑧) = 𝐹 (𝛽,𝛼, 𝛾, 𝑧), òî

𝑃𝜈(𝑥) = 𝑃−𝜈−1(𝑥). (2.5.18)

Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë (2.5.13) ñ ïîìîùüþ òåîðèè âû÷åòîâ, ïîëó÷èì

𝐼 =
∑︁
𝑛

(−1)𝑛(2𝑛+ 1)
𝜁(1)𝑛 (𝑘𝑟)

𝜁(1)𝑛 (𝑘𝑎)
𝑃𝑛(− cos 𝜃), (2.5.19)
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Im

Re

siR

iR�

s

s

�

Ðèñ. 2.5.2. Íîâûé êîíòóð.

÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæè-
òåëÿ 𝜓𝑛(𝑘𝑎) â âûðàæåíèè
÷ëåíîâ ðÿäà ñîâïàäàåò ñ èñ-
õîäíûì ðÿäîì (2.5.11). Ñëå-
äóÿ ìåòîäó Âàòñîíà, èçìå-
íèì êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ,
ïåðåíåñÿ ñ ïîìîùüþ çàìå-
íû ïåðåìåííîé 𝜈 íà ïåðå-

ìåííóþ 𝑠 = 𝜈 +
1
2

è èçìå-

íèâ çàìûêàíèå êîíòóðà èí-
òåãðèðîâàíèÿ îòðåçêîì ìíè-
ìîé îñè [−𝑖𝑅, 𝑖𝑅] è äóãà-
ìè îêðóæíîñòåé ðàäèóñà 𝑅
â ïðàâîé âåðõíåé è íèæíåé
ïîëóïëîñêîñòÿõ êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè ∠𝑠. Íîâûé çà-
ìêíóòûé êîíòóð èíòåãðèðî-
âàíèÿ íà êîìïëåêñíîé ïëîñ-
êîñòè ∠𝑠 îáîçíà÷èì Γ (ñì.
ðèñ. 2.5.2). Ïîêàæåì, ÷òî èí-
òåãðàë ïî íîâîìó çàìûêàíèþ

èñõîäíîãî êîíòóðà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè 𝑅 → ∞. Çàìåòèì, ÷òî
â ñèëó (2.5.18)

𝑃
𝑠− 1

2

(𝑥) = 𝑃−𝑠− 1
2

(𝑥), (2.5.20)

òî åñòü 𝑃𝜈(𝑥) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ 𝑠. Òàê êàê èìååò ìåñòî èçâåñò-
íîå ñîîòíîøåíèå

𝜁(1)𝜈 (𝑥) = 𝑒−𝑖𝜋𝜈𝜁
(1)
−𝜈 (𝑥), (2.5.21)

òî
𝜁(1)𝜈 (𝑘𝑟)

𝜁(1)𝜈 (𝑘𝑎)
òàêæå ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ 𝑠.

Íàêîíåö, ôóíêöèÿ
𝑠

cos𝜋𝑠
� íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ 𝑠, ñëåäîâàòåëüíî,

è ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ â èíòåãðàëå

𝐼 ′ =

∫
Γ

2𝑠
2𝑖 cos𝜋𝑠

𝜁
(1)

𝑠− 1

2

(𝑘𝑟)

𝜁
(1)

𝑠− 1

2

(𝑘𝑎)
𝑃
𝑠− 1

2

(− cos 𝜃)𝑑𝑠, (2.5.22)

ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé ôóíêöèåé 𝑠, â ñèëó ÷åãî ÷àñòü èíòåãðàëà
𝐼 ′ ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî îòðåçêó [−𝑖𝑅, 𝑖𝑅] ìíèìîé îñè ðàâ-
íà íóëþ. ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî èíòåãðàë ïî äóãàì çàìûêàþùåé
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îêðóæíîñòè ïðè 𝑅→∞ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, âîñïîëüçóåìñÿ àñèìï-
òîòèêîé ñîìíîæèòåëåé ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ïðè |𝑠| → ∞.
Êàê ëåãêî âèäåòü

| sin 𝜈𝜋| = 𝑂
(︁
𝑒|Im 𝜈|𝜋

)︁
, (2.5.23)

òî åñòü ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòåò ïðè |𝜈| → ∞. Âîñïîëüçîâàâøèñü
àñèìïòîòèêîé 𝑃

𝑠− 1
2

(− cos 𝜃)

𝑃
𝑠− 1

2

(− cos 𝜃) =

√︃
1

2𝜋(𝑠− 1

2
) sin 𝜃

𝑒−𝑖[(𝜋−𝜃)𝑠−
𝜋
4 ]+

+𝑂

⎛⎜⎝ 1⃒⃒⃒
𝑠− 1

2

⃒⃒⃒3/2
⎞⎟⎠ ,

(2.5.24)

ïîëó÷èì, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ â (2.5.22) ýêñïîíåíöè-
àëüíî óáûâàåò ïðè |𝑠| → ∞, à ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë è ïî ýòîé
÷àñòè çàìûêàíèÿ èñõîäíîãî êîíòóðà 𝐴 ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

�

�

Im

Re-π
2

��

�

1
C

Ðèñ. 2.5.3. Êîíòóð 𝐶1.

Çíà÷èò èíòåãðàëû 𝐼 è 𝐼 ′ ðàâíû, è
çíà÷åíèå èíòåðåñóþùåãî íàñ èíòå-
ãðàëà ìîæíî âû÷èñëÿòü ñ ïîìîùüþ
òåîðèè âû÷åòîâ, íàéäÿ îñîáûå òî÷-
êè ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè âíóò-
ðè íîâîãî êîíòóðà Γ. Î÷åâèäíî, ýòî
áóäóò òå òî÷êè êîìïëåêñíîé ïëîñ-
êîñòè ∠𝜈, â êîòîðûõ 𝜁(1)𝜈 (𝑘𝑎), êàê
ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî èíäåêñà 𝜈,
ðàâíà íóëþ. Èìååò ìåñòî èçâåñòíîå
èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíê-

öèè 𝐻
(1)
𝑠 (𝑥)

𝐻(1)
𝑠 (𝑥) =

1
𝜋

∫
𝐶1

𝑒−𝑖𝑥 sin𝜙−𝑖𝑠𝜙𝑑𝜙, (2.5.25)

ãäå 𝐶1 � êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ïî êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé

𝜙, ïåðåñåêàþùèé äåéñòâèòåëüíóþ îñü â òî÷êå 𝜙 = −𝜋

2
(ñì.

ðèñ. 2.5.3). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (2.5.25) ïðè áîëüøèõ çíà-
÷åíèÿõ àðãóìåíòà 𝑥 ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì ïåðåâàëà.
Ïîëîæèâ 𝜈 = 𝑥 cos𝛼, ãäå 𝛼 � ìàëûé êîìïëåêñíûé ïàðàìåòð, íàé-
äåì, ÷òî èìåþòñÿ äâå òî÷êè ïåðåâàëà 𝜙1,2 = ±𝛼, êîòîðûå äàþò
ïðèìåðíî îäèíàêîâûé âêëàä â àñèìïòîòèêó èíòåãðàëà (2.5.25)
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ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ 𝑥. Ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå
äëÿ 𝐻(1)

𝜈 (𝑥) ïðèíèìàåò âèä

𝐻(1)
𝜈 (𝑥) = 2𝑖

√︂
2

𝜋𝑥 sin𝛼
sin
[︁
𝑥(sin𝛼− 𝛼 cos𝛼)− 𝜋

4

]︁
. (2.5.26)

Èç (2.5.26) ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé 𝜈, ïðè
êîòîðûõ ôóíêöèÿ 𝐻(1)

𝜈 (𝑘𝑎) = 0

𝜈𝑚 = 𝑥+
𝑥1/3

2

[︁3𝜋
4
(4𝑚− 1)

]︁2/3
𝑒𝑖

𝜋
3 , 𝑚 = 1, 2, . . . (2.5.27)

Çàìåòèì, ÷òî âñå íóëè ôóíêöèè 𝐻(1)
𝜈 (𝑥), |𝜈| ∼ 𝑥 ≫ 1 ëåæàò íà

ëó÷å 𝜙 =
𝜋

3
â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ∠𝜈.

Ïðè ýòîì, õîòÿ, êàê ñëåäóåò èç (2.5.21) è (2.5.24), ôóíêöèè
sin 𝜈𝜋 è 𝑃𝜈(− cos 𝜃) ðàñòóò ïðè |𝜈| → ∞, èõ îòíîøåíèå îñòàåòñÿ
îãðàíè÷åííûì ïðè 0 < 𝛿 6 𝜃 6 𝜋 − 𝛿, ãäå 𝛿 > 0. Òåì ñàìûì
ðåøåíèå çàäà÷è (2.5.1) ïðåäñòàâëÿåòñÿ áûñòðî ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì

𝑢(𝑟, 𝜃) =
𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟

∞∑︁
𝑚=1

𝐴𝑚(𝑟, 𝜃)𝑒
𝑖
(︁
𝜈𝑚+ 1

2

)︁
𝜃
, (2.5.28)

ãäå 0 < 𝛿 6 𝜃 6 𝜋 − 𝛿, 𝛿 > 0, à êîýôôèöèåíòû 𝐴𝑚(𝑟, 𝜃) âûðàæàþò-
ñÿ ÷åðåç âû÷åòû ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè (2.5.13) â åå îñîáûõ
òî÷êàõ 𝜈𝑚. Ïðåäñòàâëåíèå (2.5.28) îêàçàëîñü âåñüìà óäîáíûì
äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ÑÂ× ðàäèîâîëí âäîëü ïî-
âåðõíîñòè Çåìëè è ìíîãèõ çàäà÷ ïðàêòè÷åñêîé ðàäèîôèçèêè.

5.2. Äèôðàêöèÿ íà ïîëóïëîñêîñòè. Ìåòîä Âèíåðà�
Õîïôà. Ââåäåíèå. Îäíèì èç ñàìûõ èçÿùíûõ ìåòîäîâ ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ôèçèêè ÿâëÿåòñÿ ìåòîä Âèíåðà�Õîïôà, ñîçäàííûé
Í. Âèíåðîì è Ý. Õîïôîì äëÿ ðåøåíèÿ îäíîãî èíòåãðàëüíî-
ãî óðàâíåíèÿ (óðàâíåíèå Ìèëíà) â 30-60-å ãîäû ïðîøëîãî âå-
êà [10]. Îäíîâðåìåííî ìîäèôèêàöèÿ ýòîãî ìåòîäà ñîçäàåòñÿ
Â.À. Ôîêîì. Â çàäà÷àõ äèôðàêöèè ìåòîä Âèíåðà�Õîïôà ïðè-
ìåíèì ê èçó÷åíèþ çàäà÷ äèôðàêöèè íà ïëîñêèõ ýêðàíàõ (ñì.
ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ [25]). Èçëîæèì çäåñü ïðèìåíåíèå
ìåòîäà Âèíåðà�Õîïôà ê çàäà÷å äèôðàêöèè íà ïîëóïëîñêîñòè.
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Ïðè÷åì âîñïîëüçóåìñÿ òîé æå ìîäèôèêàöèåé ìåòîäà, êîòîðóþ
ïðåäëîæèë Äæîíñ. (ñì. [27]).

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì ñêàëÿðíóþ ïëîñêóþ âîëíó

𝑢0 = 𝑒−𝑖𝑘(𝑥 cos 𝜃+𝑦 sin 𝜃), 0 < 𝜃 < 𝜋

(âðåìåííîé ìíîæèòåëü 𝑒−𝑖𝜔𝑡),
(2.5.29)

y

x

(1)
θ

(3)(2)

(3)

Ðèñ. 2.5.4. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

ïàäàþùóþ íà ïîëóïëîñêîñòü
{𝑦 = 0, 𝑥 6 0}, íà êîòîðîé
íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîëíîãî
ïîëÿ ðàâíà íóëþ, òî åñòü
¾àáñîëþòíî æåñòêèé ýêðàí¿
(ñì. ðèñ. 2.5.4). Áóäåì èñêàòü
ïîëíîå ïîëå 𝑢ï êàê ñóììó ïîëÿ
𝑢0 ïàäàþùåé ïëîñêîé âîëíû è
ïîëÿ 𝑢, êîòîðîå ïîðîæäàåòñÿ
ïðèñóòñòâèåì ïîëóïëîñêîñòè:

𝑢ï = 𝑢0 + 𝑢. (2.5.30)

Ôóíêöèÿ 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦) óäîâëåòâî-
ðÿåò óðàâíåíèþ

Δ𝑢+ 𝑘2𝑢 = 0 (2.5.31)

è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ:

𝜕𝑢

𝜕𝑦
(𝑥, 0± 0) = 𝑖𝑘 sin 𝜃𝑒−𝑖𝑘𝑥 cos 𝜃, 𝑥 < 0. (2.5.32)

Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è íåîáõîäèìî
ïîñòàâèòü óñëîâèå èçëó÷åíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè è íåêîòîðûå
óñëîâèÿ â îêðåñòíîñòè ðåáðà ýêðàíà.

Óñëîâèÿ Çîììåðôåëüäà çäåñü íå ãîäÿòñÿ â ñèëó òîãî, ÷òî
ãðàíèöà îáëàñòè ¾áåñêîíå÷íà¿. Ïîýòîìó âîñïîëüçóåìñÿ áîëåå
îáùèì ïðèíöèïîì ïðåäåëüíîãî ïîãëîùåíèÿ. À èìåííî ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî 𝑘 = 𝑘0 + 𝑖𝜀, 𝜀 > 0 è ðåøåíèå (2.5.31)-(2.5.32) áóäåì
èñêàòü â êëàññå ôóíêöèé, óáûâàþùèõ íà áåñêîíå÷íîñòè, ïðè÷åì
áóäåì ïðåäïîëàãàòü îïðåäåëåííûé ïîðÿäîê óáûâàíèÿ (îí ñëåäóåò
èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé). Èòàê, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî:

𝑢 ∈
{︀
𝑢 : |𝑢|+ |∇𝑢| 6 𝐶𝑒−𝜀𝑟 cos 𝜃 ïðè 𝑟 → ∞

}︀
, (2.5.33)

çäåñü 𝑟 =

√︁
𝑥2 + 𝑦2 .
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Â îêðåñòíîñòè ðåáðà òàêæå íàäî òðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ îïðå-
äåëåííûõ óñëîâèé, èíà÷å äàæå ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé íà áåñ-
êîíå÷íîñòè âîçìîæíî ñóùåñòâîâàíèå áîëåå ÷åì îäíîãî ðåøå-
íèÿ [27]. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

|𝑢| < 𝐶 è |∇𝑢| 6 𝐶𝑟−1/2 ïðè 𝑟 → 0 (2.5.34)

èìååòñÿ åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.5.31)-(2.5.33), à ñëå-
äîâàòåëüíî, è åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.5.31)-(2.5.32),
óäîâëåòâîðÿþùåå ïðèíöèïó ïðåäåëüíîãî ïîãëîùåíèÿ (åñëè òà-
êîâîå ñóùåñòâóåò). Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ
çàäà÷è (2.5.31)-(2.5.32) ñ 𝜀 ̸= 0 è ïîñëåäóþùåå äîêàçàòåëüñòâî
òîãî ôàêòà, ÷òî 𝑢(𝑥, 𝑦) = lim

𝜀→0
𝑢(𝑥, 𝑦, 𝜀) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

(2.5.31)-(2.5.32).

Ïîñòðîåíèå ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ ìåòîäîì Äæîí-
ñà. Ââåäåì ñëåäóþùèå ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî 𝛼:

𝑈+(𝛼, 𝑦) =
1√
2𝜋

∞∫
0

𝑢(𝑥, 𝑦)𝑒𝑖𝛼𝑥𝑑𝑥 = 𝐹+(𝑢),

𝑈−(𝛼, 𝑦) =
1√
2𝜋

0∫
−∞

𝑢(𝑥, 𝑦)𝑒𝑖𝛼𝑥𝑑𝑥 = 𝐹−(𝑢),

𝑈(𝛼, 𝑦) =
1√
2𝜋

+∞∫
−∞

𝑢(𝑥, 𝑦)𝑒𝑖𝛼𝑥𝑑𝑥 =

= 𝑈+(𝛼, 𝑦) + 𝑈−(𝛼, 𝑦) = 𝐹 (𝑢).

(2.5.35)

Çäåñü ÷åðåç 𝐹+(𝑢), 𝐹−(𝑢) è 𝐹 (𝑢) îáîçíà÷åíû ñîîòâåòñòâåííî
îäíîñòîðîííèå è ïîëíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé 𝑥
ôóíêöèè 𝑢(𝑥, 𝑦). Èç òåîðèè èíòåãðàëà Ôóðüå [36] ñëåäóåò, ÷òî,
åñëè 𝑢 óäîâëåòâîðÿåò (2.5.33), òî 𝑈+(𝛼, 𝑦) � àíàëèòè÷íà â ïîëó-
ïëîñêîñòè Π+ = {𝛼 : Im𝛼 > −𝜀 cos 𝜃}, à 𝑈−(𝛼, 𝑦) � àíàëèòè÷íà
â ïîëóïëîñêîñòè Π− = {𝛼 : Im𝛼 < 𝜀 cos 𝜃}.

Åñëè ôóíêöèÿ 𝑢 óäîâëåòâîðÿåò (2.5.31), òî 𝑈(𝛼, 𝑦) óäîâëåòâî-
ðÿåò óðàâíåíèþ: [︂

𝜕2

𝜕𝑦2
−
(︀
𝛼2 − 𝑘2

)︀]︂
𝑈(𝛼, 𝑦) = 0. (2.5.36)

Ââåäåì ôóíêöèþ 𝛾(𝛼) =
√︀
𝛼2 − 𝑘2 , âåòâü êîòîðîé âûáåðåì ñëå-

äóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì 𝛾(0) = −𝑖𝑘 è ïðîâåäåì íà ïëîñêîñòè
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𝛼 ðàçðåçû (ñì. ðèñ. 2.5.5). Âîçüìåì â êà÷åñòâå ðåøåíèé (2.5.36)
ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

𝑈(𝛼, 𝑦) =

{︃
𝐴(𝛼)𝑒−𝛾𝑦 ïðè 𝑦 > 0,

𝐵(𝛼)𝑒𝛾𝑦 ïðè 𝑦 < 0.
(2.5.37)

Ââåäåì òàêæå â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèè:

𝑉+(𝛼, 𝑦) = 𝐹+

(︁
𝜕𝑢

𝜕𝑦

)︁
,

𝑉−(𝛼, 𝑦) = 𝐹−

(︁
𝜕𝑢

𝜕𝑦

)︁
,

𝑉 (𝛼, 𝑦) = 𝐹
(︁
𝜕𝑢

𝜕𝑦

)︁
.

(2.5.38)

Âñå ñêàçàííîå âûøå îá àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ôóíêöèé
𝑈± â ðàâíîé ñòåïåíè îòíîñèòñÿ è ê ôóíêöèÿì 𝑉±(𝛼, 𝑦).

Çàïèøåì ñëåäóþùèå î÷åâèäíûå ðàâåíñòâà:

𝑈+(𝛼, 0+ 0) + 𝑈−(𝛼, 0+ 0) = 𝐴(𝛼), (à)

𝑈+(𝛼, 0− 0) + 𝑈−(𝛼, 0− 0) = 𝐵(𝛼), (á)

𝑉+(𝛼, 0+ 0) + 𝑉−(𝛼, 0+ 0) = −𝛾(𝛼)𝐴(𝛼), (â)

𝑉+(𝛼, 0− 0) + 𝑉−(𝛼, 0− 0) = 𝛾(𝛼)𝐵(𝛼). (ã)

(2.5.39)

ε cosθ

α

�k

Π

k

Π

-ε cosθ

�

�

Reα

Imα

Ðèñ. 2.5.5. Ðàçðåçû íà ïëîñêîñòè 𝛼.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè è
ñâîéñòâàìè íåïðåðûâíî-

ñòè 𝑢 è
𝜕𝑢

𝜕𝑦
. Èç ãðàíè÷íî-

ãî óñëîâèÿ (2.5.32) ñëåäó-

åò, ÷òî
𝜕𝑢

𝜕𝑦
(𝑥, 𝑦) íåïðåðûâ-

íà äëÿ âñåõ 𝑥 ïðè ïåðåõî-
äå òî÷êè (𝑥, 𝑦) ÷åðåç îñü
𝑦 = 0, à ñëåäîâàòåëüíî èç
(2.5.39â) è (2.5.39ã) ñëå-
äóåò

−𝐴(𝛼) = 𝐵(𝛼). (2.5.40)
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Îòìåòèì òåïåðü, ÷òî 𝑢(𝑥, 𝑦) ïðè 𝑥 > 0 íåïðåðûâíà ïðè 𝑦 = 0,
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

𝑈+(𝛼, 0+ 0) = 𝑈+(𝛼, 0− 0). (2.5.41)

Èñïîëüçóÿ (2.5.41), âû÷èòàÿ (2.5.39á) èç (2.5.39à), ïîëó÷èì ñ
ó÷åòîì (2.5.40)

2𝑆−(𝛼) = 𝑈−(𝛼, 0+ 0)− 𝑈−(𝛼, 0− 0) = 2𝐴(𝛼). (2.5.42)

Ïîñêîëüêó èìååò ìåñòî (2.5.32), òî ∀𝛼 ∈ Π− ñïðàâåäëèâî

𝑉−(𝛼, 0+ 0) =
1√
2𝜋

0∫
−∞

𝑒𝑖𝛼𝑥
(︀
𝑖𝑘 sin 𝜃𝑒−𝑖𝑘𝑥 cos 𝜃

)︀
𝑑𝑥 =

=
𝑘 sin 𝜃√

2𝜋 (𝛼− 𝑘 cos 𝜃)
.

(2.5.43)

Èìåÿ â âèäó (2.5.43), ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (2.5.39â) èñêëþ-
÷èì èç (2.5.42) íåèçâåñòíóþ 𝐴(𝛼) è ïîëó÷èì ðàâåíñòâî:

𝑉+(𝛼, 0+ 0) +
𝑘 sin 𝜃√

2𝜋 (𝛼− 𝑘 cos 𝜃)
= −𝛾𝑆−(𝛼), (2.5.44)

ñïðàâåäëèâîå â ïîëîñå Π+ ∩Π− = {𝛼 : |Im𝛼| < 𝜀 cos 𝜃}.
Òàêèì îáðàçîì, íàìè ïîëó÷åíî óðàâíåíèå (2.5.44) äëÿ äâóõ

íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé 𝑉+ è 𝑆− ñ èçâåñòíûìè, îäíàêî, àíàëèòè-
÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Åñëè íàì óäàñòñÿ îïðåäåëèòü èç (2.5.44)
ôóíêöèè 𝑉+ è 𝑆−, òî ïî (2.5.42) ìû ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâåííî
𝐴(𝛼) è òåì ñàìûì áóäåì çíàòü ôóðüå-îáðàç 𝑈(𝛼, 𝑦) � íåèç-
âåñòíîé èñêîìîé 𝑢(𝑥, 𝑦), ÷òî ïîçâîëèò íàì, ïðèìåíèâ îáðàòíîå
ïðåîáðàçîâàíèå, ïîëó÷èòü ðåøåíèå çàäà÷è ñ 𝜀 ̸= 0.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå (2.5.31)-(2.5.32) ñâåëîñü ê ðåøå-
íèþ ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.5.44), òèïè÷íîãî äëÿ ìåòîäà
Âèíåðà�Õîïôà. Îáðàòèìñÿ ê íåêîòîðûì îáùèì ñîîáðàæåíèÿì.

Îáùèå ïîëîæåíèÿ. Òåîðèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé òè-
ïà (2.5.44) è áîëåå ñëîæíûõ áûëà ðàçðàáîòàíà Âèíåðîì è
Õîïôîì. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå:

𝑀(𝛼)Φ+(𝛼) +𝑁(𝛼)Ψ−(𝛼) = 𝐾(𝛼) (2.5.45)

ñïðàâåäëèâîå â ïîëîñå 𝜏 = Π+ ∩ Π−. Ôóíêöèè Φ+(𝛼) è Ψ−(𝛼)
íåèçâåñòíû, íî ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè 𝛼 â Π+
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è Π−, à ôóíêöèè 𝑀(𝛼), 𝑁(𝛼) è 𝐾(𝛼) � èçâåñòíûå ôóíêöèè,
îïðåäåëåííûå íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè 𝛼 çà èñêëþ÷åíèåì
èõ îñîáûõ òî÷åê. Ïóñòü íàì óäàëîñü ôàêòîðèçîâàòü (ïðåäñòàâèòü
â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ) ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ

𝑀(𝛼)

𝑁(𝛼)
=
𝐿+(𝛼)

𝐿−(𝛼)
, (2.5.46)

ãäå 𝐿±(𝛼) � àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè ñîîòâåòñòâåííî â Π+ è Π−,
òîãäà (2.5.45) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

𝐿+(𝛼)Φ+(𝛼) + 𝐿−(𝛼)Ψ−(𝛼) =
𝐿−(𝛼)𝐾(𝛼)

𝑁(𝛼)

Ïóñòü òàêæå óäàëîñü ôàêòîðèçîâàòü â ñóììó ôóíêöèþ:

𝐿−(𝛼)𝐾(𝛼)

𝑁(𝛼)
= −𝑄+(𝛼) +𝑄−(𝛼), (2.5.47)

ãäå 𝑄±(𝛼) � àíàëèòè÷íû ñîîòâåòñòâåííî â Π±. Òîãäà (2.5.45)
ïðèìåò âèä:

𝐿+(𝛼)Φ+(𝛼) +𝑄+(𝛼) = 𝑄−(𝛼)− 𝐿−(𝛼)Ψ−(𝛼). (2.5.48)

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî

𝑄±(𝛼) → 0,

𝐿+(𝛼)Φ+(𝛼) → 0,

𝐿−(𝛼)Ψ−(𝛼) → 0,

⎫⎪⎬⎪⎭𝛼 ∈ Π±, |𝛼| → ∞, (2.5.49)

ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî arg𝛼. Ñ ïîìîùüþ àíàëèòè÷åñêîãî ïðî-
äîëæåíèÿ îïðåäåëèì ôóíêöèþ:

Ω(𝛼) =

{︃
𝐿+(𝛼)Φ+(𝛼) +𝑄+(𝛼), 𝛼 ∈ Π+,

𝑄−(𝛼)− 𝐿−(𝛼)Ψ−(𝛼), 𝛼 ∈ Π−.

Ýòà ôóíêöèÿ Ω(𝛼) àíàëèòè÷íà íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè 𝛼
è ðàâíîìåðíî ïî arg 𝛼 ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè |𝛼| → ∞. À ñëåäî-
âàòåëüíî, ïî òåîðåìå Ëèóâèëëÿ Ω(𝛼) ≡ 0 ∀𝛼. Îòêóäà ïîëó÷àåì

𝐿+(𝛼)Φ+(𝛼) +𝑄+(𝛼) ≡ 0,

𝑄−(𝛼)− 𝐿−(𝛼)Ψ−(𝛼) ≡ 0,

5 À. Ã. Ñâåøíèêîâ, È. Å.Ìîãèëåâñêèé
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÷òî è ïîçâîëÿåò íàéòè Φ+(𝛼) è Ψ−(𝛼).
Èç ïðèâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèé âèäíî, ÷òî öåíòðàëüíûì

ìîìåíòîì ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðèçàöèÿ ôóíêöèé (2.5.46) è
(2.5.47). Èìåþòñÿ îáùèå òåîðåìû î ôàêòîðèçàöèè [33] è îá-
øèðíûé îáçîð íåïîñðåäñòâåííûõ ôàêòîðèçàöèé ñîäåðæèòñÿ â
ðàáîòå [27]. Çàìåòèì, ÷òî îò óñëîâèÿ (2.5.49) òàêæå ìîæíî
îñâîáîäèòüñÿ.

Ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è. Ïðèìåíèì òåïåðü ïðèâåäåí-
íûå âûøå ðàññóæäåíèÿ ê óðàâíåíèþ (2.5.44). Â íàøåì ñëó÷àå

𝑀(𝛼) ≡ 1, 𝑁 = 𝛾(𝛼) è 𝐾(𝛼) =
𝑘 sin 𝜃√

2𝜋 (𝛼− 𝑘 cos 𝜃)
. Ôàêòîðèçàöèÿ

(2.5.46) çäåñü î÷åâèäíà:

𝛾(𝛼) =
√
𝛼− 𝑘 ·

√
𝛼+ 𝑘 =

1
𝐿+(𝛼)

· 𝐿−(𝛼).

Ïåðåïèñàâ æå (2.5.44) â âèäå

𝑉+(𝛼, 0+ 0)√
𝛼+ 𝑘

+
𝑘 sin 𝜃√

2𝜋 (𝛼− 𝑘 cos 𝜃)

[︂
1√
𝛼+ 𝑘

− 1√
𝑘 + 𝑘 cos 𝜃

]︂
=

= −
√
𝛼− 𝑘 𝑆−(𝛼)−

𝑘 sin 𝜃√
2𝜋

√
𝑘 + 𝑘 cos 𝜃 (𝛼− 𝑘 cos 𝜃)

, (2.5.50)

ìû âèäèì, ÷òî çäåñü ôàêòîðèçàöèÿ (2.5.47) ñâåëàñü ïðîñòî ê àë-
ãåáðàè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèÿì, íåîáõîäèìûì â ñâÿçè ñ íàëè÷è-
åì ïîëþñà ïåðâîãî ïîðÿäêà ó ôóíêöèè 𝐾(𝛼) â òî÷êå 𝛼 = 𝑘 cos 𝜃.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè çàïèñü (2.5.48) äëÿ íàøåãî óðàâíå-
íèÿ (2.5.44). Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå èìåþò ìåñòî
ñâîéñòâà (2.5.49).

Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèÿìè íà ðåáðå (2.5.34). Èç-
âåñòíî, ÷òî, åñëè 𝑓(𝑥) = 𝑂(𝑥𝑝) ïðè 𝑥→ 0+ 0, −1 < 𝑝 < 0, òî

𝐹+(𝛼) =

∞∫
0

𝑓(𝑥)𝑒𝑖𝛼𝑥𝑑𝑥 = 𝑂(|𝛼|−(𝑝+1)) 𝛼→ ∞, 𝛼 ∈ Π+.

Ïðèìåíÿÿ ýòîò ðåçóëüòàò ê íàøåìó ñëó÷àþ, èìååì

|𝑆−(𝛼)| = 𝑂
(︀
|𝛼|−1

)︀
, 𝛼 ∈ Π−, 𝛼→ ∞,

|𝑉+(𝛼, 0+ 0)| = 𝑂
(︁
|𝛼|−1/2

)︁
, 𝛼 ∈ Π+, 𝛼→ ∞.

(2.5.51)
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Ó÷èòûâàÿ (2.5.51), ìû âèäèì, ÷òî (2.5.50) îêàçàëîñü çàïèñàí-
íûì â âèäå (2.5.48). Îòñþäà ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ôóíêöèè
𝑉+(𝛼, 0 + 0) è 𝑆−(𝛼), ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ïî ôîðìóëå (2.5.42)
îïðåäåëÿåòñÿ 𝐴(𝛼):

𝐴(𝛼) = − 1√
2𝜋

𝑘 sin 𝜃√
𝑘 + 𝑘 cos 𝜃

1√
𝛼− 𝑘 (𝛼− 𝑘 cos 𝜃)

.

À çíàÿ 𝐴(𝛼), êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, ìîæíî ïîëó÷èòü ôóíêöèþ
𝑢(𝑥, 𝑦):

𝑢(𝑥, 𝑦) = − 1
2𝜋

𝑘 sin 𝜃√
𝑘 + 𝑘 cos 𝜃

+∞∫
−∞

𝑒−𝑖𝛼𝑥−𝛾𝑦

√
𝛼− 𝑘 (𝛼− 𝑘 cos 𝜃)

𝑑𝛼 ïðè 𝑦 > 0,

𝑢(𝑥, 𝑦) =
1
2𝜋

𝑘 sin 𝜃√
𝑘 + 𝑘 cos 𝜃

+∞∫
−∞

𝑒−𝑖𝛼𝑥−𝛾|𝑦|
√
𝛼− 𝑘 (𝛼− 𝑘 cos 𝜃)

𝑑𝛼 ïðè 𝑦 < 0.

(2.5.52)

α

α k� � α k�

α cosθk�

Reα

Imα

Ðèñ. 2.5.6. Îáõîä îñîáåííîñòåé.

Òàêèì îáðàçîì, íàìè ïîëó÷å-
íî ðåøåíèå çàäà÷è ñ 𝜀 ̸= 0, ïðè-
òîì îíî åäèíñòâåííî. Åñëè òåïåðü
óñòðåìèòü 𝜀 ê íóëþ, òî îñîáåí-
íîñòè ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé
𝛼 = ±𝑘 è 𝛼 = 𝑘 cos 𝜃 íà êîìïëåêñ-
íîé ïëîñêîñòè 𝛼 ïåðåéäóò íà åå
âåùåñòâåííóþ îñü Re𝛼, è ïîýòî-
ìó èíòåãðèðîâàíèå (2.5.52) ñëåäóåò âåñòè ñ îáõîäîì îñîáåí-
íîñòåé (ñì. ðèñ. 2.5.6). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîëó÷åííîå
ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì â (2.5.52) ïðè 𝜀 → 0 ðåøåíèå 𝑢(𝑥, 𝑦)
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (2.5.31)-(2.5.32), è, ñëåäîâàòåëüíî,
åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì, óäîâëåòâîðÿþùèì ïðèíöèïó ïðåäåëü-
íîãî ïîãëîùåíèÿ.

Èññëåäîâàíèå ðåøåíèÿ. Çàïèøåì ïîëíîå ïîëå

𝑢ï(𝑥, 𝑦) = 𝑢0(𝑥, 𝑦)−

− 1
2𝜋

sgn(𝑦)
√
𝑘 − 𝑘 cos 𝜃

+∞∫
−∞

𝑒−𝛾|𝑦|−𝑖𝛼𝑥

√
𝛼− 𝑘 (𝛼− 𝑘 cos 𝜃)

𝑑𝛼.

5*
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Ââåäåì ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû ïî ôîðìóëàì 𝑥 = 𝑟 cos𝜙, 𝑦 =
= 𝑟 sin𝜙 0 < 𝜙 < 𝜋. Òîãäà èíòåãðàë

+∞∫
−∞

𝑒−𝑟(𝛾 sin𝜙+𝑖𝛼 cos𝜙)

√
𝛼− 𝑘 (𝛼− 𝑘 cos 𝜃)

𝑑𝛼

ìîæåò áûòü îöåíåí ïî ìåòîäó ïåðåâàëà (ñì., íàïðèìåð, [33]).
Ïðèìåíÿÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû, ïîëó÷èì:

𝑢ï = 𝑢0 + 𝑢îòð −
√︂

2𝜋
𝑘𝑟

sin𝜙/2 · sin 𝜃/2

cos𝜙+ cos 𝜃
· 𝑒−𝑖𝑘𝑟−𝑖𝜋/4+

+𝑂
(︁ 1
𝑘𝑟

)︁
, 𝜋 − 𝜃 < 𝜙 < 𝜋,

(2.5.53)

𝑢ï = −
√︂

2𝜋
𝑘𝑟

·
sin𝜙/2 · sin 𝜃/2

cos𝜙+ cos 𝜃
· 𝑒−𝑖𝑘𝑟−𝑖𝜋/4 +𝑂

(︁ 1
𝑘𝑟

)︁
,

𝜋 < 𝜙 < 𝜋 + 𝜃,

(2.5.54)

𝑢ï = 𝑢0 −
√︂

2𝜋
𝑘𝑟

sin𝜙/2 · sin 𝜃/2
cos𝜙+ cos 𝜃

𝑒−𝑖𝑘𝑟−𝑖𝜋/4 +𝑂
(︁ 1
𝑘𝑟

)︁
,

𝜋 + 𝜃 < 𝜙 < 3𝜋 − 𝜃,
(2.5.55)

y

x

(1) θ

(3)(2)

(3)

Ðèñ. 2.5.7.

ãäå 𝑢îòð = 𝑒−𝑖𝑘(𝑥 cos 𝜃−𝑦 sin 𝜃) � îòðà-

æåííîå ïîëå. Ïðè÷åì çäåñü ñ÷èòà-
åòñÿ, ÷òî 𝜙 ̸= 𝜋 − 𝜃 (ýòî îáóñëîâëå-
íî ìåòîäîì ïåðåâàëà). Ïðåäñòàâëå-
íèå î ôèçè÷åñêîé êàðòèíå ëåãêî ñî-
ñòàâèòü èç ïîëó÷åííûõ ôîðìóë (ñì.
ðèñ. 2.5.7). Òàê, â îáëàñòè (1) (îá-
ëàñòè ñâåòà) ñóùåñòâóåò êàê ïàäàþ-
ùåå ïîëå 𝑢0, òàê è îòðàæåííîå ïîëå
𝑢îòð, è äèôðàãèðîâàííîå ýêðàíîì

ïîëå (ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå); â îáëàñòè (2) (îáëàñòü òåíè ïîä
ýêðàíîì) ñóùåñòâóåò òîëüêî äèôðàãèðîâàííîå ïîëå è â îáëà-
ñòè (3) � ïàäàþùåå è äèôðàãèðîâàííîå ïîëå.
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� 6. Äèôðàêöèÿ â íåîäíîðîäíîé ñðåäå

6.1. Ñêàëÿðíàÿ äèôðàêöèÿ íà òåëå â ëîêàëüíî íåîä-
íîðîäíîé ñðåäå. Ïàðöèàëüíûå óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ. Äî ñèõ
ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè çàäà÷è ñêàëÿðíîé è ýëåêòðîìàãíèòíîé äè-
ôðàêöèè íà îãðàíè÷åííûõ îáúåêòàõ, íàõîäÿùèõñÿ â îäíîðîäíîé
ñðåäå, äëÿ êîòîðîé êîýôôèöèåíòû â óðàâíåíèÿõ Ìàêñâåëëà è
Ãåëüìãîëüöà ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè âåëè÷èíàìè. Îäíàêî, áîëü-
øîé êëàññ ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ çàäà÷ îïèñûâàåòñÿ ìàòåìàòè-
÷åñêèìè ìîäåëÿìè, â êîòîðûõ õàðàêòåðèñòèêè âíåøíåé ñðåäû
çàâèñÿò îò ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò. Ìåòîäàì ðåøåíèÿ ýòîãî
êëàññà çàäà÷ è áóäåò ïîñâÿùåí íàñòîÿùèé ïàðàãðàô.

Êàê îáû÷íî, íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ ñêàëÿðíîé äèôðàêöèè â ëî-
êàëüíî íåîäíîðîäíîé ñðåäå.

Äèôðàêöèÿ íà èìïåäàíñíîì òåëå. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ
ñêàëÿðíóþ çàäà÷ó äèôðàêöèè íà èìïåäàíñíîì òåëå:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Δ𝑢+ 𝑘2(𝑀)𝑢 = 0, 𝑀 ∈ 𝐷𝑒,

𝜕𝑢

𝜕𝑛
+ ℎ(𝑃 )𝑢

⃒⃒⃒
𝑆
= 𝑓(𝑃 ), 𝑃 ∈ 𝑆,

𝜕𝑢

𝜕𝑟
− 𝑖𝑘0𝑢 = 𝑜

(︁1
𝑟

)︁
, 𝑟 > 𝑅0,

[𝑢]|Σ𝑅
0
=
[︁
𝜕𝑢

𝜕𝑟

]︁⃒⃒⃒
Σ𝑅

0

= 0,

(2.6.1)

ãäå

𝑘2(𝑀) =

{︂
𝐶(1)(𝐷*

𝑒), 𝑀 ∈ 𝐷*
𝑒 ,

𝑘20, 𝑟 > 𝑅0, 𝑘20 > 0,

Im 𝑘2(𝑀) = 𝑞(𝑀) > 𝑞0 > 0; 𝑞1 > 𝑞(𝑀),

ℎ(𝑃 ) è 𝑓(𝑃 ) ∈ 𝐶(1)(𝑆), ‖𝑓‖𝐿2(𝑆) 6 𝑓1,

Imℎ(𝑃 ) = −𝛼(𝑃 ), 𝛼(𝑃 ) > 𝛼0 > 0, 𝛼1 > 𝛼(𝑃 ).

(2.6.2)

Çäåñü Σ𝑅0
� ñôåðà ðàäèóñà 𝑅0, îáúåìëþùàÿ òåëî 𝐷𝑖 ñ ïîâåðõ-

íîñòüþ 𝑆 òèïà Ëÿïóíîâà è îáëàñòü 𝐷*
𝑒 íåîäíîðîäíîñòè êîýôôè-

öèåíòà 𝑘2(𝑀), ãëàäêî ïðèíèìàþùåãî çíà÷åíèå 𝑘20 íà Σ𝑅0
.

Êàê áûëî óñòàíîâëåíî â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ, çàäà÷à
(2.6.1) ïðè óñëîâèÿõ (2.6.2) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà.
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Ðàññìîòðåíèå äàííîé çàäà÷è â íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè 𝐷*
𝑒

ñ óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ íà Σ𝑅0
è àñèìïòîòè÷åñêèì óñëîâèåì

èçëó÷åíèÿ Çîììåðôåëüäà ñâÿçàíî ñ îïðåäåëåííûìè òðóäíîñòÿìè
êàê òåîðåòè÷åñêîãî, òàê è âû÷èñëèòåëüíîãî õàðàêòåðà. Ýòè òðóä-
íîñòè ìîæíî îáîéòè, ñâåäÿ èñõîäíóþ çàäà÷ó (2.6.1), (2.6.2) ê
êðàåâîé çàäà÷å â îãðàíè÷åííîé äâóõñâÿçíîé îáëàñòè 𝐷*

𝑒 , çàìåíèâ
àñèìïòîòè÷åñêèå óñëîâèÿ Çîììåðôåëüäà íà êîíêðåòíûå óñëîâèÿ
äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèîíàëîâ îò ðåøåíèÿ íà âíåøíåé ãðàíèöå
Σ𝑅0

îáëàñòè 𝐷*
𝑒 .

Çàìåòèì, ÷òî âíå Σ𝑅0
ðåøåíèå çàäà÷è (2.6.1) ìîæåò áûòü

ðàçëîæåíî â ñõîäÿùèéñÿ ðÿä ïî ìåòàãàðìîíè÷åñêèì ôóíêöèÿì

𝑢(𝑀) =
∑︁
𝑛

𝑇𝑛𝑤𝑛(𝑟, 𝜃,𝜙), 𝑟 > 𝑅0, (2.6.3)

ãäå

𝑤𝑛(𝑟, 𝜃,𝜙) = 𝜁
(1)
𝑙(𝑛)(𝑘0𝑟)𝑌𝑛(𝜃,𝜙), (2.6.4)

à 𝑇𝑛 � íåèçâåñòíûå àìïëèòóäû ðàñõîäÿùèõñÿ ñôåðè÷åñêèõ âîëí.
Ðàçëîæåíèå (2.6.3) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

𝑢(𝑀) =
∑︁
𝑛

𝐴𝑛(𝑟)𝑌𝑛(𝜃,𝜙), (2.6.5)

ãäå 𝐴𝑛(𝑟) � êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ñôåðè÷åñêèì
ãàðìîíèêàì

𝐴𝑛(𝑟) =

∫
Ω

𝑢(𝑟, 𝜃,𝜙)𝑌 *
𝑛 (𝜃,𝜙)𝑑𝜔. (2.6.6)

Ïðè÷åì ýòîò íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ìîæíî äèôôåðåíöèðîâàòü
ïî ïàðàìåòðó 𝑟

𝐴′
𝑛(𝑟) =

∫
Ω

𝜕𝑢

𝜕𝑟
(𝑟, 𝜃,𝜙)𝑌 *

𝑛 (𝜃,𝜙)𝑑𝜔. (2.6.7)

Çàïèñàâ ôîðìóëó Ãðèíà äëÿ ôóíêöèé 𝑢(𝑟, 𝜃,𝜙) (2.6.5) è ôóíêöèè

𝑤𝑛 = 𝜁
(1)
𝑙(𝑛)(𝑘0𝑟)𝑌

*
𝑛 (𝜃,𝜙) â íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè âíå ñôåðû Σ𝑅0

,

â ñèëó óñëîâèé Çîììåðôåëüäà äëÿ ýòèõ ôóíêöèé ïîëó÷èì∫
Σ𝑅>𝑅

0

(︁
𝜕𝑢

𝜕𝑟
𝑤𝑛 − 𝑢

𝜕𝑤𝑛

𝜕𝑟

)︁
𝑅2𝑑𝜔 = 0, (2.6.8)
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÷òî â ñèëó îðòîíîðìèðîâàííîñòè ñôåðè÷åñêîãî áàçèñà {𝑌𝑛}∞𝑛=1

íà ëþáîé ñôåðå ïðèâîäèò ê îêîí÷àòåëüíîìó âûðàæåíèþ

𝐴′
𝑛(𝑅)− 𝛾𝑛(𝑅)𝐴𝑛(𝑅) = 0 ïðè 𝑅 > 𝑅0, ∀𝑛, (2.6.9)

ãäå

𝛾𝑛(𝑅) =

𝑑

𝑑𝑟
𝜁
(1)
𝑙(𝑛)(𝑘0𝑟)

𝜁
(1)
𝑙(𝑛)(𝑘0𝑟)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑟=𝑅.

(2.6.10)

Ôîðìóëû (2.6.9), (2.6.10) îçíà÷àþò, ÷òî ôóíêöèîíàëû (2.6.6)
ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.6.1) ïðè 𝑅 > 𝑅0 óäîâëåòâîðÿþò îäíîìåðíûì
óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ òèïà óñëîâèé Çîììåðôåëüäà.

Ýòî ïîçâîëÿåò çàìåíèòü àñèìïòîòè÷åñêîå óñëîâèå èçëó÷å-
íèÿ çàäà÷è (2.6.1) íà áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó îäíîìåðíûõ óñëîâèé
(2.6.9) äëÿ êîýôôèöèåíòîâ 𝐴𝑛(𝑟) ðàçëîæåíèÿ èñêîìîãî ðåøåíèÿ
ïî ñôåðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì. Óñëîâèÿ (2.6.9) îáû÷íî íàçûâàþòñÿ
ïàðöèàëüíûìè óñëîâèÿìè èçëó÷åíèÿ.

Èòàê, èñõîäíàÿ çàäà÷à (2.6.1) â íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè 𝐷𝑒

ñâåäåíà ê êðàåâîé çàäà÷å â îãðàíè÷åííîé äâóõñâÿçíîé îáëàñòè
𝐷*
𝑒 , íà ãðàíèöàõ êîòîðîé 𝑆 è Σ𝑅0

ïîñòàâëåíû òî÷íûå óñëîâèÿ.

Çàìå÷àíèå 2.6.1 Ïàðöèàëüíûì óñëîâèÿì (2.6.9) ìîæíî ïðè-
äàòü ðàçëè÷íóþ ôîðìó. Íàïðèìåð, èõ íà îñíîâàíèè (2.6.7)
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå∫

Ω

𝜕𝑢

𝜕𝑟

⃒⃒⃒
𝑟=𝑅

𝑌 *
𝑛 𝑑𝜔 = 𝛾𝑛(𝑅)𝐴𝑛(𝑅) =

= 𝑇𝑛
𝑑

𝑑𝑟

(︁
𝜁
(1)
𝑙(𝑛) (𝑘0𝑟)

)︁⃒⃒⃒
𝑟=𝑅,

𝑛 = 0, 1 . . .

(2.6.11)

Çàìå÷àíèå 2.6.2 Îáîáùåíèåì óñëîâèé (2.6.9) ÿâëÿþòñÿ óñëî-
âèÿ èçëó÷åíèÿ, çàäàâàåìûå íà çàìêíóòîé ãëàäêîé ïîâåðõíî-
ñòè 𝑆1, îõâàòûâàþùåé ñôåðó Σ𝑅0

:∫
𝑆1

𝜕𝑢

𝜕𝑛
𝑤𝑚𝑑𝜎 =

∫
𝑆1

𝑢
𝜕𝑤𝑚

𝜕𝑛
𝑑𝜎 =

∑︁
𝑛

Γ𝑚𝑛𝑇𝑛, (2.6.12)

ãäå Γ𝑚𝑛 =

∫
𝑆1

𝜕𝑤𝑚

𝜕𝑛
𝑤𝑛𝑑𝜎 𝑚 = 0, 1 . . .
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Çàìå÷àíèå 2.6.3 Óìíîæàÿ (2.6.9) íà 𝑌𝑛(𝑃0), ãäå 𝑃0 ∈ Σ𝑅0
, è

ñóììèðóÿ ïî 𝑛, ïîëó÷èì

𝜕𝑢

𝜕𝑟
(𝑅0,𝑃0)

⃒⃒⃒∑︀
𝑅
0

=

∫
∑︀

𝑅
0

𝐾(𝑅0,𝑃0,𝑃 )𝑢(𝑅0,𝑃 )𝑑𝜎𝑃 , (2.6.13)

òî åñòü íåëîêàëüíîå óñëîâèå èçëó÷åíèÿ, ñâÿçûâàþùåå çíà÷å-
íèå íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ðåøåíèÿ â òî÷êå 𝑃0 ñôåðû Σ𝑅0

ñî çíà÷åíèåì ñàìîé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè 𝑢(𝑅0,𝑃 ) âî âñåõ
òî÷êàõ 𝑃 ýòîé ñôåðû.

Ïðè ðåøåíèè íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ çàäà÷ óñëîâèÿ èç-
ëó÷åíèÿ (2.6.12), (2.6.13) îêàçûâàþòñÿ áîëåå ýôôåêòèâíûìè,
÷åì èñõîäíûå ïàðöèàëüíûå óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ (2.6.9).

Çàìå÷àíèå 2.6.4 Óñëîâèÿ (2.6.9) ïîçâîëÿþò çàïèñàòü ôîðìó-
ëó Óìîâà�Ïîéíòèíãà äëÿ ïîòîêà ýíåðãèè, ÷åðåç ïîâåðõíîñòü
ñôåðû Σ𝑅0

𝑤 = Im

∫
Σ𝑅

0

𝜕𝑢

𝜕𝑟
𝑢*𝑑𝜎 (2.6.14)

â äîñòàòî÷íî êîìïàêòíîì âèäå. Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäñòàâ-
ëåíèåì (2.6.3) è îðòîíîðìèðîâàííîñòüþ ñôåðè÷åñêèõ ôóíê-
öèé, ïîëó÷èì

𝑤 = 𝑅2
0

∑︁
𝑛

|𝑇𝑛|2 Im
{︁
𝑑

𝑑𝑟
𝜁
(1)
𝑙(𝑛)(𝑘0𝑟) · 𝜁

(2)
𝑙(𝑛)(𝑘0𝑟)

}︁⃒⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑅0.

(2.6.15)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìíèìàÿ ÷àñòü âûðàæåíèÿ â ôèãóðíûõ ñêîá-
êàõ

Im
{︁
𝑑

𝑑𝑟
𝜁
(1)
𝑙(𝑛)(𝑘0𝑟) · 𝜁

(2)
𝑙(𝑛)(𝑘0𝑟)

}︁
=

=
𝑘0
2𝑖

{︁(︁
𝜁
(1)
𝑙(𝑛)(𝑥)

)︁′
𝜁
(2)
𝑙(𝑛)(𝑥)− 𝜁

(1)
𝑙(𝑛)(𝑥)

(︁
𝜁
(2)
𝑙(𝑛)(𝑥)

)︁′}︁
, 𝑥 = 𝑘0𝑟,

åñòü çíà÷åíèå âðîíñêèàíà äâóõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé

óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ, ðàâíîå
2𝑖

𝑥2
. Îòñþäà ïîëó÷èì äëÿ ïîòîêà

ýíåðãèè ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ñôåðû Σ𝑅0
âûðàæåíèå

𝑤 =
1
𝑘0

∑︁
𝑛

|𝑇𝑛|2. (2.6.16)
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Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ýòîãî ðåçóëüòàòà ïðîçðà÷åí: ïîëíûé ïî-
òîê ýíåðãèè ÷åðåç çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü ðàâåí ñóììå ïî-
òîêîâ ýíåðãèé âñåõ ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê â ïðåäñòàâëåíèè
ðåøåíèÿ (2.6.3).

6.2. Ýíåðãåòè÷åñêîå òîæäåñòâî. Ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ
ñâîéñòâ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.6.1). Ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå çàäà-
÷è (2.6.1) îãðàíè÷åíî ïî íîðìå ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà
𝑊 1

2 (𝐷
*
𝑒). Óìíîæàÿ óðàâíåíèå (2.6.1) íà 𝑢*(𝑀) è èíòåãðèðóÿ

ðåçóëüòàò ïî îáëàñòè 𝐷*
𝑒 , ïîëó÷èì

0 =

∫
𝐷*

𝑒

(︀
Δ𝑢+ 𝑘2(𝑀)𝑢

)︀
𝑢*𝑑𝑉 =

∫
𝑆+Σ𝑅

0

𝜕𝑢

𝜕𝑛
𝑢*𝑑𝜎−

−
∫
𝐷*

𝑒

|∇𝑢|2 𝑑𝑉 +

∫
𝐷*

𝑒

𝑘2(𝑀)|𝑢|2𝑑𝑉𝑀 .
(2.6.17)

Ðàññìîòðèì ìíèìóþ ÷àñòü âûðàæåíèÿ (2.6.17). Çàìåòèì, ÷òî â
ñèëó ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (2.6.1)

Im

∫
𝑆

𝜕𝑢

𝜕𝑛
𝑢*𝑑𝜎 = Im

∫
𝑆

{−ℎ(𝑃 )𝑢+ 𝑓(𝑃 )}𝑢*𝑑𝜎 =

=

∫
𝑆

{︀
𝛼(𝑃 )|𝑢|2 + Im𝑓(𝑃 )𝑢*(𝑃 )

}︀
𝑑𝜎.

(2.6.18)

Ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè (2.6.18) ìîæíî çà-
ïèñàòü â âèäå

{︀
𝛼(𝑃 )|𝑢|2 + Im𝑓(𝑃 )𝑢*(𝑃 )

}︀
= 𝛼(𝑃 )

{︂
|𝑢|2 + 1

2𝑖𝛼(𝑃 )
(𝑓𝑢* − 𝑓*𝑢)

}︂
=

= 𝛼(𝑃 )

{︃⃒⃒⃒⃒
𝑢+

𝑓(𝑃 )

2𝑖𝛼(𝑃 )

⃒⃒⃒⃒2
− |𝑓(𝑃 )|2

4𝛼2(𝑃 )

}︃
, (2.6.19)

à êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå,

Im

∫
∑︀

𝑅
0

𝜕𝑢

𝜕𝑟
𝑢*𝑑𝜎 =

1
𝑘0

∑︁
𝑛

|𝑇𝑛|2. (2.6.20)
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Òîãäà ìíèìàÿ ÷àñòü (2.6.17) ïðèíèìàåò âèä∫
𝑆

𝛼(𝑃 )

⃒⃒⃒⃒
𝑢(𝑃 ) +

𝑓(𝑃 )

2𝑖𝛼(𝑃 )

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝜎 +

1
𝑘0

∑︁
𝑛

|𝑇𝑛|2+

+

∫
𝐷*

𝑒

𝑞(𝑀) |𝑢|2 𝑑𝑉 =

∫
𝑆

|𝑓(𝑃 )|2

4𝛼(𝑃 )
𝑑𝜎.

(2.6.21)

Â ñèëó óñëîâèé (2.6.2) äëÿ ôóíêöèé 𝛼(𝑃 ), 𝑓(𝑃 ) è 𝑞(𝑀) âñå
ñëàãàåìûå ëåâîé ÷àñòè (2.6.21) ïîëîæèòåëüíû, à ïðàâàÿ ÷àñòü
ðàâíà ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòå∫

𝑆

|𝑓(𝑃 )|2

4𝛼(𝑃 )
𝑑𝜎 = 𝐴 > 0, (2.6.22)

çíà÷åíèå êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ íîðìîé ‖𝑓(𝑃 )‖𝐿2(𝑆) è êîíñòàíòîé
𝛼0. Îòñþäà ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü íîðì

‖𝑢(𝑀)‖𝐿2(𝐷*
𝑒 )

6 𝐴′,

‖𝑢(𝑃 )‖𝐿2(𝑆) 6 𝐴′′ è∑︁
𝑛

|𝑇𝑛|2 < 𝐴′,

(2.6.23)

ãäå êîíñòàíòû 𝐴′ è 𝐴′′ îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç ââåäåííûå âûøå
êîíñòàíòû (𝛼0, 𝛼1, 𝑞0, 𝑞1, 𝑓1).

Çàìå÷àíèå 2.6.5 Äëÿ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè (2.6.17) ïîëó÷èì
âûðàæåíèå

Re

∫
Σ𝑅

0

𝜕𝑢

𝜕𝑟
𝑢*𝑑𝜎 −

∫
𝐷*

𝑒

|∇𝑢|2 𝑑𝑉 =

∫
𝑆

Reℎ(𝑃 )|𝑢|2𝑑𝜎−

−Re

∫
𝑆

𝑓(𝑃 )𝑢*𝑑𝜎 −
∫
𝐷*

𝑒

Re 𝑘2(𝑀)|𝑢|2𝑑𝑉.
(2.6.24)

Ïîëüçóÿñü ðàçëîæåíèåì ðåøåíèÿ (2.6.1) ïî ñôåðè÷åñêèì ãàðìî-
íèêàì è àñèìïòîòèêîé ôóíêöèé Õàíêåëÿ, ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì çíà÷åíèè 𝑅0

Re

∫
∑︀

𝑅
0

𝜕𝑢

𝜕𝑟
𝑢*𝑑𝜎 < 0. (2.6.25)
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Òîãäà â ñèëó äîêàçàííîé ðàíåå îãðàíè÷åííîñòè íîðì ‖𝑢‖𝐿2(𝑆)

è ‖𝑢‖𝐿2(𝐷*
𝑒 )

íîðìà ïðàâîé ÷àñòè (2.6.24) â 𝐿2 îãðàíè÷åíà, à
îáà ñëàãàåìûõ â ëåâîé ÷àñòè (2.6.24) îòðèöàòåëüíû. Îòñþäà
ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü íîðìû ‖∇𝑢‖𝐿2(𝐷*

𝑒 )
, à òåì ñàìûì è

îãðàíè÷åííîñòü íîðìû

‖𝑢‖𝑊 1

2
(𝐷*

𝑒 )
< 𝐴1. (2.6.26)

6.3. Ïîñòðîåíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ íåïîëíûì
ìåòîäîì Ãàëåðêèíà. Ïîñòðîåíèå êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà-
÷è (2.6.1) â îáùåì ñëó÷àå íå óäàåòñÿ ïðîâåñòè ÷èñòî àíàëè-
òè÷åñêèìè ìåòîäàìè, ïðåäñòàâëÿþùèìè ðåøåíèå çàäà÷è â âèäå
ÿâíîãî àíàëèòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ. Çíà÷èòåëüíî áîëåå ýôôåê-
òèâíûìè îêàçûâàþòñÿ ÷èñëåííûå àëãîðèòìû, ïîçâîëÿþùèå ïîëó-
÷àòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, ñêîëü óãîäíî áëèçêîå ê èñòèííîìó
ðåøåíèþ èñõîäíîé çàäà÷è â ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèîíàëüíîé
íîðìå.

Â íàñòîÿùåì ïóíêòå ìû ðàññìîòðèì ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà-
÷è (2.6.1) ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìîãî íåïîëíîãî ìåòîäà Ãàëåðêè-
íà, êîòîðûé, â îòëè÷èå îò ïîëíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà, ñâîäÿùåãî
èñõîäíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
ê ñèñòåìå àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ïîçâîëÿåò ñòðîèòü êðàåâóþ
çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé, ýêâèâàëåíòíóþ èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèÿ â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Îñíîâíîå ïðåèìóùåñòâî äàííîãî ìåòîäà
ñîñòîèò â òîì, ÷òî âìåñòî ïîñòðîåíèÿ ïîëíîé ñèñòåìû áàçèñíûõ
ôóíêöèé, ÿâëÿþùèõñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè ñïåêòðàëüíîé
çàäà÷è äëÿ èñõîäíîãî ìíîãîìåðíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòî-
ðà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, êàê ýòî òðåáóåòñÿ â ïîëíîì ìåòîäå Ãà-
ëåðêèíà, â íåïîëíîì ìåòîäå Ãàëåðêèíà ïîÿâëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíûé
ïðîèçâîë â âûáîðå ñèñòåìû áàçèñíûõ ôóíêöèé, ÷åðåç êîòîðûå
âûðàæàþòñÿ êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïåðåéäåì ê áîëåå ïîäðîáíîìó èçëîæåíèþ îñíîâíûõ ïîëîæå-
íèé íåïîëíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà íà ïðîñòåéøåì ïðèìåðå ðåøå-
íèÿ çàäà÷è (2.6.1), â êîòîðîé âíóòðåííÿÿ ãðàíèöà 𝑆 îáëàñòè 𝐷*

𝑒
ðåøåíèÿ çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ñôåðîé Σ𝑟0 ðàäèóñà 𝑟0, êîíöåíòðè÷å-
ñêîé ñî ñôåðîé Σ𝑅0

� âíåøíåé ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòüþ îáëàñòè
𝐷*
𝑒 .
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Áóäåì èñêàòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå 𝑢
𝑁
(𝑟, 𝜃,𝜙) çàäà-

÷è (2.6.1) ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè 𝑟 â âèäå
êîíå÷íîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé 𝑌𝑛(𝜃,𝜙):

𝑢
𝑁
=

𝑁∑︁
𝑛=0

𝑍𝑛(𝑟)𝑌𝑛(𝜃,𝜙), 𝑟0 < 𝑟 < 𝑅0 (2.6.27)

ñ ïîêà íåèçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè 𝑍𝑛(𝑟). Ôóíêöèè 𝑍𝑛(𝑟)
îïðåäåëèì èç ñëåäóþùèõ ïðîåêöèîííûõ ñîîòíîøåíèé:∫

Σ𝑟

(︀
Δ𝑢

𝑁
+ 𝑘2(𝑀)𝑢

𝑁

)︀
𝑌 *
𝑚𝑑𝜎 = 0, 𝑟0 < 𝑟 < 𝑅0,∫

Σ𝑟
0

(︁
𝜕𝑢

𝑁

𝜕𝑟
+ ℎ𝑢

𝑁
− 𝑓

)︁
𝑌 *
𝑚𝑑𝜎 = 0, 𝑚 = 0, 1, . . . ,𝑁 ,

𝑍 ′
𝑛(𝑟)− 𝛾𝑛𝑍𝑛(𝑟)|𝑟=𝑅0

= 0, 𝛾𝑛 =

𝑑

𝑑𝑟
𝜁
(1)
𝑙(𝑛)(𝑘0𝑟)

𝜁
(1)
𝑙(𝑛)(𝑘0𝑟)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑟=𝑅0

,

(2.6.28)

èç êîòîðûõ íà îñíîâàíèè (2.6.27) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè 𝑍𝑛(𝑟)
äîëæíû íà îòðåçêå [𝑟0,𝑅0] óäîâëåòâîðÿòü êðàåâîé çàäà÷å äëÿ
ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

(︀
𝑟2𝑍 ′

𝑛(𝑟)
)︀′
+

𝑁∑︀
𝑚=0

𝐾𝑛𝑚(𝑟)𝑍𝑚(𝑟) = 0, 𝑟0 < 𝑟 < 𝑅0,

𝑍 ′
𝑛 +

𝑁∑︀
𝑚=0

ℎ𝑛𝑚(𝑟)𝑍𝑚(𝑟)

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑟0

= 𝑓𝑛(𝑟0), 𝑛 = 0, 1, . . . ,𝑁 ,

𝑍 ′
𝑛 − 𝛾𝑛𝑍𝑛(𝑟)|𝑟=𝑅0

= 0,

(2.6.29)

ãäå

𝐾𝑛𝑚(𝑟) = −𝜆𝑙(𝑛)𝛿𝑛𝑚 +

∫
Σ𝑟

𝑘2(𝑀)𝑌𝑛𝑌
*
𝑚𝑑𝜎,

𝑟0 < 𝑟 < 𝑅0,

ℎ𝑛𝑚 =

∫
Σ𝑟

0

ℎ(𝑃 )𝑌𝑛𝑌
*
𝑚𝑑𝜎,

𝑓𝑛(𝑟0) =

∫
Σ𝑟

0

𝑓(𝑃 )𝑌 *
𝑛 𝑑𝜎,

(2.6.30)
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𝜆𝑙 � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è äëÿ ñôåðè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé

Δ𝜃,𝜙𝑌𝑙 + 𝜆𝑙𝑌𝑙 = 0,

𝜆𝑙 = 𝑙(𝑙 + 1).
(2.6.31)

Çàìåòèì, ÷òî ïàðöèàëüíûå óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ (2.6.29) äëÿ ôóíê-
öèé 𝑍𝑛(𝑅0) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

𝑍 ′
𝑛|𝑟=𝑅0

=
𝑑

𝑑𝑟
𝜁
(1)
𝑙(𝑛)(𝑘0𝑟)

⃒⃒⃒
𝑟=𝑅0

𝑇 (𝑁)
𝑛 , (2.6.32)

ãäå 𝑇 (𝑁)
𝑛 � àìïëèòóäà ðàçëîæåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ

𝑢
𝑁
(𝑅0, 𝜃,𝜙) ïî ðàñõîäÿùèìñÿ ñôåðè÷åñêèì âîëíàì (ìåòàãàðìî-

íè÷åñêèì ôóíêöèÿì)

𝑢
𝑁
(𝑅0, 𝜃,𝜙) =

𝑁∑︁
𝑛=0

𝑇 (𝑁)
𝑛 𝑤𝑛(𝑅0, 𝜃,𝜙). (2.6.33)

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑢
𝑁
(𝑟, 𝜃,𝜙), óäîâëåòâîðÿþùàÿ êðàåâîé

çàäà÷å (2.6.28), ðàâíîìåðíî ïî 𝑁 îãðàíè÷åíà â íîðìå 𝐿2.
Óìíîæàÿ óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.6.28) íà 𝑍*

𝑚(𝑟), ñóììèðóÿ ïî
𝑚 è èíòåãðèðóÿ ïî 𝑟 îò 𝑟0 äî 𝑅0, ïîëó÷èì∫

𝐾
𝑟
0

𝑅
0

(︀
Δ𝑢

𝑁
+ 𝑘2(𝑀)𝑢

𝑁

)︀
𝑢*

𝑁
𝑑𝑉 = 0, (2.6.34)

ãäå 𝐾𝑟0
𝑅0

� øàðîâîé ñëîé ìåæäó ñôåðàìè Σ𝑟0 è Σ𝑅0
, è∫

Σ𝑟
0

(︁
𝜕𝑢

𝑁

𝜕𝑟
+ ℎ(𝑃 )𝑢

𝑁
(𝑃 )− 𝑓(𝑃 )

)︁
𝑢*

𝑁
(𝑃 )𝑑𝜎 = 0. (2.6.35)

Èç (2.6.34) ñëåäóåò∫
Σ𝑟

0
+Σ𝑅

0

𝜕𝑢
𝑁

𝜕𝑛
𝑢*

𝑁
𝑑𝜎 −

∫
𝐾

𝑟
0

𝑅
0

|∇𝑢
𝑁
|2 𝑑𝑉+

+

∫
𝐾

𝑟
0

𝑅
0

𝑘2(𝑀) |𝑢
𝑁
|2 𝑑𝑉 = 0.

(2.6.36)
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Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó (2.6.35)

Im

∫
Σ𝑟

0

𝜕𝑢
𝑁

𝜕𝑛
𝑢*

𝑁
𝑑𝜎 =

∫
Σ𝑟

0

{︁
𝛼(𝑃 ) |𝑢

𝑁
|2 + Im𝑓(𝑃 )𝑢*

𝑁

}︁
𝑑𝜎, (2.6.37)

à â ñèëó (2.6.27), óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ (2.6.29) è ïðåäñòàâëå-
íèÿ (2.6.33) âåðíî ñîîòíîøåíèå

Im

∫
Σ𝑅

0

𝜕𝑢
𝑁

𝜕𝑛
𝑢*

𝑁
𝑑𝜎 =

1
𝑘0

𝑁∑︁
𝑛=0

⃒⃒⃒
𝑇 (𝑁)
𝑛

⃒⃒⃒2
. (2.6.38)

Ïîýòîìó, ïðåîáðàçóÿ ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â (2.6.37) â
ðàçíîñòü êâàäðàòîâ ìîäóëåé ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé, äëÿ
ìíèìîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (2.6.36) îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì∫

Σ𝑟
0

𝛼(𝑃 )
⃒⃒⃒
𝑢

𝑁
+
𝑓(𝑃 )

2𝑖𝛼

⃒⃒⃒2
𝑑𝜎 +

1
𝑘0

𝑁∑︁
𝑛=0

⃒⃒⃒
𝑇 (𝑁)
𝑛

⃒⃒⃒2
+

+

∫
𝐾

𝑟
0

𝑅
0

𝑞(𝑀) |𝑢
𝑁
|2 𝑑𝑉 =

∫
Σ𝑟

0

|𝑓(𝑃 )|2

4𝛼(𝑃 )
𝑑𝜎.

(2.6.39)

Îòñþäà ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü íîðì

‖𝑢
𝑁
(𝑀)‖

𝐿2

(︁
𝐾

𝑟
0

𝑅
0

)︁ 6 𝐴′,

‖𝑢
𝑁
(𝑃 )‖𝐿2(Σ𝑟

0
) 6 𝐴′′,

𝑁∑︁
𝑛=0

⃒⃒⃒
𝑇 (𝑁)
𝑛

⃒⃒⃒2
< 𝐴′

(2.6.40)

äëÿ ëþáîãî 𝑁 .
Òàê æå, êàê è â ñëó÷àå ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.6.1), áåðÿ äåé-

ñòâèòåëüíóþ ÷àñòü âûðàæåíèÿ (2.6.36), ïîêàæåì, ÷òî ïðè ïî-
ñòàâëåííûõ óñëîâèÿõ íà êîýôôèöèåíòû èñõîäíîé çàäà÷è ìîæíî
äîêàçàòü ïðèíàäëåæíîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ïðè ëþáîì 𝑁

ïðîñòðàíñòâó 𝑊 1
2

(︁
𝐾𝑟0
𝑅0

)︁
.

Ñëåäñòâèÿ èç ýíåðãåòè÷åñêîãî òîæäåñòâà (2.6.39).
Ñëåäñòâèå 2.6.1 Îäíîðîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòåìû
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.6.29) èìååò
òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå.
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Ñëåäñòâèå 2.6.2 Íåîäíîðîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à (2.6.29) îäíî-
çíà÷íî ðàçðåøèìà ïðè ëþáîì çíà÷åíèè 𝑁 , ïîñòðîåííàÿ ïî
ýòîìó ðåøåíèþ ôóíêöèÿ 𝑢

𝑁
(𝑟, 𝜃,𝜙) ïðèíàäëåæèò ôóíêöèî-

íàëüíîìó ïðîñòðàíñòâó 𝑊 1
2

(︁
𝐾𝑟0
𝑅0

)︁
è ðàâíîìåðíî ïî 𝑁 îãðàíè-

÷åíà ïî íîðìàì 𝐿2

(︁
𝐾𝑟0
𝑅0

)︁
è 𝑊 1

2

(︁
𝐾𝑟0
𝑅0

)︁
.

Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå 𝑢
𝑁
(𝑟, 𝜃,𝜙)

çàäà÷è (2.6.1) ñòðåìèòñÿ ïî íîðìå ïðè 𝑁 → ∞ ê èñòèííîìó
ðåøåíèþ èñõîäíîé çàäà÷è. Ðàññìîòðèì íåâÿçêó

𝑤
𝑁
(𝑀) = 𝑢(𝑀)− 𝑢

𝑁
(𝑀) (2.6.41)

èñòèííîãî è ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèé. Î÷åâèäíî

𝑤
𝑁
=

∞∑︁
𝑛=0

̂︀𝐴𝑛(𝑟)𝑌𝑛(𝜃,𝜙), (2.6.42)

êîýôôèöèåíòû ̂︀𝐴𝑛(𝑟) êîòîðîé â ðàçëîæåíèè 𝑤
𝑁
(𝑟, 𝜃,𝜙) ïî ñôå-

ðè÷åñêèì ôóíêöèÿì îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèåì

̂︀𝐴𝑛(𝑟) = {︃ 𝐴𝑛(𝑟)− 𝑍𝑛(𝑟), 𝑛 6 𝑁 ,

𝐴𝑛(𝑟), 𝑛 > 𝑁 ,
(2.6.43)

à ñàìà ôóíêöèÿ 𝑤
𝑁
(𝑟, 𝜃,𝜙) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

∫
Σ𝑟

(︀
Δ𝑤

𝑁
+ 𝑘2(𝑀)𝑤

𝑁

)︀
𝑌 *
𝑚𝑑𝜎 =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, 𝑚 6 𝑁 ,

−
∫
Σ𝑟

𝑘2(𝑀)𝑢
𝑁
𝑌 *
𝑚𝑑𝜎, 𝑚 > 𝑁 ,

𝑟0 < 𝑟 < 𝑅0,

∫
Σ𝑟

0

(︁
𝜕𝑤

𝑁

𝜕𝑛
+ 𝑘2(𝑀)𝑤

𝑁

)︁
𝑌 *
𝑚𝑑𝜎 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, 𝑚 6 𝑁 ,

−
∫

Σ𝑟
0

(︁
ℎ(𝑃 )𝑢

𝑁
− 𝑓(𝑃 )

)︁
𝑌 *
𝑚𝑑𝜎,

𝑚 > 𝑁 ,∫
Σ𝑅

0

𝜕𝑤
𝑁

𝜕𝑛
𝑌 *
𝑚𝑑𝜎 = 𝑅2

0

(︁
𝑇𝑚 − 𝑇 (𝑁)

𝑚

)︁
𝑑

𝑑𝑟
𝜁
(1)
𝑙(𝑚)(𝑘0𝑅0),

ãäå 𝑇 (𝑁)
𝑚 = 0 ïðè 𝑚 > 𝑁.

(2.6.44)
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Îáîçíà÷èâ 𝑁 -ûé îñòàòîê ðÿäà (2.6.5) â ðàçëîæåíèè òî÷íîãî
ðåøåíèÿ ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì

𝑅𝑁 (𝑀) =
∞∑︁

𝑛=𝑁+1

𝐴𝑛(𝑟)𝑌𝑛(𝜃,𝜙) (2.6.45)

è ïðîäåëàâ ñ âûðàæåíèÿìè (2.6.44) ïðåîáðàçîâàíèÿ, àíàëîãè÷íûå
ïðåäûäóùèì, ïîëó÷èì äëÿ íåâÿçêè 𝑤

𝑁
(𝑟, 𝜃,𝜙) ýíåðãåòè÷åñêîå

ñîîòíîøåíèå∫
Σ𝑟

0

𝛼(𝑃 ) |𝑤
𝑁
|2 𝑑𝜎 +

1
𝑘0

𝑁∑︁
𝑛=0

⃒⃒⃒
𝑇𝑛 − 𝑇 (𝑁)

𝑛

⃒⃒⃒2
+

+

∫
𝐾

𝑟
0

𝑅
0

𝑞(𝑀) |𝑤
𝑁
|2 𝑑𝑉 = −

∫
𝐾

𝑟
0

𝑅
0

Im
{︀
𝑘2(𝑀)𝑢

𝑁
𝑅*

𝑁

}︀
𝑑𝑉−

−
∫

Σ𝑟
0

Im
{︁
(ℎ(𝑃 )𝑢

𝑁
− 𝑓)𝑅*

𝑁

}︁
𝑑𝜎.

(2.6.46)

Â ñèëó ïðåäûäóùèõ îöåíîê (2.6.23), (2.6.26) äëÿ òî÷íîãî è
(2.6.40) äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ, ïåðåõîäÿ â (2.6.47) ê ïðå-
äåëó ïðè 𝑁 → ∞, ïîëó÷èì îöåíêè

‖𝑤
𝑁
‖
𝑊 1

2

(︁
𝐾

𝑟
0

𝑅
0

)︁ → 0, ‖𝑤
𝑁
‖𝐿2(Σ𝑟

0
) → 0, ïðè 𝑁 → ∞,

è 𝑇 (𝑁)
𝑛 → 𝑇𝑛, 𝑁 → ∞,

(2.6.47)

÷òî è äîêàçûâàåò ñõîäèìîñòü ïîñòðîåííîãî ïî íåïîëíîìó ìåòîäó
Ãàëåðêèíà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.6.1) ê èñòèííîìó
åå ðåøåíèþ.

Çàìå÷àíèÿ è îáîáùåíèÿ.
Çàìå÷àíèå 2.6.6 Êàê ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ (2.6.46), ñêî-
ðîñòü ñõîäèìîñòè íåïîëíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà â ïåðâóþ
î÷åðåäü çàâèñèò îò ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ê íóëþ îñòàòêà
𝑅𝑁 (𝑀), (2.6.45), êîòîðàÿ â îñíîâíîì îïðåäåëÿåòñÿ ñòåïåíüþ
ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è (2.6.1).
Çàìå÷àíèå 2.6.7 Ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ áûëè ïðîâåäåíû
ãëàâíûì îáðàçîì äëÿ êðàåâîé çàäà÷è ñ îäíîðîäíûì óðàâíå-
íèåì è äèññèïàòèâíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ñîâåðøåííî
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àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü ýíåðãåòè÷åñêîå òîæäåñòâî òè-
ïà (2.6.46) è äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà

Δ𝑢+ 𝑘2(𝑀)𝑢 = −𝑓(𝑀), 𝑀 ∈ 𝐷𝑒,

Supp𝑓(𝑀) = 𝐷0 ⊂ 𝐷𝑒,
(2.6.48)

â êîòîðîì ïðè óñëîâèè

Im 𝑘2(𝑀) = 𝑞(𝑀) > 𝑞0 > 0 (2.6.49)

â ïðàâîé ÷àñòè òîæäåñòâà ïîÿâëÿåòñÿ ÷ëåí∫
𝐷𝑒

|𝑓(𝑀)|2

4𝑞(𝑀)
𝑑𝑉 > 0. (2.6.50)

Ýòî è îáåñïå÷èâàåò íåîáõîäèìûå îöåíêè ïðè äîêàçàòåëüñòâå
îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è â íîðìå 𝑊 1

2 (𝐷𝑒) è
ñõîäèìîñòü íåïîëíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà è äëÿ äàííîãî ñëó-
÷àÿ.
Çàìå÷àíèå 2.6.8 Â ðàññìîòðåííûõ äî ñèõ ïîð âíåøíèõ çàäà-
÷àõ äèôðàêöèè ñòàâèëèñü óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ èñòî÷íèêîâ
íà áåñêîíå÷íîñòè. Îäíàêî áîëüøîé ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ âû-
çûâàþò çàäà÷è äèôðàêöèè ñ èñòî÷íèêàìè íà áåñêîíå÷íîñòè,
â ÷àñòíîñòè, çàäà÷è äèôðàêöèè íà ëîêàëüíîì òåëå ïëîñ-
êîé âîëíû, ïðèõîäÿùåé èç áåñêîíå÷íîñòè. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ
îäíîðîäíûå ïàðöèàëüíûå óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ (2.6.3) ñëåäóåò
çàìåíèòü íà íåîäíîðîäíûå óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ. Äëÿ ýòîãî âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ïîëíîãî ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è
â âèäå

𝑢ïîëí(𝑀) =

{︃
𝑢0(𝑀) + 𝑢𝑒(𝑀), 𝑀 � âíå Σ𝑅0

,

𝑢𝑖(𝑀), 𝑀 � âíóòðè Σ𝑅0
,

(2.6.51)

ãäå 𝑢0(𝑀) � ïîëå, ñîçäàâàåìîå áåñêîíå÷íî óäàëåííûì èñòî÷-
íèêîì â R3, 𝑢𝑒(𝑀) � ðàññåÿííîå ïîëå â 𝐷𝑒 âíå Σ𝑅0

, 𝑢𝑖(𝑀) �
ïîëå â 𝐷𝑒 âíóòðè Σ𝑅0

. Íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû Σ𝑅0
î÷åâèäíî

èìåþò ìåñòî óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ

𝑢ïîëí|Σ𝑅
0
= 𝑢𝑖|Σ𝑅

0
,

𝜕𝑢ïîëí
𝜕𝑟

⃒⃒⃒
Σ𝑅

0

=
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑛

⃒⃒⃒
Σ𝑅

0

, (2.6.52)



146 Ãë. 2. Ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ äèôðàêöèè.

ïðè÷åì èìåþò ìåñòî ðàçëîæåíèÿ

𝑢0|Σ𝑅
0
=
∑︁
𝑛

𝐴𝑛(𝑟)𝑌𝑛, 𝑢𝑒|Σ𝑅
0
=
∑︁
𝑛

𝑄𝑛(𝑟)𝑌𝑛,

𝑢𝑖|Σ𝑅
0
=
∑︁
𝑛

𝑍𝑛(𝑟)𝑌𝑛.
(2.6.53)

Èç (2.6.52) è (2.6.53) ïîëó÷èì

𝐴𝑛(𝑟) +𝑄𝑛(𝑟)|𝑟=𝑅0
= 𝑍𝑛(𝑟)|𝑟=𝑅0

,

𝐴′
𝑛(𝑟) +𝑄′

𝑛(𝑟)|𝑟=𝑅0
= 𝑍 ′

𝑛(𝑟)|𝑟=𝑅0
,

(2.6.54)

Òàê êàê äëÿ ïîëÿ 𝑢𝑒 ñïðàâåäëèâû ïàðöèàëüíûå óñëîâèÿ èçëó-
÷åíèÿ

𝑄′
𝑛(𝑟)− 𝛾𝑛(𝑟)𝑄𝑛(𝑟)|𝑟=𝑅0

= 0, (2.6.55)

ãäå âåëè÷èíà 𝛾𝑛(𝑅0) îïðåäåëÿåòñÿ (2.6.10), òî îòñþäà ïîëó-
÷àåì íåîäíîðîäíûå ïàðöèàëüíûå óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ äëÿ ïîëÿ
𝑢𝑖(𝑀) íà Σ𝑅0

𝑍 ′
𝑛(𝑟)− 𝛾𝑛(𝑟)𝑍𝑛(𝑟)|𝑟=𝑅0

=

= 𝐴′
𝑛(𝑟)− 𝛾𝑛(𝑟)𝐴𝑛(𝑟)|𝑟=𝑅0

= 𝑏𝑛(𝑅0).
(2.6.56)

Çàìå÷àíèå 2.6.9 Â êà÷åñòâå äàëüíåéøåãî îáîáùåíèÿ ïîëó÷åí-
íûõ ðåçóëüòàòîâ ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó ñ óñëîâèÿìè
ñîïðÿæåíèÿ äëÿ îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà

Δ𝑢𝑒 + 𝑘20𝑢𝑒 = −𝑓(𝑀), 𝑀 � âíå Σ𝑅0
,

div
(︁
𝑝(𝑀)grad𝑢𝑖

)︁
+ 𝑞(𝑀)𝑢𝑖 = 0, 𝑀 � âíóòðè Σ𝑅0

,
(2.6.57)

ãäå êîýôôèöèåíò 𝑝(𝑀) ìîæåò òåðïåòü ðàçðûâ íà ïîâåðõíî-
ñòè 𝑆 âíóòðè Σ𝑅0

. Â ýòîì ñëó÷àå íà 𝑆 âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
ñîïðÿæåíèÿ

[𝑢]|𝑆 = 0;
[︁
𝑝
𝜕𝑢

𝜕𝑛

]︁⃒⃒⃒
𝑆
= 0, (2.6.58)

êîòîðûå äîëæíû ñîõðàíÿòüñÿ è äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ

𝑢𝑁 (𝑀) =

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑍𝑛(𝑟)𝑌𝑛(𝜃,𝜙) (2.6.59)
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ïðè èñïîëüçîâàíèè íåïîëíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà. Äëÿ ýòîãî
ôóíêöèè 𝑍𝑛(𝑟) â (2.6.59) äîëæíû áûòü ïîä÷èíåíû äîïîëíè-
òåëüíûì óñëîâèÿì íà 𝑆. Çäåñü âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ â çàâèñè-
ìîñòè îò ãåîìåòðèè ïîâåðõíîñòè 𝑆:
à) Ïîâåðõíîñòü 𝑆 ðàçðûâà êîýôôèöèåíòà 𝑝(𝑀) ñîâïàäàåò ñî
ñôåðîé Σ𝑟0 , êîíöåíòðè÷åñêîé ñ Σ𝑅0

. Òîãäà óñëîâèÿ (2.6.58)
áóäóò âûïîëíåíû íà Σ𝑅0

, åñëè 𝑍𝑛(𝑟) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíî-
øåíèÿì

[𝑍𝑛(𝑟)]
⃒⃒⃒
Σ𝑟

0

= 0;

𝑁∑︁
𝑛=1

[𝑝𝑚𝑛𝑍
′
𝑛]

⃒⃒⃒⃒
⃒
Σ𝑟

0

= 0, (2.6.60)

ãäå 𝑝±𝑚𝑛 =

∫
Σ𝑟

0

𝑝±𝑌𝑛𝑌
*
𝑚𝑑𝜎;

á) Ïîâåðõíîñòü 𝑆 ðàçðûâà êîýôôèöèåíòà 𝑝(𝑀) íå ñîâïàäàåò
ñî ñôåðîé Σ𝑟0 è îíè ïåðåñåêàþòñÿ ïî êîíòóðó 𝐶 = 𝑆 ∩Σ𝑟0 . Òî-
ãäà, åñëè â ïðàâóþ ÷àñòü ïðîåêöèîííûõ ñîîòíîøåíèé (2.6.28)
äîáàâèòü ÷ëåí ∫

𝐶

[𝑝]
𝜕𝑢

𝑁

𝜕𝑛
𝑌 *
𝑚𝑑𝜎, 𝑚 = 0, . . . ,𝑁 , (2.6.61)

ãäå [𝑝] � ñêà÷îê ôóíêöèè 𝑝(𝑀) íà êîíòóðå 𝐶, òî ïðèáëèæåí-
íîå ðåøåíèå 𝑢𝑁 (𝑀) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ýíåðãåòè÷åñêîìó
ñîîòíîøåíèþ (2.6.39), ÷òî îáåñïå÷èò ñõîäèìîñòü ïî íîðìå

𝑊
(1)
2

(𝐷𝑒) ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ 𝑢
𝑁
(𝑀) ê èñòèííîìó ðåøå-

íèþ èñõîäíîé çàäà÷è.

6.4. Çàäà÷à ýëåêòðîìàãíèòíîé òåîðèè äèôðàêöèè â øà-
ðîâîì ñëîå. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ýëåêòðîìàãíèòíîé äèôðàêöèè
ëîêàëüíîãî òîêà íà øàðå 𝐾𝑟0 .⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

rotH = −𝑖𝑘̂︀𝜀 ′(𝑀)E+ j(𝑀), 𝑀 ∈ 𝐷𝑒,

rotE = 𝑖𝑘̂︀𝜇(𝑀)H, Supp j(𝑀) ⊂ 𝐷0 ⊂ 𝐷𝑒,

[n×E]|Σ𝑟
0

= 0,

[e𝑟 ×E]|Σ𝑅
0

= −𝑤0

[︁
e𝑟 × [e𝑟 ×H]

]︁⃒⃒⃒
Σ𝑅

0

+ 𝑜
(︁ 1
𝑅0

)︁
,

(2.6.62)

ãäå ̂︀𝜀 ′(𝑀) è ̂︀𝜇(𝑀) � ýðìèòîâû òåíçîðû, äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû
êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

Im 𝜀′𝑖𝑖 > 0, Im𝜇𝑖𝑖 > 0. (2.6.63)
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Êàê ïîêàçàíî âûøå, çàäà÷à (2.6.62) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà,
ïðè÷åì åå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íå â íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè
𝐷𝑒, à âíóòðè îãðàíè÷åííîãî øàðîâîãî ñëîÿ 𝐾𝑟0

𝑅0
, íà âíóòðåííåé

ãðàíèöå Σ𝑟0 è íàðóæíîé Σ𝑅0
êîòîðîãî äîëæíû áûòü ïîñòàâëå-

íû äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ: íà Σ𝑟0 � (2.6.62), à íà Σ𝑅0
�

ïàðöèàëüíûå óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ. Äëÿ âûâîäà ïîñëåäíèõ âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì âåêòîðà, êàñàòåëüíîãî ê ïîâåðõíî-
ñòè Σ𝑅0

, ñ ïîìîùüþ âåêòîðíîãî îðòîãîíàëüíîãî íà Σ𝑟0 áàçèñà{︀
eý,ì𝑛 (𝜃,𝜙),hý,ì𝑛 (𝜃,𝜙)

}︀
, ââåäåííîãî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýëåêòðî-

ìàãíèòíîé ëåììû Ðåëëèõà (ñòð. 50). Â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè
ýòîãî áàçèñà ïîëå {Eτττττττττ,Hτττττττττ}Σ𝑅

0

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

{︂
Eτττττττττ

Hτττττττττ

}︂⃒⃒⃒⃒
Σ𝑅

0

=
∑︁
𝑛

𝑇𝑛

{︂
E𝑛
H𝑛

}︂⃒⃒⃒⃒
Σ𝑅

0

, (2.6.64)

ãäå {E𝑛,H𝑛} � êàñàòåëüíûå ê ñôåðå ñîñòàâëÿþùèå ðàñõîäÿùèõ-
ñÿ ñôåðè÷åñêèõ âîëí ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî òèïà, à 𝑇𝑛 �
èõ àìïëèòóäû.

Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (2.6.64) è îðòîãîíàëüíîñòè áàçèñà{︀
eý,ì𝑛 ,hý,ì𝑛

}︀
ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ

(E · e𝑚)|Σ𝑅
0

= 𝑇𝑚𝛾
ý
𝑚, (H · h𝑚)|Σ𝑅

0

= 𝑇𝑚𝛾
ì
𝑚 , (2.6.65)

ãäå

𝛾 ý𝑚 = (E𝑚 · e𝑚)|Σ𝑅
0

, 𝛾 ì𝑚 = (H𝑚 · h𝑚)|Σ𝑅
0

. (2.6.66)

Îòñþäà, èñêëþ÷àÿ íåèçâåñòíûå àìïëèòóäíûå êîýôôèöèåíòû 𝑇𝑚,
îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

𝛾 ì𝑚 (E · e𝑚) = 𝛾 ý𝑚(H · h𝑚), (2.6.67)

ÿâëÿþùååñÿ àíàëîãîì ïàðöèàëüíûõ óñëîâèé èçëó÷åíèÿ. Î÷åâèä-
íî, êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ìàêñ-
âåëëà â øàðîâîì ñëîå 𝐾𝑟0

𝑅0
ñ óñëîâèåì èçëó÷åíèÿ (2.6.67) ýêâè-

âàëåíòíà èñõîäíîé çàäà÷å (2.6.62).
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Ñëåäóÿ óæå îòðàáîòàííîé ìåòîäèêå, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ ïàðöèàëüíûìè óñëîâèÿìè èçëó÷åíèÿ (2.6.67)
ñïðàâåäëèâî ýíåðãåòè÷åñêîå òîæäåñòâî

𝑤0

∑︁
𝑚

|𝑇𝑚|2 +
∫

𝐾
𝑟
0

𝑅
0

3∑︁
𝑝=1

{︃
Im 𝜀′𝑝𝑝

⃒⃒⃒⃒
𝐸𝑝 −

𝑗𝑝
2 Im 𝜀′𝑝𝑝

⃒⃒⃒⃒2
+

+ Im𝜇𝑝𝑝 |𝐻𝑝|2
}︃
𝑑𝑉 =

3∑︁
𝑝=1

∫
𝐷0

|𝑗𝑝|2

4 Im 𝜀′𝑝𝑝
𝑑𝑉 ,

(2.6.68)

àíàëîãè÷íîå ñîîòâåòñòâóþùåìó ýíåðãåòè÷åñêîìó òîæäåñòâó äëÿ
ñêàëÿðíîé çàäà÷è. Èñïîëüçóÿ íåïîëíûé ìåòîä Ãàëåðêèíà, ïðè-
áëèæåííîå ðåøåíèå

{︀
E(𝑁),H(𝑁)

}︀
èñõîäíîé çàäà÷è ìîæåì èñêàòü

â âèäå

E
(𝑁)
τττττττττ

⃒⃒⃒
Σ𝑟 ,𝑟0<𝑟<𝑅0

=
𝑁∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛(𝑟)e𝑛,

H
(𝑁)
τττττττττ

⃒⃒⃒
Σ𝑟 ,𝑟0<𝑟<𝑅0

=
𝑁∑︀
𝑛=1

𝑏𝑛(𝑟)h𝑛,

(2.6.69)

ãäå 𝑎𝑛(𝑟) è 𝑏𝑛(𝑟) � êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ âåêòîð-ôóíêöèé

E
(𝑁)
τττττττττ è H

(𝑁)
τττττττττ ïî âåêòîðíîìó îðòîãîíàëüíîìó áàçèñó íà ñôåðå Σ𝑟.

Ïðèáëèæåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé 𝐸(𝑁)
𝑟 è 𝐻(𝑁)

𝑟 çàïèøåì
÷åðåç êîýôôèöèåíòû 𝑎𝑛(𝑟) è 𝑏𝑛(𝑟), ïîòðåáîâàâ âûïîëíåíèå ðàäè-
àëüíûõ óðàâíåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà

𝑖𝑘
(︁̂︀𝜀 ′E(𝑁)

)︁
𝑟
= −

(︁
rotH(𝑁)

)︁
𝑟
+ 𝑗𝑟(𝑀),

𝑖𝑘
(︁̂︀𝜇H(𝑁)

)︁
𝑟
=
(︁
rotE(𝑁)

)︁
𝑟
.

(2.6.70)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ êîýôôèöèåíòîâ 𝑎𝑛(𝑟) è 𝑏𝑛(𝑟)
ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ ñîîòíîøåíèé∫

Σ𝑟

(︁
rotH(𝑁) + 𝑖𝑘̂︀𝜀 ′(𝑀)E(𝑁) − j

)︁
· e *

𝑚𝑑𝜎 = 0,

𝑟0 < 𝑟 < 𝑅0, 𝑚 = 0, 1, . . . ,𝑁 ,∫
Σ𝑟

(︁
rotE(𝑁) − 𝑖𝑘̂︀𝜇(𝑀)H(𝑁)

)︁
· h*

𝑚𝑑𝜎 = 0,

[︁
e𝑟 ×E(𝑁)

]︁⃒⃒⃒
Σ𝑟

0

= 0.

(2.6.71)
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Òàêæå ïîòðåáóåì, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ïàðöèàëüíûå óñëîâèÿ èç-

ëó÷åíèÿ (2.6.67). Äëÿ ðåøåíèÿ
{︁
E(𝑁),H(𝑁)

}︁
çàäà÷è (2.6.71)

îáû÷íûì ìåòîäîì ïîëó÷àåòñÿ òî æå ýíåðãåòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå
(2.6.68), ÷òî è äëÿ èñòèííîãî ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è, îòêóäà
ñëåäóåò îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è íà îòðåçêå
[𝑟0,𝑅0] äëÿ êîíå÷íîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ {𝑎𝑛, 𝑏𝑛} è ñõîäèìîñòü â

íîðìå 𝑊
(1)
2

(︁
𝐾𝑟0
𝑅0

)︁
ïîñòðîåííîãî ïî íèì ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ{︁

E(𝑁),H(𝑁)
}︁
ê èñòèííîìó ðåøåíèþ èñõîäíîé çàäà÷è.

6.5. Îáùàÿ çàäà÷à ýëåêòðîìàãíèòíîé äèôðàêöèè íà
ëîêàëüíîì òåëå â íåîäíîðîäíîé ñðåäå. Ðàçâèòûå ìåòîäû ðå-
øåíèÿ çàäà÷ ýëåêòðîìàãíèòíîé äèôðàêöèè äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ
ðàññåÿíèÿ íà ñôåðå, ñâîäÿùèå èñõîäíóþ çàäà÷ó ê êðàåâîé çàäà÷å
â øàðîâîì ñëîå, ìîãóò áûòü ðàñïðîñòðàíåíû è íà çàäà÷è ñ áîëåå
ñëîæíîé ãåîìåòðèåé ïîâåðõíîñòè 𝑆 ðàññåèâàòåëÿ.

Ïóñòü íàäî ðåøèòü çàäà÷ó ýëåêòðîìàãíèòíîé äèôðàêöèè íà
èäåàëüíî ïðîâîäÿùåì òåëå, îãðàíè÷åííîì ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ
𝑆 òèïà Ëÿïóíîâà.⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

rotH = −𝑖𝑘𝜀0E+ j, 𝑀 ∈ 𝐷𝑒, Supp j ⊂ 𝐷0 ⊂ 𝐷𝑒,

rotE = 𝑖𝑘𝜇0H,

[n×E]|𝑆 = 0,

[e𝑟 ×E]|Σ𝑅
0

= −𝑤0

[︁
e𝑟 × [e𝑟 ×H]

]︁⃒⃒⃒
Σ𝑅

0

+ 𝑜
(︁ 1
𝑅0

)︁
.

(2.6.72)

Â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ñëîæíîé ãåîìåòðèè ïîâåðõíîñòè 𝑆 ïðÿ-
ìîå ïðèìåíåíèå ê ýòîé çàäà÷å íåïîëíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà çà-
òðóäíåíî èç-çà ñëîæíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ áàçèñíûõ ôóíêöèé.

Ïîýòîìó ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò (𝑥1,𝑥2,𝑥3) −→
→ (𝑥1,𝑥2,𝑥3) ïðîâåäåì âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå
èñõîäíîé äâóõñâÿçíîé îáëàñòè 𝐷*

𝑒 , îãðàíè÷åííîé ïîâåðõíîñòüþ
𝑆 èçíóòðè è ñôåðîé Σ𝑅0

ñíàðóæè, íà øàðîâîé ñëîé 𝐾 â ñèñòåìå
êîîðäèíàò (𝑥1,𝑥2,𝑥3) (ñì. ðèñ. 2.6.1). Òàêîå îòîáðàæåíèå ìîæíî
ïðîâåñòè ìíîãèìè ñïîñîáàìè. Â ÷àñòíîñòè, ïóñòü ïîâåðõíîñòü 𝑆
ÿâëÿåòñÿ çâåçäíîé è â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò çàäàåòñÿ
ñîîòíîøåíèåì

𝑟|𝑆 = 𝑟0(𝜃,𝜙)|𝑆 , (2.6.73)
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Ðèñ. 2.6.1. Îòîáðàæåíèå îáëàñòè 𝐷*
𝑒 íà øàðîâîé ñëîé 𝐾𝜁=1

𝜁=2
.

ãäå 𝑟0(𝜃,𝜙) � îäíîçíà÷íàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ îáåèõ ïåðåìåííûõ.
Òîãäà ñîîòíîøåíèÿ

𝑥1 = 𝜁 = 1+
𝑟 − 𝑟0(𝜃,𝜙)
𝑅0 − 𝑟0(𝜃,𝜙)

,

𝑥2 = 𝜃′ = 𝜃,

𝑥3 = 𝜙′ = 𝜙

(2.6.74)

îòîáðàæàþò îáëàñòü 𝐷*
𝑒 íà øàðîâîé ñëîé 𝐾𝜁=1

𝜁=2
â ïåðåìåííûõ

(𝜁, 𝜃′,𝜙′). Çàìåòèì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ óãëîâûõ
êîîðäèíàò 𝜃 è 𝜙 íîâàÿ ðàäèàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ èçìåíÿåòñÿ íà
îòðåçêå [1 6 𝜁 6 2].

Èòàê, ìû óïðîñòèëè ãåîìåòðèþ çàäà÷è, íî, êîíå÷íî, óñëîæíè-
ëè äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ïîñêîëüêó ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà
êîîðäèíàò (𝑥1,𝑥2,𝑥3) â îáùåì ñëó÷àå áóäåò êðèâîëèíåéíîé è
íåîðòîãîíàëüíîé. Íàïîìíèì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåíçîðíîãî àíà-
ëèçà [17].

Â êàæäîé òî÷êå 𝑀(𝑥1,𝑥2,𝑥3) ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì ââåäå-
íû íîâûå êîîðäèíàòû, ñóùåñòâóåò òðîéêà (a1,a2,a3) íåêîìïëà-
íàðíûõ âåêòîðîâ, êàñàòåëüíûõ ê ñîîòâåòñòâóþùèì êîîðäèíàò-
íûì ëèíèÿì. Ýòè âåêòîðû íàçûâàþòñÿ îñíîâíûìè. Êðîìå íèõ ïî
ôîðìóëàì

a𝑖 =
[a𝑗 × a𝑘]

𝑉
, 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, 2, 3, (2.6.75)

(ãäå 𝑉 = a1a2a3 ̸= 0 � ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå îñíîâíûõ âåê-
òîðîâ, êîòîðîå â ñèëó èõ íåêîìïëàíàðíîñòè îòëè÷íî îò íóëÿ)
ñòðîèòñÿ ñèñòåìà âçàèìíûõ âåêòîðîâ a1,a2,a3. Èìåþò ìåñòî
î÷åâèäíûå ñîîòíîøåíèÿ(︀

a𝑖 · a𝑗
)︀
= 𝛿𝑖𝑗 ,

(︀
a𝑖 · a𝑗

)︀
= 𝑔𝑖𝑗 , (2.6.76)
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ãäå 𝑔𝑖𝑗 � ýëåìåíò òàê íàçûâàåìîãî ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà.
Ëþáîé âåêòîð F, çàäàííûé â òî÷êå 𝑀 , ìîæåò áûòü ðàçëîæåí

êàê ïî îñíîâíûì, òàê è ïî âçàèìíûì âåêòîðàì

F =
∑︁
𝑖

𝑓 𝑖a𝑖 =
∑︁
𝑖

𝑓𝑖a
𝑖. (2.6.77)

Êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ íîñÿò íàçâàíèÿ 𝑓𝑖-êîâàðèàíòíûõ è
𝑓 𝑖-êîíòðâàðèàíòíûõ êîìïîíåíò âåêòîðà F, ïðè÷åì â ñèëó (2.6.76)

𝑓 𝑖 = (F · a𝑖), 𝑓𝑗 = (F · a𝑗) 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3. (2.6.78)

Íàì ïîòðåáóåòñÿ âûðàæåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà rotF.
Îíî äëÿ êîâàðèàíòíûõ êîìïîíåíò âåêòîðà F èìååò âèä

rotF =
1
√
𝑔

∑︁
𝑖

(︁
𝜕𝑓𝑘

𝜕𝑥𝑗
− 𝜕𝑓𝑗

𝜕𝑥𝑘

)︁
a𝑖, (2.6.79)

ãäå (𝑥𝑖,𝑥𝑗 ,𝑥𝑘) � íîâûå êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû, à
√
𝑔 = 𝑉 .

Èñïîëüçóÿ (2.6.79), ìû ìîæåì ïðèâåñòè èñõîäíóþ ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé Ìàêñâåëëà ê çíàêîìîìó âèäó. Çàìåòèì, ÷òî âåêòîðà a𝑖 íå
ÿâëÿþòñÿ åäèíè÷íûìè. Ïóòåì íîðìèðîâêè

e 𝑖 =
a𝑖

(a𝑖 · a𝑖)
= ℎ𝑖a

𝑖, (2.6.80)

ãäå ℎ𝑖 =
1

(a𝑖 · a𝑖)
� êîýôôèöèåíòû Ëàìå, ìîæíî ïîëó÷èòü áàçèñ

èç åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ e𝑖. Ïåðâîå èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà
(2.6.79) äëÿ ñêàëÿðíûõ êîâàðèàíòíûõ íîðìèðîâàííûõ êîìïîíåíò
âåêòîðîâ E è H ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

1
ℎ2ℎ3

(︁
𝜕

𝜕𝑥2

(︁
ℎ3 ̃︀𝐻3

)︁
− 𝜕

𝜕𝑥3

(︁
ℎ2 ̃︀𝐻2

)︁)︁
=

= −𝑖𝑘√𝑔
(︂ ̃︀𝑔11
ℎ2ℎ3

̃︀𝐸1 +
̃︀𝑔12
ℎ3
̃︀𝐸2 +

̃︀𝑔13
ℎ2
̃︀𝐸3

)︂
+

+
√
𝑔

ℎ2ℎ3

(︂
j · a1

ℎ2ℎ3

)︂
,

(2.6.81)

ãäå ̃︀𝑔𝑖𝑗 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîìïîíåíòû íîâîãî òåíçîðà ̃︀𝑔 , ÿâ-
ëÿþùåãîñÿ ïðîèçâåäåíèåì ìàòåðèàëüíîãî òåíçîðà ̂︀𝜀 ′ (èëè ̂︀𝜇)
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íà ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ̂︀𝑔. Àíàëîãè÷íûå âûðàæåíèÿ ìîãóò áûòü
ïîëó÷åíû è äëÿ îñòàëüíûõ ïÿòè ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé. Çäåñü
ñèìâîëàìè ̃︀𝐸 è ̃︀𝐻 îáîçíà÷åíû êîìïîíåíòû âåêòîðîâ E è H
ïî íîðìèðîâàííîìó áàçèñó (2.6.80). Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì ëå-
âàÿ ÷àñòü âûðàæåíèÿ (2.6.81) ñîâïàäàåò ñ ïåðâûìè ñêàëÿðíûìè
óðàâíåíèÿìè Ìàêñâåëëà, çàïèñàííûìè â îðòîãîíàëüíîé ñôåðè-
÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (𝜁, 𝜃′,𝜙′). Òî æå ñàìîå èìååò ìåñòî è
äëÿ îñòàëüíûõ óðàâíåíèé. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé
Ìàêñâåëëà â íîâûõ êîîðäèíàòàõ (𝜁, 𝜃′,𝜙′) ïðèíèìàåò âèä⎧⎨⎩ rot′H = −𝑖𝑘 ̂︀𝑔E+̃︀j,

rot′E = 𝑖𝑘 ̂︀𝑔H,
(2.6.82)

ãäå ÷åðåç rot′ îáîçíà÷åíî âûðàæåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî îïå-
ðàòîðà rot â ÿêîáû ¾îðòîãîíàëüíîé¿ ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êî-
îðäèíàò (𝜁, 𝜃′,𝜙′), à òåíçîð ̂︀𝑔 ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì

èñõîäíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò, âåêòîð ̃︀j òàêæå
çàâèñèò îò òåíçîðà ̂︀𝑔.

Èòàê, ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò ìû ïîëó÷èëè
ýêâèâàëåíòíóþ èñõîäíîé (2.6.72) çàäà÷ó ýëåêòðîìàãíèòíîé äè-
ôðàêöèè â øàðîâîì ñëîå 1 6 𝜁 6 2 ñ íåîäíîðîäíûì àíèçîòðîï-
íûì çàïîëíåíèåì, õàðàêòåðèñòèêè êîòîðîãî â ïåðâóþ î÷åðåäü
îïðåäåëÿþòñÿ ñâîéñòâàìè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà èñïîëüçîâàííîãî
îòîáðàæåíèÿ. Íî ðåøåíèå ïîñëåäíåé çàäà÷è ìû òîëüêî ÷òî ïî-
ëó÷èëè ñ ïîìîùüþ íåïîëíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà.

Íà ýòîì ìû çàêàí÷èâàåì ðàññìîòðåíèå ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çà-
äà÷ äèôðàêöèè íà ëîêàëüíûõ îáúåêòàõ è ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåé
ãëàâå íàøåãî êóðñà.
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ÍÀÏÐÀÂËßÞÙÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ

Â ýòîé ãëàâå ìû äàäèì êðàòêèé îáçîð îñíîâíûõ èäåé è
ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ êîëå-
áàíèé â íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ ñ íåêîìïàêòíîé ãðàíèöåé.
Ðàññìîòðèì äâà êðóãà çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ðàñïðîñòðàíåíèåì âîëí
âî âíåøíåé îáëàñòè: â ñèñòåìàõ, â êîòîðûõ ãðàíèöà ÿâëÿåòñÿ
íåîãðàíè÷åííûì ìíîæåñòâîì (îòêðûòûå íàïðàâëÿþùèå ñèñòåìû)
è â çàìêíóòûõ âîëíîâåäóùèõ ñèñòåìàõ (âîëíîâîäû).

� 1. Îòêðûòûå íàïðàâëÿþùèå ñèñòåìû.

1.1. Ñâîáîäíûå ýëåêòðîìàãíèòíûå êîëåáàíèÿ âíå ñèñòå-
ìû èäåàëüíûõ áåñêîíå÷íûõ öèëèíäðè÷åñêèõ ïðîâîäíèêîâ.

2
S

3
S

1
S

z

N
S...

�

1 1
C S� �

2 2
C S� �

3 3
C S� �

N N
C S� �

Ðèñ. 3.1.1. Ñå÷åíèÿ ïðîâîäíèêîâ ïëîñêî-
ñòüþ (𝑥, 𝑦).

Íà÷íåì ñ ïðîñòåéøåé çà-
äà÷è î ðàñïðîñòðàíåíèè
ñâîáîäíûõ ýëåêòðîìàãíèò-
íûõ êîëåáàíèé âíå ñè-
ñòåìû èäåàëüíî ïðîâîäÿ-
ùèõ áåñêîíå÷íûõ öèëèí-
äðè÷åñêèõ ïðîâîäíèêîâ 𝐷𝑖

ñ ïàðàëëåëüíûìè îáðàçóþ-
ùèìè, íàïðàâëåíèå âäîëü
êîòîðûõ ïðèìåì çà îáùóþ
îñü 𝑧 äåêàðòîâîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò. Îáîçíà÷èì ñå÷å-
íèÿ ïðîâîäíèêîâ â ïëîñêî-

ñòè (𝑥, 𝑦) ÷åðåç 𝑆𝑖 è 𝜕𝑆𝑖 = 𝐶𝑖 (ðèñ. 3.1.1).
Òîãäà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äàííîé çàäà÷è ïðèíèìàåò âèä⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

rotH = −𝑖𝑘E,
rotE = 𝑖𝑘H,

[n×E]|𝜕𝐷𝑖
= 0; (𝑀 , 𝑧) ∈ R3∖ ∪𝐷𝑖.

(3.1.1)

Äëÿ çàäà÷è (3.1.1) âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
ôóíêöèé Áîðãíèñà ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî òèïà (𝑢, 𝑣),



1. Îòêðûòûå íàïðàâëÿþùèå ñèñòåìû. 155

ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå (3.1.1) èìååò âèä èëè 𝑇𝑀 (𝐻𝑧 ≡ 0) èëè
𝑇𝐸 (𝐸𝑧 ≡ 0) âîëí, à ôóíêöèè 𝑢 è 𝑣 óäîâëåòâîðÿþò îäíîðîäíîìó
óðàâíåíèþ Ãåëüìãîëüöà, ïðè÷åì

𝐸𝑧 =
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
+ 𝑘2𝑢, 𝐻𝑧 =

𝜕2𝑣

𝜕𝑧2
+ 𝑘2𝑣. (3.1.2)

Âûÿñíèì ìîãóò ëè â òàêîé ñèñòåìå ñóùåñòâîâàòü 𝑇𝐸𝑀 âîë-
íû, òî åñòü âîëíû, äëÿ êîòîðûõ îäíîâðåìåííî

𝐻𝑧 ≡ 0 è 𝐸𝑧 ≡ 0. (3.1.3)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è â âèäå

E(𝑀 , 𝑧) = ̃︀E(𝑀)𝑒𝑖𝛾𝑧, H(𝑀 , 𝑧) = ̃︀H(𝑀)𝑒𝑖𝛾𝑧,

𝑢 = ̃︀𝑢𝑒𝑖𝛾𝑧, 𝑣 = ̃︀𝑣𝑒𝑖𝛾𝑧. (3.1.4)

Òîãäà èç (3.1.2) è (3.1.3) ñëåäóåò, ÷òî íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ
{̃︀E, ̃︀H} ñóùåñòâóþò ëèøü ïðè 𝛾2 = 𝑘2. Èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà
(3.1.1) ïîëó÷èì ̃︀𝐸𝑥 = ̃︀𝐻𝑦, ̃︀𝐸𝑦 = − ̃︀𝐻𝑥, (3.1.5)

à èç (3.1.1) è óðàâíåíèÿ divE = 0 äëÿ êîìïîíåíò ̃︀𝐸𝑥 è ̃︀𝐸𝑦
ñèñòåìó ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝜕 ̃︀𝐸𝑦

𝜕𝑥
− 𝜕 ̃︀𝐸𝑥

𝜕𝑦
= 0,

𝜕 ̃︀𝐸𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕 ̃︀𝐸𝑦

𝜕𝑦
= 0,

𝑀 ∈ R2∖ ∪ 𝑆𝑖. (3.1.6)

Ïîñòðîèì ôóíêöèþ 𝑊 (𝑥, 𝑦) ïî åå ïîëíîìó äèôôåðåíöèàëó

𝑑𝑊 =
𝜕𝑊

𝜕𝑥
𝑑𝑥+

𝜕𝑊

𝜕𝑦
𝑑𝑦, (3.1.7)

ãäå
𝜕𝑊

𝜕𝑥
= ̃︀𝐸𝑥, 𝜕𝑊

𝜕𝑦
= ̃︀𝐸𝑦.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ñèëó (3.1.6) ôóíêöèÿ 𝑊 (𝑥, 𝑦) áóäåò ðåãóëÿð-
íîé ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé íà ïëîñêîñòè (𝑥, 𝑦) âíå âñåõ 𝑆𝑖:

Δ𝑊 = 0, 𝑀 ∈ R2∖ ∪ 𝑆𝑖. (3.1.8)
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Èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (3.1.1) ñëåäóåò[︁
n× ̃︀E]︁⃒⃒⃒

𝐶𝑖

= ̃︀𝐸𝑡 ⃒⃒⃒
𝐶𝑖

= ̃︀𝐸𝑥 cos(τττττττττ,𝑥) + ̃︀𝐸𝑦 cos(τττττττττ, 𝑦)⃒⃒⃒
𝐶𝑖

=

=
𝜕𝑊

𝜕𝜏

⃒⃒⃒
𝐶𝑖

= 0.
(3.1.9)

Îòêóäà
𝑊 |𝐶𝑖

= 𝐴𝑖, (3.1.10)

ãäå êîíñòàíòû 𝐴𝑖 îïðåäåëÿþòñÿ ñïîñîáîì âîçáóæäåíèÿ ìíîãî-
ïðîâîäíîé ëèíèè ïîâåðõíîñòíûìè èëè ëîêàëüíûìè âíåøíèìè
èñòî÷íèêàìè. Îòìåòèì, ÷òî åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à äëÿ
𝑁 > 1 èäåàëüíûõ ïðîâîäíèêîâ, òî çàäà÷à îòûñêàíèÿ ðåãóëÿð-
íîé ãàðìîíè÷åñêîé íà ïëîñêîñòè (𝑥, 𝑦) ôóíêöèè, ïðèíèìàþùåé
ðàçëè÷íûå ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ íà êîíòóðàõ 𝐶𝑖, îäíîçíà÷íî
ðàçðåøèìà, à òåì ñàìûì ñóùåñòâóþò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ
îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà âèäà 𝑇𝐸𝑀 âîëíû
äëÿ ìíîãîïðîâîäíîé ëèíèè. Åñëè æå âñå çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ
𝐴𝑖 = 𝐴 (𝑖 = 1, . . . ,𝑁) îäèíàêîâû, òàêîãî ðåøåíèÿ íåò, ïîñêîëüêó
â ýòîì ñëó÷àå 𝑊 ≡ 𝐴. Òî æå èìååò ìåñòî è äëÿ îäèíî÷íîãî
èäåàëüíîãî ïðîâîäíèêà, êîãäà 𝑖 = 1.

1.2. Òèïû âîëí îòêðûòîãî äèýëåêòðè÷åñêîãî ðåãóëÿðíîãî
âîëíîâîäà. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ ýòîé çàäà÷è èìååò âèä{︃

rotH𝑒 = −𝑖𝑘0E𝑒,
rotE𝑒 = 𝑖𝑘0H𝑒,

𝑀 ∈ 𝐷𝑒,

{︃
rotH𝑖 = −𝑖𝑘𝑖E𝑖,
rotE𝑖 = 𝑖𝑘𝑖H𝑖,

𝑘𝑖 = 𝑘0
√
𝜀𝑖𝜇𝑖 , 𝑀 ∈ 𝐷𝑖,

(3.1.11)

[E𝑡]|𝑆𝑖
= 0, [H𝑡]|𝑆𝑖

= 0.

Äëÿ óïðîùåíèÿ âûêëàäîê áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé îäíî-
ðîäíîãî äèýëåêòðè÷åñêîãî âîëíîâîäà (𝜀𝑖 ≡ 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝜇𝑖 ≡ 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡),
êðóãëîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ðàäèóñà 𝑎. Òîãäà åñòåñòâåííî âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò (𝑟,𝜙, 𝑧), â êî-
òîðîé ñóùåñòâóþò ôóíêöèè Áîðãíèñà: 𝑢 � ýëåêòðè÷åñêîãî è 𝑣 �
ìàãíèòíîãî òèïà.

Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ 𝑇𝑀 âîëí, â êîòîðîì íàïðÿæåííîñòè ïîëåé
E è H âûðàæàþòñÿ ôîðìóëàìè

E = grad div (𝑢e𝑧) + 𝑘2𝑢e𝑧,

H = −𝑖𝑘 rot (𝑢e𝑧) ,
(3.1.12)
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à ôóíêöèÿ 𝑢(𝑟,𝜙, 𝑧) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
Ãåëüìãîëüöà

Δ𝑢+ 𝑘2𝑢 = 0,

ãäå 𝑘2 ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 𝑘2 = 𝑘2
0
èëè 𝑘2 = 𝑘2𝑖 â îáëàñòÿõ

ñîîòâåòñòâåííî âíå è âíóòðè öèëèíäðà. Îñòàíîâèìñÿ íà ñëó÷àå

àêñèàëüíî ñèììåòðè÷íîé çàäà÷è, êîãäà
𝜕

𝜕𝜙
≡ 0 è

𝑢(𝑟, 𝑧) = ̃︀𝑢(𝑟)𝑒𝑖𝛾𝑧. (3.1.13)

Òîãäà âûðàæåíèÿ äëÿ ïîëåé ïðèíèìàþò âèä

E(𝑟, 𝑧) = ̃︀E(𝑟)𝑒𝑖𝛾𝑧,

H(𝑟, 𝑧) = ̃︀H(𝑟)𝑒𝑖𝛾𝑧,
(3.1.14)

ãäå 𝛾 � ïîñòîÿííàÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîëÿ 𝑇𝑀 , èìåþùàÿ îäèíà-
êîâûå çíà÷åíèÿ êàê âíå, òàê è âíóòðè äèýëåêòðè÷åñêîãî öèëèí-
äðà.

Íàøåé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå çíà÷åíèé ïîñòîÿííîé 𝛾,
ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå ïîëå 𝑇𝑀 (3.1.12).

Èç (3.1.12) è (3.1.13) ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ

̃︀𝐸𝑟 = 𝑖𝛾
𝜕̃︀𝑢
𝜕𝑟
, ̃︀𝐻𝑟 = − 𝑖𝑘

𝑟

𝜕̃︀𝑢
𝜕𝜙

= 0,

̃︀𝐸𝜙 =
𝑖𝛾

𝑟

𝜕̃︀𝑢
𝜕𝜙

= 0, ̃︀𝐻𝜙 = 𝑖𝑘
𝜕̃︀𝑢
𝜕𝑟
,̃︀𝐸𝑧 = (𝑘2 − 𝛾2)̃︀𝑢, ̃︀𝐻𝑧 = 0

(3.1.15)

è
1
𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︁
𝑟
𝜕̃︀𝑢
𝜕𝑟

)︁
+æ2̃︀𝑢(𝑟) = 0, (3.1.16)

ãäå

æ2 = 𝑘2 − 𝛾2 =

{︂
æ2
𝑖 , 𝑟 < 𝑎,

æ2
0, 𝑟 > 𝑎.

(3.1.17)

Óðàâíåíèå (3.1.16) � ýòî óðàâíåíèå Áåññåëÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà è
åãî ðåøåíèÿ, îãðàíè÷åííûå â íóëå è íà áåñêîíå÷íîñòè, ñîîòâåò-
ñòâåííî ðàâíû

̃︀𝑢(𝑟) = {︂ 𝐴𝐽0(æ𝑖𝑟) 𝑟 6 𝑎,

𝐵𝐻
(1)
0

(æ0𝑟), 𝑟 > 𝑎.
(3.1.18)
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Ó÷èòûâàÿ îáîçíà÷åíèå (3.1.17), óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ êàñàòåëüíûõ
ñîñòàâëÿþùèõ (3.1.11) ïîëåé E è H ïðè 𝑟 = 𝑎 ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå {︃

æ2
𝑖𝐽0(æ𝑖𝑎)𝐴− æ2

0𝐻
(1)
0

(æ0𝑎)𝐵 = 0,

𝑘𝑖æ𝑖𝐽
′
0
(æ𝑖𝑎)𝐴− 𝑘0æ0

(︁
𝐻

(1)
0

(æ0𝑎)
)︁′
𝐵 = 0.

(3.1.19)

Óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ýòîé ëè-
íåéíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû âòîðîãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ âû-
ïîëíåíèå ñîîòíîøåíèÿ

𝑘𝑖æ0

𝐽 ′
0(æ𝑖𝑎)

𝐽0(æ𝑖𝑎)
= 𝑘0æ𝑖

(︁
𝐻

(1)
0

(æ0𝑎)
)︁′

𝐻
(1)
0

(æ0𝑎)
, (3.1.20)

êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ ïîñòîÿííîé ðàñïðîñòðàíåíèÿ 𝛾. Ïîêàæåì, ÷òî (3.1.20)
èìååò ðåøåíèÿ ëèøü ïðè çíà÷åíèÿõ 𝛾, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-
âèþ

𝑘20 < 𝛾 < 𝑘2𝑖 . (3.1.21)

Â ñàìîì äåëå, ïðè 𝛾 < 𝑘0 àðãóìåíòû âñåõ öèëèíäðè÷åñêèõ ôóíê-
öèé äåéñòâèòåëüíû. Ôóíêöèÿ Õàíêåëÿ äåéñòâèòåëüíîãî àðãóìåí-
òà � êîìïëåêñíàÿ. Ñîîòâåòñòâóþùèé êîìïëåêñíûé ñîìíîæèòåëü
(3.1.20) â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå(︁

𝐻
(1)
0

(𝑥)
)︁′

·
(︁
𝐻

(1)
0

(𝑥)
)︁*

=

= (𝐽 ′
0(𝑥) + 𝑖𝑁 ′

0(𝑥)) (𝐽0(𝑥)− 𝑖𝑁0(𝑥)) =

= 𝑖 {𝑁 ′
0(𝑥)𝐽0(𝑥)− 𝐽 ′

0(𝑥)𝑁0(𝑥)}+
+ {𝐽0(𝑥)𝐽 ′

0(𝑥) +𝑁0(𝑥)𝑁
′
0(𝑥)}

(3.1.22)

Ìíèìàÿ ÷àñòü (3.1.22) îòëè÷íà îò íóëÿ, ïîñêîëüêó îíà ÿâëÿ-
åòñÿ îïðåäåëèòåëåì Âðîíñêîãî äëÿ äâóõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
äåéñòâèòåëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ. Òåì ñàìûì ïðàâàÿ
÷àñòü (3.1.20) ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîé ôóíêöèé 𝛾 ñ ìíèìîé ÷àñòüþ
îòëè÷íîé îò íóëÿ, à ëåâàÿ ÷àñòü � äåéñòâèòåëüíàÿ. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ïðè 𝛾 < 𝑘0 óðàâíåíèå (3.1.20) ðåøåíèé íå èìååò.

Àíàëîãè÷íî ïðè 𝛾 > 𝑘𝑖 â ñèëó ñâîéñòâ öèëèíäðè÷åñêèõ ôóíê-
öèé ÷èñòî ìíèìîãî àðãóìåíòà

𝐽0(𝑖𝑥) = 𝐼0(𝑥); 𝐻
(1)
0

(𝑖𝑥) = −𝑖𝐾0(𝑥)
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ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî çíàêè ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè (3.1.20) áóäóò
ðàçëè÷íû, ÷òî îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3.1.20).

Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.1.20), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ
(3.1.21), ìîæíî íàéòè ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè ðåøåíèÿ òðàíñ-
öåíäåíòíûõ óðàâíåíèé. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî èõ ëèøü êîíå÷íîå
÷èñëî 𝛾𝑛, è ïðè 𝛾 > 𝑘0 ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì çíà÷åíèÿì
𝛾𝑛 (𝑛 = 1, . . . ,𝑁) ïîëÿ {E,H} âî âíåøíåé îáëàñòè 𝑟 > 𝑎
ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþò êàê ôóíêöèÿ Ìàêäîíàëüäà 𝐾0 (|æ0|𝑟)
ïðè 𝑟 → ∞. Òåì ñàìûì îñíîâíàÿ ýíåðãèÿ ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ
ïðè ýòîì 𝑇𝑀 âîëíû ñîñðåäîòî÷åíà âíóòðè äèýëåêòðè÷åñêîãî
öèëèíäðà. Ïîñêîëüêó 𝛾𝑛 < 𝑘𝑖, òî ýòè âîëíû ÷àñòî íàçûâàþò
ìåäëåííûìè âîëíàìè.

Ìû ïîäðîáíî ðàññìîòðåëè ñëó÷àé, êîãäà êîìïîíåíòû ïîëÿ
âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ôóíêöèþ Áîðãíèñà ýëåêòðè÷åñêîãî òèïà. Àíà-
ëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè è äëÿ 𝑇𝐸 âîëí, à òàêæå
è áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ, îòêàçàâøèñü îò àêñèàëüíîé ñèììåòðèè
çàäà÷è.

1.3. Äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå äëÿ èìïåäàíñíîãî áåñ-
êîíå÷íîãî öèëèíäðà. Ïîëó÷èì äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå äëÿ
ïîñòîÿííîé ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ êîëåáàíèé âäîëü
èäåàëüíîãî áåñêîíå÷íîãî öèëèíäðà 𝐷 (−∞ < 𝑧 < ∞) êðóãîâîãî
ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ðàäèóñà 𝑟 = 𝑎, ïðè÷åì îòêàæåìñÿ îò óñëî-
âèÿ àêñèàëüíîé ñèììåòðèè çàäà÷è. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ýòîé
çàäà÷è â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (𝑟,𝜙, 𝑧) èìååò âèä⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

rotH = −𝑖𝑘E,
rotE = 𝑖𝑘H,

𝑀 ∈ R3∖𝐷,

𝐸𝜙|𝑟=𝑎 = 𝜁0𝐻𝑧|𝑟=𝑎 ,
𝐸𝑧|𝑟=𝑎 = −𝜁0𝐻𝜙|𝑟=𝑎 ,
[e𝑟 ×E]|Σ𝑟

= −𝑤0

[︁
e𝑟 × [e𝑟 ×H]

]︁⃒⃒⃒
Σ𝑟

+ 𝑜
(︁1
𝑟

)︁
,

ïðè 𝑟 → ∞.

(3.1.23)

Èç-çà èìïåäàíñíûõ óñëîâèé (3.1.23) íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ îä-
íîðîäíîé ñèñòåìû (3.1.23) â îáùåì ñëó÷àå íåëüçÿ ðàçäåëèòü íà
𝑇𝐸 è 𝑇𝑀 âîëíû. Ïîýòîìó áóäåì èñêàòü ðåøåíèå, â êîòîðîì
íàïðÿæåííîñòè E è H âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ
ýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé ôóíêöèé Áîðãíèñà

E = 𝐴
{︀
grad div (𝑢e𝑧) + 𝑘2 (𝑢e𝑧)

}︀
+ 𝑖𝑘𝐵 rot (𝑣e𝑧) ,

H = −𝑖𝑘𝐴 rot (𝑢e𝑧) +𝐵
{︀
grad div (𝑣e𝑧) + 𝑘2 (𝑣e𝑧)

}︀
.

(3.1.24)
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Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çàâèñèìîñòü ïîëåé îò êîîðäèíàòû 𝜙 âû-
ðàæàåòñÿ ìíîæèòåëåì 𝑒𝑖𝑚𝜙 (𝑚 = 0,±1, . . . , ), à çàâèñèìîñòü îò
êîîðäèíàòû 𝑧 � ìíîæèòåëåì 𝑒𝑖𝛾𝑧, ãäå 𝛾 � èñêîìàÿ ïîñòîÿííàÿ
ðàñïðîñòðàíåíèÿ:

𝑢(𝑟,𝜙, 𝑧) = 𝑅(𝑟)𝑒𝑖𝑚𝜙+𝑖𝛾𝑧,

𝑣(𝑟,𝜙, 𝑧) = 𝑅(𝑟)𝑒𝑖𝑚𝜙+𝑖𝛾𝑧.
(3.1.25)

Òîãäà èìïåäàíñíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (3.1.23) ñ ó÷åòîì
(3.1.24) ïðèíèìàþò âèä

−𝑚

𝑎
𝛾𝐻(1)

𝑚 (æ𝑎)𝐴−

−
{︁
𝑖𝑘

𝑑

𝑑𝑟
𝐻(1)
𝑚 (æ𝑟)

⃒⃒⃒
𝑟=𝑎

+ 𝜁0æ
2𝐻(1)

𝑚 (æ𝑎)
}︁
𝐵 = 0,{︁

æ2𝐻
(1)
𝑚 (æ𝑎) + 𝑖𝑘𝜁0

𝑑

𝑑𝑟
𝐻(1)
𝑚 (æ𝑟)

⃒⃒⃒
𝑟=𝑎

}︁
𝐴−

−𝑚𝛾

𝑎
𝜁0𝐻

(1)
𝑚 (æ𝑎)𝐵 = 0,

(3.1.26)

ãäå æ2 = 𝑘2 − 𝛾2, 𝛾 � èñêîìàÿ ïîñòîÿííàÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ.
Óñëîâèå ðàâåíñòâà íóëþ îïðåäåëèòåëÿ ñèñòåìû (3.1.26) è

ÿâëÿåòñÿ äèñïåðñèîííûì óðàâíåíèåì äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé
𝛾, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò áåãóùèå âäîëü èìïåäàíñíîãî öè-
ëèíäðà âîëíû âèäà (3.1.24). Îòìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå íå
óäàåòñÿ ïîñòðîèòü ÿâíûå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ åãî ðåøåíèÿ
è ïðèõîäèòñÿ ïðèáåãàòü ê ÷èñëåííûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ òðàíñ-
öåíäàíòíûõ óðàâíåíèé.

Â çàêëþ÷åíèè çàìåòèì, ÷òî ïðè 𝑚 = 0 ñèñòåìà (3.1.26) ðàñ-
ïàäàåòñÿ íà îòäåëüíûå äèñïåðñèîííûå óðàâíåíèÿ äëÿ 𝑇𝐸 è 𝑇𝑀
âîëí.

� 2. Âîëíîâåäóùèå ñèñòåìû

Íàïðàâëåííàÿ ïåðåäà÷à ýíåðãèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ êîëåáà-
íèé, îñóùåñòâëÿåìàÿ îòêðûòûìè ñèñòåìàìè, ñâÿçàíà ñ áîëüøèìè
ïîòåðÿìè èç-çà ðàññåÿíèÿ ýíåðãèè âî âíåøíåì íåîãðàíè÷åííîì
ïðîñòðàíñòâå. Áîëåå ýôôåêòèâíûì äëÿ ýòèõ öåëåé ÿâëÿþòñÿ çà-
êðûòûå âîëíîâåäóùèå ñèñòåìû, â ïåðâóþ î÷åðåäü âîëíîâîäû �
áåñêîíå÷íûå öèëèíäðè÷åñêèå òðóáû îãðàíè÷åííîãî ïîïåðå÷íîãî
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ñå÷åíèÿ, äëÿ êîòîðûõ ïîòåðè ýíåðãèè ÷åðåç áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü
ìèíèìàëüíû. Òàêèå óñòðîéñòâà íàõîäÿò âñå áîëåå øèðîêîå ïðè-
ìåíåíèå â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ôèçèêè è òåõíèêè. Ïåðâûå ðàáî-
òû ïî òåîðèè è ïðàêòè÷åñêîìó èñïîëüçîâàíèþ àêóñòè÷åñêèõ êî-
ëåáàíèé â òðóáàõ ïðèíàäëåæàò èçâåñòíîìó àíãëèéñêîìó ôèçèêó
Ä.Ó. Ðýëåþ, çàòåì ïðîáëåìàìè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèò-
íûõ êîëåáàíèé â ðàäèîâîëíîâîäàõ çàíèìàëèñü ìíîãèå èçâåñòíûå
ôèçèêè è ìàòåìàòèêè. Ñòðîãèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ðåãóëÿð-
íûõ ðàäèîâîëíîâîäîâ âïåðâûå ïðåäëîæåíû è äåòàëüíî èçó÷åíû
â 40-õ ãîäàõ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ â ðàáîòàõ À.Í. Òèõîíîâà è
À.À. Ñàìàðñêîãî [37�39]. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîñòðîåíèå è èñ-
ñëåäîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ âåñüìà àêòóàëüíîé
îáëàñòüþ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, à ïðàêòèêà èõ ïðèìåíåíèÿ
îõâàòûâàåò øèðîêèé êðóã çàäà÷ ðàäèîôèçèêè, àêóñòèêè, íåëè-
íåéíîé îïòèêè è ìíîãèõ äðóãèõ îáëàñòåé ñîâðåìåííîé ôèçèêè.

Èçó÷åíèå ýòèõ ïðîáëåì íà÷íåì ñ îñíîâ ìàòåìàòè÷åñêîé òåî-
ðèè ðåãóëÿðíûõ âîëíîâîäîâ.

2.1. Òèïû âîëí ðåãóëÿðíîãî âîëíîâîäà. Ðåãóëÿðíûì
âîëíîâîäîì íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íûé ïðÿìîëèíåéíûé öèëèíäð
𝐷 ïîñòîÿííîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ 𝑆 ñ èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé
áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ Σ è îäíîðîäíûì çàïîëíåíèåì.

Èçó÷èì âîïðîñ î òèïàõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ êîëåáàíèé, êîòî-
ðûå ìîãóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ â òàêîì öèëèíäðå. Î÷åâèäíî, äëÿ
ýòîãî íàäî îïðåäåëèòü âîçìîæíûå òèïû íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé
îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ ðàâåíñòâà íóëþ êàñàòåëüíîé ñîñòàâëÿùåé âåêòîðà ýëåê-
òðè÷åñêîé íàïðÿæåííîñòè E íà Σ:⎧⎪⎨⎪⎩

rotH = −𝑖𝑘E,
rotE = 𝑖𝑘H,

(𝑀 , 𝑧) ∈ 𝐷,

[n×E]|Σ = 0, 𝑀 ∈ 𝑆, −∞ < 𝑧 <∞.

(3.2.1)

Äëÿ çàäà÷è (3.2.1) âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
ôóíêöèé Áîðãíèñà êàê ýëåêòðè÷åñêîãî 𝑢(𝑀 , 𝑧), òàê è ìàãíèòíîãî
òèïà 𝑣(𝑀 , 𝑧), óäîâëåòâîðÿþùèõ â 𝐷 îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ
Ãåëüìãîëüöà è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ, âûòåêàþùåìó èç òðåáîâàíèÿ
îáðàùåíèÿ â íóëü êàñàòåëüíîé ê Σ âåêòîðà E.

Äëÿ ïîëÿ 𝑇𝑀 òèïà (𝐻𝑧 ≡ 0) âûðàæåíèå âåêòîðà E ÷åðåç
ôóíêöèþ 𝑢(𝑀 , 𝑧),

E = grad div(𝑢e𝑧) + 𝑘2(𝑢e𝑧), (3.2.2)

6 À. Ã. Ñâåøíèêîâ, È. Å.Ìîãèëåâñêèé
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äàåò

𝐸τττττττττ|Σ =
𝜕2𝑢

𝜕τττττττττ𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
Σ

+ 𝑘2(𝑢e𝑧)
⃒⃒
Σ
, (3.2.3)

÷òî áóäåò âûïîëíåíî, åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû

𝑢|Σ = 0. (3.2.4)

Àíàëîãè÷íî äëÿ ïîëÿ 𝑇𝐸 òèïà

E = 𝑖𝑘 rot(𝑣e𝑧) (3.2.5)

ïîëó÷èì

𝐸τττττττττ|Σ = −
(︁
𝜕𝑣

𝜕𝑛
· τττττττττ

)︁⃒⃒⃒
Σ
. (3.2.6)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå [n×E] |Σ = 0 áóäåò âûïîëíåíî,
åñëè

𝜕𝑣

𝜕𝑛

⃒⃒⃒
Σ
= 0. (3.2.7)

Ïîñêîëüêó íà îñíîâàíèè òåîðåìû, äîêàçàííîé â �3 ãëàâû I,
ëþáîå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà äëÿ
äàííîé ãåîìåòðèè îáëàñòè 𝐷 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå
ñóïåðïîçèöèè 𝑇𝑀 è 𝑇𝐸 ïîëåé, ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî
ëþáîå ïîëå âíóòðè ðåãóëÿðíîãî âîëíîâîäà â îáëàñòè, ñâîáîäíîé
îò çàðÿäîâ è òîêîâ, âûðàæàåòñÿ â âèäå ñóïåðïîçèöèè ïîëåé
ôóíêöèé Áîðãíèñà 𝑢(𝑀 , 𝑧) ýëåêòðè÷åñêîãî è 𝑣(𝑀 , 𝑧) ìàãíèòíîãî
òèïîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ âíóòðè âîëíîâîäà îäíîðîäíûì óðàâíå-
íèÿì Ãåëüìãîëüöà è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

𝑢|Σ = 0 è
𝜕𝑣

𝜕𝑛

⃒⃒⃒
Σ
= 0. (3.2.8)

Çàìå÷àíèå 3.2.1 Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ýòîì ðåøå-
íèÿ (3.2.1) òèïà 𝑇𝐸𝑀 ïîëåé (𝐻𝑧 ≡ 0,𝐸𝑧 ≡ 0) òîæäåñòâåííî
ðàâíû íóëþ, åñëè ñå÷åíèå 𝑆 âîëíîâîäà îäíîñâÿçíî.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè óñëîâèè 𝐻𝑧 ≡ 0 èç ñîîòâåòñòâóþùåãî
óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ïîëó÷èì

𝜕𝐸𝑦

𝜕𝑥
− 𝜕𝐸𝑥

𝜕𝑦
= 0, (𝑀 , 𝑧) ∈ 𝐷, (3.2.9)

à èç óðàâíåíèÿ divE ≡ 0, ñëåäóåò

𝜕𝐸𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝐸𝑦

𝜕𝑦
= 0, (𝑀 , 𝑧) ∈ 𝐷. (3.2.10)
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Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑊 (𝑥, 𝑦) (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆, ïîë-
íûé äèôôåðåíöèàë êîòîðîé

𝑑𝑊 =
𝜕𝑊

𝜕𝑥
𝑑𝑥+

𝜕𝑊

𝜕𝑦
𝑑𝑦 = 𝐸𝑥𝑑𝑥+ 𝐸𝑦𝑑𝑦 (3.2.11)

âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè 𝐸𝑥 è 𝐸𝑦, äîëæíà ïðåäñòàâëÿòü
ñîáîé ðåøåíèå çàäà÷è{︃

Δ𝑊 = 0, 𝑀 ∈ (𝑥, 𝑦) = 𝑆,

𝑊 |𝐶 = 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡 = 𝐴; 𝐶 = 𝜕𝑆.
(3.2.12)

Íî, åñëè îáëàñòü 𝑆 îäíîñâÿçíà, òî çàäà÷à (3.2.12)
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå 𝑊 ≡ 𝐴 = 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡, îòêóäà ïîëó-
÷èì ïðè −∞ < 𝑧 <∞

𝐸𝑥 ≡ 0, 𝐸𝑦 ≡ 0 =⇒ E(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≡ 0 =⇒ H(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≡ 0.

Çàìå÷àíèå 3.2.2 Åñëè ñå÷åíèå 𝑆 ÿâëÿåòñÿ ìíîãîñâÿçíûì (íà-
ïðèìåð, êîàêñèàëüíûé âîëíîâîä ñ âíóòðåííèì èäåàëüíî ïðî-
âîäÿùèì öèëèíäðîì, ðèñ. 3.2.1), òî â òàêîé ñèñòåìå ìîãóò
ñóùåñòâîâàòü è 𝑇𝐸𝑀 âîëíû.

z

Ðèñ. 3.2.1. Êîàêñèàëüíûé âîëíîâîä.

2.2. Ñòðîåíèå íîðìàëüíûõ âîëí ðåãóëÿðíîãî âîëíîâî-
äà. Ïîëó÷èì ÿâíûå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ 𝑇𝑀 è 𝑇𝐸
âîëí ðåãóëÿðíîãî âîëíîâîäà. Êàê áûëî òîëüêî ÷òî óñòàíîâëåíî,
ïîëå 𝑇𝑀 òèïà âíóòðè ðåãóëÿðíîãî âîëíîâîäà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
ýëåêòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ Áîðãíèñà 𝑢(𝑧, 𝑦, 𝑧), óäîâëåòâîðÿþùóþ
óñëîâèÿì ⎧⎨⎩ Δ𝑢+ 𝑘2𝑢 = 0, (𝑀 ; 𝑧) ∈ 𝐷,

𝑢|Σ = 0.
(3.2.13)

6*
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Êàê èçâåñòíî, ñîáñòâåííûå ôóíêöèè 𝜙𝑛(𝑀) ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è
Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â îáëàñòè 𝑆⎧⎪⎨⎪⎩

Δ𝜙𝑛 + 𝜆𝑛𝜙𝑛 = 0, 𝑀 ∈ 𝑆,

𝜙𝑛|𝐶 = 0,

(𝑛 = 1, 2, . . .), 𝜆𝑛 > 0, 𝜆𝑛 → ∞, ïðè 𝑛→ ∞,

(3.2.14)

ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì 𝜆𝑛, (𝑛 = 1, 2 . . .), îá-
ðàçóþò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ∫

𝑆

𝜙𝑛(𝑀)𝜙*
𝑛′(𝑀)𝑑𝜎 = 𝛿𝑛𝑛′ . (3.2.15)

Òåì ñàìûì ôóíêöèþ 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧), óäîâëåòâîðÿþùóþ (3.2.13), ìîæíî
äëÿ ëþáîãî 𝑧 èñêàòü â âèäå

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

∞∑︁
𝑛=1

𝑍𝑛(𝑧)𝜙𝑛(𝑀) =

∞∑︁
𝑛=1

𝑢𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧), (3.2.16)

ãäå êîýôôèöèåíòû 𝑍𝑛(𝑧) â ñèëó (3.2.13) è (3.2.14) ÿâëÿþòñÿ
ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ

𝑍 ′′
𝑛 + (𝑘2 − 𝜆𝑛)𝑍𝑛 = 0, −∞ < 𝑧 <∞. (3.2.17)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

𝛾2𝑛 = 𝑘2 − 𝜆𝑛 ∀𝑛. (3.2.18)

Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.2.17) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

𝑍𝑛(𝑧) = 𝑎+𝑛 𝑒
𝑖𝛾𝑛𝑧 + 𝑎−𝑛 𝑒

−𝑖𝛾𝑛𝑧, (3.2.19)

ãäå 𝑎+𝑛 è 𝑎−𝑛 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Ïðè ýòîì ïîëó÷èì
÷àñòíûå ðåøåíèÿ (3.2.13) â âèäå

𝑢𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
(︀
𝑎+𝑛 𝑒

𝑖𝛾𝑛𝑧 + 𝑎−𝑛 𝑒
−𝑖𝛾𝑛𝑧)︀𝜙𝑛(𝑥, 𝑦). (3.2.20)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 𝑢𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧) ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîé àìïëèòóäîé óñòà-
íîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé (âðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü 𝑒−𝑖𝜔𝑡)

𝑈𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑢𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑒
−𝑖𝜔𝑡, (3.2.21)
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ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî 𝑢𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîì-
ïëåêñíûå àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõ-
ñÿ âäîëü âîëíîâîäà ñëåâà íàïðàâî 𝑒𝑖(𝛾𝑛𝑧−𝜔𝑡) è ñïðàâà íàëåâî
𝑒𝑖(𝛾𝑛𝑧+𝜔𝑡).

Îáû÷íî ôóíêöèè 𝑢𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧) íàçûâàþòñÿ íîðìàëüíûìè 𝑇𝑀
âîëíàìè, èëè 𝑇𝑀 âîëíîâîäíûìè ìîäàìè ðåãóëÿðíîãî âîëíîâî-
äà.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ íîðìàëüíûõ 𝑇𝐸 âîëí ðåãóëÿðíîãî
âîëíîâîäà ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ

𝑣𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
(︁̂︀𝑎+𝑛 𝑒𝑖̂︀𝛾𝑛𝑧 + ̂︀𝑎−𝑛 𝑒−𝑖̂︀𝛾𝑛𝑧)︁𝜓𝑛(𝑥, 𝑦), (3.2.22)

ãäå 𝜓𝑛(𝑥, 𝑦) � ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è Íåé-
ìàíà: ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

Δ𝜓𝑛 + ̂︀𝜆𝑛𝜓𝑛 = 0, 𝑀 ∈ 𝑆, 𝑛 = 0, 1, . . . ,

𝜕𝜓𝑛

𝜕𝑛

⃒⃒⃒
𝐶
= 0,

̂︀𝜆𝑛 > 0, ̂︀𝜆𝑛 → ∞, ïðè 𝑛→ ∞,

(3.2.23)

à ̂︀𝛾2𝑛 = 𝑘2 − ̂︀𝜆𝑛. (3.2.24)

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó (3.2.18) è (3.2.24) ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè
𝑘2 ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî 𝑁 è ̂︀𝑁 çíà÷åíèé 𝜆𝑛, ̂︀𝜆𝑛,
ïðè êîòîðûõ 𝛾2𝑛 è ̂︀𝛾2𝑛 ïîëîæèòåëüíû è áåñêîíå÷íîå ÷èñëî 𝜆𝑛, ̂︀𝜆𝑛,
ïðè êîòîðûõ 𝛾2𝑛 è ̂︀𝛾2𝑛 îòðèöàòåëüíû. Ñîîòâåòñòâåííî, ñàìè çíà-

÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ 𝛾𝑛 (𝑛 6 𝑁) è ̂︀𝛾𝑛 (︁
𝑛 6 ̂︀𝑁)︁

áóäóò äåéñòâèòåëüíûìè, à äëÿ ïîñëåäóþùèõ íîìåðîâ 𝑛 > 𝑁 + 1,
𝑛 > ̂︀𝑁 + 1 � ÷èñòî ìíèìûìè.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñðåäè 𝑇𝑀 è 𝑇𝐸 íîðìàëüíûõ âîëí ðåãó-
ëÿðíîãî âîëíîâîäà ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ áåãóùèìè ñ
ïîñòîÿííîé àìïëèòóäîé âîëíàìè, à àìïëèòóäû îñòàëüíûõ âîëíî-
âîäíûõ ìîä ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþò è âîçðàñòàþò ïðè 𝑧 → ∞
èëè 𝑧→−∞. Ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ (3.2.20) è (3.2.22) ÷àñòî
íàçûâàþò ¾íåðàñïðîñòðàíÿþùèìèñÿ¿ âîëíàìè.

Çàìåòèì, ÷òî ýíåðãèþ âäîëü âîëíîâîäà ïåðåíîñÿò ëèøü áå-
ãóùèå âîëíû. Äåéñòâèòåëüíî, èç âûðàæåíèÿ èíòåãðàëà Óìîâà�
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Ïîéíòèíãà äëÿ ïîòîêà ýíåðãèè, ïåðåíîñèìîé íîðìàëüíîé âîëíîé
÷åðåç ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå âîëíîâîäà 𝑆 èìååì

𝑊𝑛 = Im

∫
𝑆

𝜕𝑢𝑛
𝜕𝑧

𝑢*𝑛𝑑𝜎 = Im

⎧⎨⎩𝑖𝛾𝑛|𝑎𝑛|2
∫
𝑆

𝜙𝑛𝜙
*
𝑛𝑑𝜎

⎫⎬⎭ =

=

⎧⎨⎩ 𝛾𝑛|𝑎𝑛|2, 𝛾2𝑛 > 0,

0, 𝛾2𝑛 6 0.

(3.2.25)

Ïðè ýòîì ôàçîâàÿ ñêîðîñòü áåãóùåé âîëíû

𝑣ô =
𝜔

𝛾𝑛
=

𝑘

𝛾𝑛
𝑐 = 𝑐

𝑘√︀
𝑘2 − 𝜆𝑛

> 𝑐, (3.2.26)

à ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü

𝑣ãð =
𝑑𝜔

𝑑𝛾𝑛
= 𝑐

𝑑𝑘

𝑑𝛾𝑛
= 𝑐

𝑑
√︁
𝛾2𝑛 + 𝜆𝑛

𝑑𝜆
= 𝑐

𝛾√︁
𝛾2𝑛 + 𝜆𝑛

< 𝑐, (3.2.27)

ãäå 𝑐 � ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå. Òàê êàê ñêîðîñòü ïåðåíîñà
ýíåðãèè ñèãíàëà îïðåäåëÿåòñÿ ãðóïïîâîé ñêîðîñòüþ, òî âûðà-
æåíèÿ (3.2.26) è (3.2.27) íàõîäÿòñÿ â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ
îáùèìè ïðèíöèïàìè òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.

2.3. Âåêòîðíûé áàçèñ ðåãóëÿðíîãî âîëíîâîäà. Â �4 ãëà-
âû 2 ïîêàçàíî, ÷òî, èñïîëüçóÿ áàçèñíîñòü ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé,
íà ñôåðå ìîæíî ïîñòðîèòü âåêòîðíûå îðòîãîíàëüíûå áàçèñû äëÿ
ïîëåé ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî òèïà. Àíàëîãè÷íî, èñïîëü-
çóÿ áàçèñíîñòü ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ äëÿ
îïåðàòîðà Ëàïëàñà â ïëîñêîé îáëàñòè 𝑆 ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ
ðåãóëÿðíîãî âîëíîâîäà{︃

Δ
2
𝜙𝑛 + 𝜆𝑛𝜙𝑛 = 0, 𝑀 ∈ 𝑆,

𝜙𝑛|𝐶 = 0, 𝑛 = 1, 2, . . .
(3.2.28)

è ⎧⎪⎨⎪⎩
Δ

2
𝜓𝑛 + ̂︀𝜆𝑛𝜓𝑛 = 0,

𝜕𝜓𝑛

𝜕𝑛

⃒⃒⃒
𝐶
= 0, 𝑛 = 0, 1, . . . ,

(3.2.29)
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ìîæíî ïîñòðîèòü âåêòîðíûå áàçèñû â 𝑆 äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ âåê-
òîðîâ F(𝑥, 𝑦), ëåæàùèõ â ïëîñêîñòè 𝑆:

e𝑛 =

{︃ ∇𝜙𝑘, 𝑛 = 2𝑘 + 1, 𝑘 = 0, 1, . . . ,

[e𝑧 ×∇𝜓𝑚] , 𝑛 = 2𝑚, 𝑚 = 1, 2, . . . ,

[n× e𝑛]|𝐶 = 0

(3.2.30)

è

h𝑛 =

{︃ − [e𝑧 ×∇𝜙𝑘] , 𝑛 = 2𝑘 + 1,

∇𝜓𝑚, 𝑛 = 2𝑚,

(n · h𝑛)|𝐶 = 0.

(3.2.31)

Ïðè÷åì áàçèñíûå âåêòîðà îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:∫
𝑆

(e𝑛 · e𝑛′) 𝑑𝜎 =

∫
𝑆

(h𝑛 · h𝑛′) 𝑑𝜎 = 𝛿𝑛,𝑛′ , (3.2.32)

∫
𝑆

[e𝑧 × e𝑛]h𝑛′𝑑𝜎 = 𝛿𝑛,𝑛′ , (3.2.33)

(rot e𝑛)𝑧 =

{︂
0, 𝑛 = 2𝑘 + 1, 𝑘 = 0, 1, . . . ,

−̂︀𝜆𝑛𝜓𝑛, 𝑛 = 2𝑚, 𝑚 = 1, 2, . . . ,
(3.2.34)

(roth𝑛)𝑧 =

{︂
𝜆𝑛𝜙𝑛, 𝑛 = 2𝑘 + 1, 𝑘 = 0, 1, . . . ,

0, 𝑛 = 2𝑚, 𝑚 = 1, 2, . . . .
(3.2.35)

Îòìåòèì, ÷òî ïîïåðå÷íûå ñîñòàâëÿþùèå íîðìàëüíûõ âîëí ðåãó-
ëÿðíîãî âîëíîâîäà èìåþò âèä

(E𝑛)τττττττττ
= 𝐴±

𝑛 e𝑛 𝑒
±𝑖𝛾𝑛𝑧,

(H𝑛)τττττττττ
= 𝐵±

𝑛 h𝑛 𝑒
±𝑖𝛾𝑛𝑧,

(3.2.36)

ãäå 𝐴±
𝑛 è 𝐵±

𝑛 � àìïëèòóäû íîðìàëüíûõ 𝑇𝐸 è 𝑇𝑀 âîëí, ðàñïðî-
ñòðàíÿþùèõñÿ ñëåâà íàïðàâî (çíàê ¾+¿) è ñïðàâà íàëåâî (çíàê
¾−¿) ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 𝑇𝐸 è 𝑇𝑀
íîðìàëüíûõ âîëí ïåðåíóìåðîâàíû îäíèì èíäåêñîì 𝑛, ïðè÷åì
÷åòíûì çíà÷åíèÿì 𝑛 ñîîòâåòñòâóþò 𝑇𝑀 , à íå÷åòíûì � 𝑇𝐸
âîëíû.
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2.4. Âîçáóæäåíèå ðåãóëÿðíûõ âîëíîâîäîâ. Èçó÷èâ ñâîé-
ñòâà íîðìàëüíûõ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â ðåãóëÿðíîì âîë-
íîâîäå, ïåðåéäåì òåïåðü ê âîïðîñó îá èõ âîçáóæäåíèè. Âîçìîæ-
íû ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ïîñòàíîâêè ýòîé çàäà÷è. Ïðîñòåéøèé ñëó-
÷àé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âîçáóæäåíèå íîðìàëüíîé âîëíîé, ïðèõî-
äÿùåé èç áåñêîíå÷íîñòè. Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ êàêèõ-ëèáî ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ èëè ìàòåðèàëüíûõ íåîäíîðîäíîñòåé õàðàêòåðèñòèê
íà âñåì ïðîòÿæåíèè ðåãóëÿðíîãî âîëíîâîäà äàííàÿ íîðìàëüíàÿ
âîëíà áóäåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ïî âîëíîâîäó, íå âçàèìîäåéñòâóÿ
ñ äðóãèìè íîðìàëüíûìè âîëíàìè, ÷òî îáåñïå÷èâàåòñÿ ïîëíîòîé
è îðòîãîíàëüíîñòüþ âåêòîðíîãî áàçèñà, ðàññìîòðåííîãî â ïðåäû-
äóùåì ïóíêòå.

Äðóãàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò ïðè âîçáóæäåíèè âîëíîâîäà ëî-
êàëüíûìè òîêàìè.

Ïóñòü ýëåêòðîìàãíèòíûå êîëåáàíèÿ âîçáóæäàþòñÿ â ðåãó-
ëÿðíîì âîëíîâîäå çàäàííûì òîêîì j(𝑀 , 𝑧), îòëè÷íûì îò íóëÿ
ëèøü â îãðàíè÷åííîé ïîäîáëàñòè 𝐷0 ⊂ 𝐷, ðàñïîëîæåííîé âíóòðè
ðàññìàòðèâàåìîãî ðåãóëÿðíîãî âîëíîâîäà. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïî-
ñòàíîâêà ýòîé çàäà÷è èìååò âèä⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

rotH = −𝑖𝑘E+ j(𝑀 , 𝑧), 𝑀 ∈ 𝑆; −∞ < 𝑧 <∞,

rotE = 𝑖𝑘H, Supp j ∈ 𝐷0 ⊂ 𝐷,

[n×E]|Σ = 0,

Eτττττττττ

Hτττττττττ

⃒⃒⃒⃒
𝑧→−∞

=
∑︁
𝑛

{︃
𝑅ý𝑛 e

ý
𝑛𝑒

−𝑖𝛾𝑛𝑧,

𝑅ì𝑛 hì𝑛 𝑒
−𝑖̂︀𝛾𝑛𝑧,

Eτττττττττ

Hτττττττττ

⃒⃒⃒⃒
𝑧→+∞

=
∑︁
𝑛

{︃
𝑅ý𝑛 e

ý
𝑛𝑒
𝑖𝛾𝑛𝑧,

𝑅ì𝑛 hì𝑛 𝑒
𝑖̂︀𝛾𝑛𝑧.

(3.2.37)

Çäåñü Σ � áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü âîëíîâîäà, 𝑆 � åãî ïîïåðå÷íîå
ñå÷åíèå, 𝑧 � êîîðäèíàòà âäîëü îñè âîëíîâîäà è 𝐷0 � îãðàíè÷åí-
íàÿ ïîäîáëàñòü âíóòðè âîëíîâîäà, â êîòîðîé êîîðäèíàòà 𝑧 ïðè-
íàäëåæèò îòðåçêó [𝑧1, 𝑧2], âíå êîòîðîé òîê j(𝑀 , 𝑧) ðàâåí íóëþ.
Ïîñëåäíåå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è ïðè 𝑧 → ±∞
ñîäåðæèò òîëüêî óõîäÿùèå íà áåñêîíå÷íîñòü íîðìàëüíûå âîëíû.

Ðàçëîæèì âåêòîð j(𝑀 , 𝑧) íà ïðîäîëüíóþ è ïîïåðå÷íóþ ñî-
ñòàâëÿþùèå:

j(𝑀 , 𝑧) = 𝑗𝑧(𝑀 , 𝑧)e𝑧 + jτττττττττ(𝑀 , 𝑧). (3.2.38)
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Ðàññìîòðèì ïî îòäåëüíîñòè äâà ñëó÷àÿ

1. 𝑗𝑧(𝑀 , 𝑧) ̸≡ 0, jτττττττττ(𝑀 , 𝑧) ≡ 0 è

2. 𝑗𝑧(𝑀 , 𝑧) ≡ 0; jτττττττττ(𝑀 , 𝑧) ̸≡ 0,
(3.2.39)

òî åñòü âîçáóæäåíèå ëèáî ïðîäîëüíûì, ëèáî ïîïåðå÷íûì òîêîì.
Î÷åâèäíî, âîçáóæäàåìîå ïîëå â ïåðâîì ñëó÷àå áóäåò îïèñû-

âàòüñÿ ôóíêöèåé Áîðãíèñà ýëåêòðè÷åñêîãî òèïà, óäîâëåòâîðÿþ-
ùåé óðàâíåíèþ ⎧⎨⎩ Δ𝑢ý + 𝑘2𝑢ý = −𝑗𝑧(𝑀 , 𝑧),

𝑢ý
⃒⃒
Σ
= 0.

(3.2.40)

Äëÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ñëåäóåò äîáàâèòü óñëîâèÿ îòñóò-
ñòâèÿ èñòî÷íèêîâ íà áåñêîíå÷íîñòè, ôîðìà êîòîðûõ áóäåò âûïè-
ñàíà íèæå. Ðåøåíèå çàäà÷è (3.2.40) ìîæíî èñêàòü â âèäå

𝑢ý(𝑀 , 𝑧) =
∑︁
𝑛

𝑍𝑛(𝑧)𝜙𝑛(𝑀), (3.2.41)

ãäå 𝜙𝑛(𝑀) ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è{︃
Δ

2
𝜙𝑛 + 𝜆𝑛𝜙𝑛 = 0, 𝑀 ∈ 𝑆

𝜙𝑛|𝐶 = 0,
(3.2.42)

à 𝑍𝑛(𝑧) � ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ
ôóíêöèè 𝑢(𝑀 , 𝑧) ïî îðòîãîíàëüíîìó áàçèñó {𝜙𝑛(𝑀)}∞𝑛=1. Â ñèëó
(3.2.40) ôóíêöèè 𝑍𝑛(𝑧) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

𝑍 ′′
𝑛 − 𝑝2𝑛𝑍 = −𝑗(𝑛)𝑧 , (3.2.43)

ãäå 𝑝2𝑛 = 𝜆𝑛 − 𝑘2, à

𝑗(𝑛)𝑧 (𝑧) =

∫
𝑆

𝑗𝑧(𝑀 , 𝑧)𝜙𝑛(𝑀)𝑑𝜎, (3.2.44)

è ïàðöèàëüíûì óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè

𝑍 ′
𝑛(𝑧)− 𝑝𝑛𝑍𝑛

⃒⃒⃒
𝑧6𝑧1

= 0,

𝑍 ′
𝑛(𝑧) + 𝑝𝑛𝑍𝑛

⃒⃒⃒
𝑧>𝑧2

= 0,
(3.2.45)
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÷òî ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì âûðàæåíèåì ôèçè÷åñêîãî òðåáîâà-
íèÿ îòñóòñòâèÿ íîðìàëüíûõ âîëí, ïðèõîäÿùèõ èç −∞ èëè +∞.

Êàê èçâåñòíî èç êóðñà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (3.2.43)-(3.2.45) èìååò âèä

𝑍𝑛(𝑧) =
1
2𝑝𝑛

𝑧2∫
𝑧1

𝑒−𝑝𝑛|𝑧−𝜁|𝑗(𝑛)𝑧 (𝜁)𝑑𝜁 (3.2.46)

Èç ïðåäñòàâëåíèé (3.2.41), (3.2.44) è (3.2.46) îêîí÷àòåëüíî
ïîëó÷èì

𝑢ý(𝑀 , 𝑧) =

∫
𝐷0

𝑔(𝑀 ,𝑀 ′, 𝑧 − 𝜁)𝑗𝑧(𝑀
′, 𝜁)𝑑𝑉 , (3.2.47)

ãäå

𝑔(𝑀 ,𝑀 ′, 𝑧 − 𝜁) =
∑︁
𝑛

1
2𝑝𝑛

𝑒−𝑝𝑛|𝑧−𝜁|𝜙𝑛(𝑀)𝜙𝑛(𝑀
′) (3.2.48)

òàê íàçûâàåìàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà ðåãóëÿðíîãî âîëíîâîäà. Â ðàáî-
òå [37] ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèþ (3.2.48) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå

𝑔(𝑀 ,𝑀 ′, 𝑧 − 𝜁) = 𝑉 (𝑀 ,𝑀 ′, 𝑧 − 𝜁)+

+𝑂

(︂
1

𝑅(𝑀 , 𝑧;𝑀 ′, 𝜁)

)︂
,

(3.2.49)

ãäå 𝑉 (𝑀 ,𝑀 ′, 𝑧 − 𝜁) ðåãóëÿðíàÿ â 𝐷 ôóíêöèÿ, à âòîðîå ñëàãàåìîå
ïðè 𝑅 → 0 âåäåò ñåáÿ òàê æå, êàê ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà.

Çàìå÷àíèå 3.2.3 Ïðè 𝑝𝑛 > 0 è äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ
|𝑧 − 𝜁| ÷ëåíû ðÿäà (3.2.48) ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþò, ÷òî
îáåñïå÷èâàåò åãî õîðîøóþ ñõîäèìîñòü.

Çàìå÷àíèå 3.2.4 Åñëè êàêîå-ëèáî çíà÷åíèå 𝑝𝑛0 îêàæåòñÿ ðàâ-
íûì íóëþ, ÷òî èìååò ìåñòî ïðè ñîâïàäåíèè ïàðàìåòðà 𝑘,
îïðåäåëÿåìîãî ÷àñòîòîé óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé, ñ ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèåì 𝜆𝑛0 ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (3.2.42), òî
èìååò ìåñòî òàê íàçûâàåìûé ïîïåðå÷íûé ðåçîíàíñ, ïðè êî-
òîðîì íå ïðîèñõîäèò óñòàíîâëåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé
äàííîé ÷àñòîòû, à àìïëèòóäà êîëåáàíèé ìîæåò íåîãðàíè-
÷åííî âîçðàñòàòü ïðè 𝑡→ ∞.
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Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ âòîðîãî ñëó÷àÿ � âîçáóæäåíèÿ
ðåãóëÿðíîãî âîëíîâîäà ïîïåðå÷íûì òîêîì. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïî-
ñòàíîâêà ýòîé çàäà÷è èìååò âèä⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

rotH = −𝑖𝑘0E+ jτττττττττ, supp jτττττττττ ⊂ 𝐷0 ⊂ 𝐷,

rotE = 𝑖𝑘0H,

[n×E]|Σ = 0,

Eτττττττττ

Hτττττττττ

⃒⃒⃒⃒
𝑧→−∞

=
∑︁
𝑛

{︃
𝑅ý𝑛 e

ý
𝑛𝑒

−𝑖𝛾𝑛𝑧,

𝑅ì𝑛 hì𝑛 𝑒
−𝑖̂︀𝛾𝑛𝑧,

Eτττττττττ

Hτττττττττ

⃒⃒⃒⃒
𝑧→+∞

=
∑︁
𝑛

{︃
𝑅ý𝑛 e

ý
𝑛𝑒
𝑖𝛾𝑛𝑧,

𝑅ì𝑛 hì𝑛 𝑒
𝑖̂︀𝛾𝑛𝑧.

(3.2.50)

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äëÿ çàäàííîãî âåêòîðà jτττττττττ(𝑀) � ïîïåðå÷-
íîãî òîêà íå óäàåòñÿ âûðàçèòü ÷åðåç îäíó ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ,
ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü âåêòîðíóþ çàäà÷ó (3.2.49), âîñïîëü-
çîâàâøèñü ââåäåííûì ðàíåå âåêòîðíûì áàçèñîì (3.2.30), (3.2.31).
Â ñèëó óñòàíîâëåííûõ ñâîéñòâ ýòîãî áàçèñà äëÿ ïîïåðå÷íûõ êîì-
ïîíåíò âåêòîðîâ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (3.2.50) èìåþò ìåñòî
ðàçëîæåíèÿ

Eτττττττττ =
∑︁
𝑛

𝐴𝑛(𝑧)e𝑛(𝑀),

Hτττττττττ =
∑︁
𝑛

𝐵𝑛(𝑧)h𝑛(𝑀),
(𝑀 , 𝑧) ∈ 𝐷, (3.2.51)

ãäå 𝐴𝑛(𝑧) è 𝐵𝑛(𝑧) � íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ
âåêòîðîâ {Eτττττττττ,Hτττττττττ} ïî áàçèñó (3.2.30), (3.2.31). Äëÿ èõ îïðåäåëå-
íèÿ âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèÿìè Ìàêñâåëëà (3.2.50), èç êîòîðûõ
ñëåäóåò, ÷òî

𝐸𝑧 = − 1
𝑖𝑘0

(rotHτττττττττ)𝑧 = − 1
𝑖𝑘0

∑︁
𝑛

𝐵ý𝑛(𝑧) (roth𝑛)𝑧 =

= − 1
𝑖𝑘0

∑︁
𝑛

𝐵ý𝑛(𝑧)𝜆𝑛𝜙𝑛(𝑀), 𝑛 = 2𝑘 − 1,
(3.2.52)

𝐻𝑧 =
1
𝑖𝑘0

∑︁
𝑛

𝐴𝑀𝑛 (𝑧)̂︀𝜆𝑛𝜓𝑛(𝑀), 𝑛 = 2𝑚. (3.2.53)
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Òàêæå èç óðàâíåíèé (3.2.50) ïîëó÷èì:

(rotH)
τττττττττ
=
(︁
rotHτττττττττ + rot (𝐻𝑧e𝑧)

)︁
τττττττττ

=

=
[︁
e𝑧 ×

𝜕Hτττττττττ

𝜕𝑧

]︁
+ [∇2𝐻𝑧 × e𝑧] =

=
∑︁
𝑛

(︀
𝐵ý𝑛(𝑧)

)︀′
[e𝑧 × h𝑛]−

𝑖

𝑘0

∑︁
𝑛

̂︀𝜆𝑛𝐴𝑀𝑛 (𝑧)e𝑀𝑛 (𝑀)

(3.2.54)

è, àíàëîãè÷íî,

(rotE)
τττττττττ
=
∑︁
𝑛

(︀
𝐴𝑀𝑛 (𝑧)

)︀′
[e𝑧 × e𝑛]−

− 𝑖

𝑘0

∑︁
𝑛

𝜆𝑛𝐵
ý
𝑛(𝑧)h

ý
𝑛(𝑀).

(3.2.55)

Òàê êàê â ñèëó (3.2.50)∫
𝑆

(rotH+ 𝑖𝑘0E− jτττττττττ) e
ý
𝑚𝑑𝜎 = 0, ∀𝑧, 𝑚 = 1, 2, . . . (3.2.56)

è, êàê ïîëó÷åíî ðàíåå,∫
𝑆

[e𝑧 × h𝑛] e
ý
𝑚𝑑𝜎 =

{︂
−𝛿𝑛,𝑚 äëÿ hý𝑛,

0 äëÿ h𝑀𝑛 ,
(3.2.57)

òî èç (3.2.56) è (3.2.57) îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

−
(︀
𝐵ý𝑚(𝑧)

)︀′
+ 𝑖𝑘0𝐴

ý
𝑚(𝑧) = 𝑗ý𝑚(𝑧), (3.2.58)

ãäå

𝑗ý𝑚 =

∫
𝑆

(︀
j𝑡 · eý𝑚

)︀
𝑑𝜎. (3.2.59)

Àíàëîãè÷íî èç óðàâíåíèÿ∫
𝑆

(︁
{rotE− 𝑖𝑘0H} · hý𝑚

)︁
𝑑𝜎 = 0 (3.2.60)

ñëåäóåò (︀
𝐴ý𝑚(𝑧)

)︀′
+

𝑖

𝑘0
𝜆𝑚𝐵

ý
𝑚(𝑧)− 𝑖𝑘0𝐵

ý
𝑚(𝑧) = 0. (3.2.61)
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Èòàê, äëÿ êîýôôèöèåíòîâ 𝐴ý𝑚(𝑧) è 𝐵ý𝑚(𝑧) ïîëó÷åíà ñèñòåìà
(3.2.58), (3.2.61) äâóõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê îäíîìó
óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà(︀

𝐴ý𝑚(𝑧)
)︀′′

+ 𝛾2𝑚𝐴
ý
𝑚(𝑧) = − 𝑖

𝑘0
𝛾2𝑚𝑗

ý
𝑚(𝑧), −∞ < 𝑧 <∞, (3.2.62)

ãäå 𝛾2𝑚 = 𝑘20 − 𝜆𝑚, à 𝐵
ý
𝑚(𝑧) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç 𝐴

ý
𝑚(𝑧) ôîðìóëîé

𝐵ý𝑚(𝑧) = 𝑖
𝑘0

𝛾2𝑚

(︀
𝐴ý𝑚(𝑧)

)︀′
. (3.2.63)

Äëÿ îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ (3.2.62) íåîáõîäèìî äî-
áàâèòü ïàðöèàëüíûå óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ ïðè 𝑧 → ±∞.

Çàïèñàâ óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè ïîïåðå÷íûõ óðàâíåíèé
Ìàêñâåëëà áàçèñíûì âåêòîðàì eì𝑚 è hì𝑚, ïîëó÷èì àíàëîãè÷íîå
(3.2.62) óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè 𝐴ì𝑚(𝑧)(︀

𝐴ì𝑚(𝑧)
)︀′′

+ ̂︀𝛾2𝑚𝐴ì𝑚(𝑧) = −𝑖𝑘0𝑗ì𝑚(𝑧), ̂︀𝛾2𝑚 = 𝑘20 − ̂︀𝜆𝑚 (3.2.64)

è âûðàæåíèå

𝐵ì𝑚(𝑧) = − 𝑖

𝑘0

(︀
𝐴ì𝑚(𝑧)

)︀′
. (3.2.65)

Ê óðàâíåíèþ (3.2.64) òàêæå íàäî äîáàâèòü ïàðöèàëüíûå óñëîâèÿ
èçëó÷åíèÿ ïðè 𝑧 → ±∞.

Çàìå÷àíèå 3.2.5 Ïðè 𝛾𝑚0
= 0 è ̂︀𝛾𝑚0

= 0 ïîëó÷àåì ýôôåêò
ïîïåðå÷íîãî ðåçîíàíñà, ïðè êîòîðîì íåâîçìîæíû óñòàíîâèâ-
øèåñÿ êîëåáàíèÿ.

Èòàê, ðåøåíèå çàäà÷è âîçáóæäåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ êîëå-
áàíèé â ðåãóëÿðíîì âîëíîâîäå çàäàííûì ëîêàëüíûì òîêîì âû-
ðàæàåòñÿ ÿâíîé ôîðìóëîé (3.2.47), à â ñëó÷àå ïîïåðå÷íîãî òîêà
ìû ñâåëè çàäà÷ó ê ðåøåíèþ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé.

2.5. Âîçáóæäåíèå íåðåãóëÿðíûõ âîëíîâîäîâ. Ïåðåéäåì
òåïåðü ê áîëåå ñëîæíîé çàäà÷å âîçáóæäåíèÿ íåðåãóëÿðíûõ âîë-
íîâîäîâ. Ïîíÿòèå ðåãóëÿðíîãî âîëíîâîäà ÿâëÿåòñÿ èäåàëèçèðî-
âàííîé ïðîñòåéøåé íàïðàâëÿþùåé ñèñòåìîé. Â ðåàëüíîé ôèçè-
÷åñêîé è òåõíè÷åñêîé ïðàêòèêå ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ áîëåå
ñëîæíûìè ìîäåëÿìè íåðåãóëÿðíûõ âîëíîâîäîâ ïðè÷åì ñ ñàìûìè
ðàçëè÷íûìè òèïàìè íåðåãóëÿðíîñòè. Ýòî ìîæåò áûòü è íåîäíî-
ðîäíîñòü çàïîëíåíèÿ, è îòëè÷èå áîêîâîé ïîâåðõíîñòè âîëíîâîäà
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îò èäåàëüíîãî öèëèíäðà, è ñòûê ïîëóáåñêîíå÷íûõ âîëíîâîäîâ
ðàçëè÷íîãî è äàæå ïåðåìåííîãî ñå÷åíèÿ, è îòêëîíåíèå ïðîäîëü-
íîé îñè âîëíîâîäà îò ïðÿìîé, ÷òî èìååò ìåñòî â ñëó÷àå èçãèáà
âîëíîâîäîâ, è ìíîãèå äðóãèå, ïîðîé âåñüìà ýêçîòè÷åñêèå âàðè-
àíòû. È âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ íàäî ïîñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ
ìîäåëü ðàññìàòðèâàåìîãî óñòðîéñòâà è ïðåäëîæèòü ýôôåêòèâíûé
àëãîðèòì èññëåäîâàíèÿ âîçáóæäåíèÿ è ðàñïðîñòðàíåíèÿ â íåì
ñêàëÿðíûõ èëè âåêòîðíûõ êîëåáàíèé.

Íà÷íåì ñî ñêàëÿðíîé çàäà÷è âîçáóæäåíèÿ ïðÿìîëèíåéíîãî
âîëíîâîäà ñ ëîêàëüíî íåîäíîðîäíûì çàïîëíåíèåì. Ìàòåìàòè÷å-
ñêàÿ ìîäåëü ýòîé çàäà÷è èìååò âèä:{︂

Δ𝑢+ 𝑘2(𝑀 , 𝑧)𝑢 = −𝑓(𝑀 , 𝑧), 𝑀 ∈ 𝑆; 𝑧 ∈ (−∞,∞),

𝑢|Σ = 0, supp𝑓 = 𝐷0 ⊂ 𝐷.
(3.2.66)

Äëÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî äîáàâèòü ïàðöèàëü-
íûå óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ è çàäàòü íîðìàëüíóþ âîëíó 𝑢𝑛0(𝑀 , 𝑧) =
= 𝐴0𝑒

𝑖𝛾𝑛
0
𝑧𝜙𝑛0(𝑀), ïðèõîäÿùóþ èç −∞

(︀
𝛾𝑛0 = 𝑘2

0
− 𝜆𝑛0

)︀
. Çäåñü

𝑘2(𝑀 , 𝑧) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑘20, 𝑧 > 𝑧2,

𝑘2(𝑀 , 𝑧) ∈ 𝐶(2)(𝐷1); 𝐷1 ∈ 𝐷,

𝑘20, 𝑧 < 𝑧1,

𝑘20 > 0, Im 𝑘2(𝑀 , 𝑧) = 𝑞(𝑀 , 𝑧); 𝑞(𝑀 , 𝑧) > 𝑞0 > 0,

(3.2.67)

ãäå 𝑧1 è 𝑧2 � ñå÷åíèÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíûå îñè, îãðàíè÷èâàþùèå
îáëàñòü 𝐷1 ⊂ 𝐷 (ñì. ðèñ. 3.2.2). Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé,

0
k z( , )k M z

0
k

2
z

1
z

Ðèñ. 3.2.2. Ïðÿìîëèíåéíûé âîëíîâîä ñ ëîêàëüíî íåîäíîðîäíûì çàïîëíåíèåì.

êîãäà 𝑓(𝑀 , 𝑧) ≡ 0 è âîçáóæäåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ëèøü íîðìàëü-
íîé âîëíîé 𝑢0(𝑀 , 𝑧). Òîãäà óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

𝑢|𝑧6𝑧1 = 𝐴0𝑒
𝑖𝛾𝑛

0
𝑧𝜙𝑛0(𝑀) +

∑︁
𝑛

𝑅𝑛𝑒
−𝑖𝛾𝑛𝑧𝜙𝑛(𝑀),

𝑢|𝑧>𝑧2 =
∑︁
𝑛

𝑇𝑛𝑒
𝑖𝛾𝑛𝑧𝜙𝑛(𝑀).

(3.2.68)
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Çäåñü 𝜙𝑛(𝑀) � ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è Äè-
ðèõëå äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà{︂

Δ
2
𝜙𝑛 + 𝜆𝑛𝜙𝑛(𝑀) = 0, 𝑀 ∈ 𝑆,

𝜙𝑛|𝐶=𝜕𝑆 = 0,

à 𝑅𝑛 è 𝑇𝑛 � èñêîìûå àìïëèòóäû íîðìàëüíûõ âîëí â îáëàñòÿõ
𝑧 6 𝑧1 è 𝑧 > 𝑧2.

Ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (3.2.66)-(3.2.68) äîêàçûâàåòñÿ ïóòåì
ñâåäåíèÿ åå ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ Ôðåäãîëüìà âòîðî-
ãî ðîäà ñî ñëàáîïîëÿðíûì ÿäðîì, àíàëîãè÷íîìó óðàâíåíèþ
Ëèïìàíà�Øâèíãåðà äëÿ ñêàëÿðíîé çàäà÷è äèôðàêöèè íà ïðî-
çðà÷íîì òåëå.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè ïîëó÷èì ýíåðãåòè÷åñêîå
òîæäåñòâî, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ðåøåíèå çàäà÷è (3.2.66)-
(3.2.68). Äëÿ ýòîãî çàïèøåì î÷åâèäíîå ñîîòíîøåíèå

0 =

∫
𝐷1

(︀
Δ𝑢+ 𝑘2(𝑀 , 𝑧)𝑢

)︀
𝑢*𝑑𝑉 =

=

∫
Σ+𝑆1+𝑆2

𝜕𝑢

𝜕𝑛
𝑢*𝑑𝜎 −

∫
𝐷1

|∇𝑢|2𝑑𝑉 +

∫
𝐷1

𝑘2(𝑀 , 𝑧)|𝑢|2𝑑𝑉.
(3.2.69)

Âçÿâ ìíèìóþ ÷àñòü (3.2.69) è ó÷èòûâàÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
(3.2.66), (3.2.68), è òîò ôàêò, ÷òî ïðîäîëüíûå ïîñòîÿííûå 𝛾𝑛
íîðìàëüíûõ âîëí äåéñòâèòåëüíû ëèøü äëÿ êîíå÷íîãî 𝑁 ÷èñëà
èíäåêñîâ 𝑛, à íà÷èíàÿ ñ 𝑛 > 𝑁 + 1 ÿâëÿþòñÿ ÷èñòî ìíèìûìè,
ïîëó÷èì

𝑁∑︁
𝑛=1

𝛾𝑛|𝑅𝑛|2 +
𝑁∑︁
𝑛=1

𝛾𝑛|𝑇𝑛|2 +
∫
𝐷1

𝑞(𝑀 , 𝑧)|𝑢|2𝑑𝑉 = 𝛾𝑛0 |𝐴0|2. (3.2.70)

Àíàëîãè÷íî, äëÿ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè (3.2.69) èìååò ìåñòî ñî-
îòíîøåíèå

∞∑︁
𝑛=𝑁+1

𝑝𝑛
{︀
𝑒2𝑝𝑛𝑧1 |𝑅𝑛|2 + 𝑒−2𝑝𝑛𝑧2 |𝑇𝑛|2

}︀
+

∫
𝐷1

|∇𝑢|2𝑑𝑉 =

= 2𝛾𝑛0Im
(︀
𝐴0𝑅

*
𝑛0
𝑒2𝑖𝛾𝑛0𝑧1

)︀
+

∫
𝐷1

Re𝑘2(𝑀 , 𝑧)|𝑢|2𝑑𝑉.
(3.2.71)
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Èç (3.2.70) è (3.2.71) îáû÷íûì îáðàçîì çàêëþ÷àåì, ÷òî ðåøåíèå
íàøåé çàäà÷è

𝑢(𝑀 , 𝑧) ∈𝑊
(1)
2

(𝐷) (3.2.72)

ïðèíàäëåæèò ôóíêöèîíàëüíîìó ïðîñòðàíñòâó 𝑊
(1)
2

(𝐷).
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ íàøåé çàäà÷è åñòå-

ñòâåííî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàññìîòðåííûì ðàíåå íåïîëíûì ìåòî-
äîì Ãàëåðêèíà.

Èùåì êâàçèðåøåíèå çàäà÷è (3.2.66)-(3.2.68) ïðè 𝑓(𝑀 , 𝑧) ≡ 0
â âèäå êîíå÷íîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

𝑢𝑁 (𝑀 , 𝑧) =

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑍(𝑁)
𝑛 (𝑧)𝜙𝑛(𝑀). (3.2.73)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîêà íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé 𝑍
(𝑁)
𝑛 (𝑧) ïîòðåáóåì

âûïîëíåíèÿ ñîîòíîøåíèé∫
𝑆(𝑧)

{︀
Δ𝑢

𝑁
+ 𝑘2(𝑀 , 𝑧)𝑢

𝑁

}︀
𝜙*
𝑚(𝑀)𝑑𝜎𝑀 = 0,

𝑚 = 1, 2, . . . ,𝑁 ,

(3.2.74)

ãäå 𝑆(𝑧) � ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå âîëíîâîäà ïðè ïðîäîëüíîé êîîð-
äèíàòå 𝑧.
Èç ñîîòíîøåíèé (3.2.73), (3.2.74) íà îñíîâàíèè ñâîéñòâà îðòîãî-
íàëüíîñòè áàçèñíûõ ôóíêöèé 𝜙𝑚(𝑀) ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì
𝑧, ïîëó÷èì ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé

𝑍(𝑁)
𝑚

′′
(𝑧)− 𝜆𝑚𝑍

(𝑁)
𝑚 +

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑘𝑚𝑛(𝑧)𝑍
(𝑁)
𝑛 = 0, (3.2.75)

ãäå

𝑘𝑚𝑛(𝑧) =

∫
𝑆(𝑧)

𝑘2(𝑀 , 𝑧)𝜙*
𝑚(𝑀)𝜙𝑛(𝑀)𝑑𝜎𝑀 . (3.2.76)

Óðàâíåíèÿ (3.2.75) âûïîëíÿþòñÿ ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ
𝑧 ∈ (−∞,∞), íî ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü èõ ëèøü íà îòðåçêå
𝑧 ∈ [𝑧1, 𝑧2], ãäå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè 𝑘2(𝑀 , 𝑧), âîîáùå ãîâîðÿ, íå
ñîâïàäàþò ñ êîíñòàíòîé 𝑘20. Â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ 𝑧 = 𝑧1 è 𝑧 = 𝑧2
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ôóíêöèè 𝑍(𝑁)
𝑚 (𝑧) ïîä÷èíèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, âûòåêàþùèì

èç óñëîâèé âîçáóæäåíèÿ è èçëó÷åíèÿ (3.2.68):(︁
𝑍(𝑁)
𝑚

)︁′ ⃒⃒⃒
𝑧=𝑧1

+ 𝑖𝛾𝑚𝑍
(𝑁)
𝑚 (𝑧1) = 2𝑖𝛾𝑛0𝐴0𝑒

𝑖𝛾𝑛
0
𝑧1𝛿𝑛0𝑚, (3.2.77)(︁

𝑍(𝑁)
𝑚

)︁′ ⃒⃒⃒
𝑧=𝑧2

− 𝑖𝛾𝑚𝑍
(𝑁)
𝑚 (𝑧2) = 0, 𝑚 = 1, 2, . . . ,𝑁. (3.2.78)

Èòàê, ìû ñâåëè çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ êâàçèðåøåíèÿ èñõîäíîé
çàäà÷è ê êðàåâîé çàäà÷å (3.2.75) äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà îãðàíè÷åííîì îòðåçêå 𝑧 ∈ [𝑧1, 𝑧2]
ñ íåîäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè òðåòüåãî ðîäà. Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè ýòîé çàäà÷è äîñòà-
òî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ îäíîðîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à
èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Óìíîæàÿ óðàâíåíèÿ (3.2.75),
(3.2.77), (3.2.78) íà 𝜙𝑚(𝑀), ñóììèðóÿ ïî 𝑚 îò 1 äî 𝑁 è èí-
òåãðèðóÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ ïî îáëàñòè 𝐷1, îãðàíè÷åííîé
ñå÷åíèÿìè 𝑆(𝑧1) è 𝑆(𝑧2), ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî êâàçèðåøåíèå
óäîâëåòâîðÿåò òåì æå ýíåðãåòè÷åñêèì ñîîòíîøåíèÿì (3.2.70),
(3.2.71), ÷òî è òî÷íîå ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è

𝑁1∑︁
𝑛=1

𝛾𝑚

⃒⃒⃒
𝑅(𝑁)
𝑛

⃒⃒⃒2
+

𝑁1∑︁
𝑛=1

𝛾𝑛

⃒⃒⃒
𝑇 (𝑁)
𝑛

⃒⃒⃒2
+

+

∫
𝐷1

𝑞(𝑀 , 𝑧) |𝑢
𝑁
|2 𝑑𝑉 = 𝛾𝑛0 |𝐴0|2

(3.2.79)

è

𝑁∑︁
𝑛=𝑁1+1

𝑝𝑛

{︂
𝑒2𝑝𝑛𝑧1

⃒⃒⃒
𝑅(𝑁)
𝑛

⃒⃒⃒2
+ 𝑒−2𝑝𝑛𝑧2

⃒⃒⃒
𝑇 (𝑁)
𝑛

⃒⃒⃒2}︂
+

+

∫
𝐷1

|∇𝑢
𝑁
|2 𝑑𝑉 =

= 2𝛾𝑛0Im
{︁
𝐴0

(︁
𝑅(𝑁)
𝑛0

)︁*
𝑒2𝑖𝛾𝑛0𝑧1

}︁
+

∫
𝐷1

𝑞(𝑀 , 𝑧) |𝑢
𝑁
|2 𝑑𝑉.

(3.2.80)

Çäåñü 𝑁1 � íàèáîëüøåå çíà÷åíèå èíäåêñà 𝑛, ïðè êîòîðîì 𝛾2𝑛 > 0,
à 𝑅(𝑁)

𝑛 è 𝑇 (𝑁)
𝑛 � àìïëèòóäíûå êîýôôèöèåíòû íîðìàëüíûõ âîëí

êâàçèðåøåíèÿ 𝑢
𝑁
(𝑀 , 𝑧), óõîäÿùèå îò ñå÷åíèé 𝑆(𝑧1) è 𝑆(𝑧2) â

ïîëóáåñêîíå÷íûõ îòðåçêàõ âîëíîâîäà 𝑧 ∈ (−∞, 𝑧1] è 𝑧 ∈ [𝑧2,+
+∞).
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Èç ñîîòíîøåíèÿ (3.2.79) ñëåäóåò, ÷òî åñëè 𝐴0 = 0, òî
𝑢0

𝑁
(𝑀 , 𝑧) ≡ 0, ñëåäîâàòåëüíî, êðàåâàÿ çàäà÷à (3.2.75), (3.2.77),

(3.2.78) èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå.
Ñõîäèìîñòü ïðè 𝑁 → ∞ êâàçèðåøåíèÿ 𝑢𝑁 (𝑀 , 𝑧) â ýíåðãå-

òè÷åñêîé íîðìå 𝑊
(1)
2

(𝐷1) ê èñòèííîìó ðåøåíèþ èñõîäíîé çàäà-
÷è äîêàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ñõîäèìîñòè íåïîëíîãî
ìåòîäà Ãàëåðêèíà äëÿ çàäà÷è äèôðàêöèè íà îãðàíè÷åííîì òåëå
â ëîêàëüíî íåîäíîðîäíîé ñðåäå. Îòìåòèì, ÷òî íàèáîëåå ñóùå-
ñòâåííûì â íàøèõ ïîñòðîåíèÿõ åñòü ðåçóëüòàò ðàâíîìåðíîé ïî
𝑁 îãðàíè÷åííîñòè ñåìåéñòâà êâàçèðåøåíèé {𝑢𝑁 (𝑀 , 𝑧)}𝑁𝑛=1 â ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ýíåðãåòè÷åñêèõ íîðìàõ. Ýòî ÿâèëîñü ñëåäñòâèåì
âûáîðà ïðîåêöèîííûõ ñîîòíîøåíèé, ñâîäÿùèõ èñõîäíóþ çàäà÷ó
ê êîíå÷íîé ñèñòåìå êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé íåïîëíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà.

Çàìå÷àíèÿ è îáîáùåíèÿ.
Çàìå÷àíèå 3.2.6 Ìû ðàññìîòðåëè ñëó÷àé ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ
Äèðèõëå

𝑢|Σ = 0.

Âñå íàøè ïîñòðîåíèÿ îñòàíóòñÿ â ñèëå è äëÿ óñëîâèÿ íà
áîêîâîé ïîâåðõíîñòè Σ òèïà óñëîâèÿ Íåéìàíà

𝜕𝑢

𝜕𝑛

⃒⃒⃒
Σ
= 0

ñ çàìåíîé ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé 𝜙𝑛(𝑀), 𝑀 ∈ 𝑆 íà ñîáñòâåí-
íûå ôóíêöèè 𝜓𝑛(𝑀), 𝑀 ∈ 𝑆 çàäà÷è Íåéìàíà, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèå óñëîâèþ

𝜕𝜓𝑛

𝜕𝑛

⃒⃒⃒
𝐶
= 0, 𝐶 = 𝜕𝑆

íà ãðàíè÷íîì êîíòóðå 𝐶 ïîâåðõíîñòè ñå÷åíèÿ 𝑆 ðàññìàòðè-
âàåìîãî âîëíîâîäà.

Ïðîâåäåííûå ðàññìîòðåíèÿ ëåãêî îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé
òðåòüåé êðàåâîé çàäà÷è

𝜕𝑢

𝜕𝑛
+ 𝜁(𝑃 )𝑢

⃒⃒⃒
Σ
= 0, Im𝜁(𝑃 ) = −𝛼(𝑃 ), 𝛼(𝑃 ) > 𝛼0 > 0, (3.2.81)

åñëè ó÷åñòü, ÷òî êëþ÷åâûì ìîìåíòîì äîêàçàòåëüñòâ ÿâëÿ-
åòñÿ ïîëó÷åíèå ýíåðãåòè÷åñêèõ òîæäåñòâ (3.2.70), (3.2.71)
êàê ñëåäñòâèå ñîîòíîøåíèÿ (3.2.69). Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì
ñëó÷àå â ïðàâîé ÷àñòè (3.2.69) ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðèíèìàåò
âèä ∫

Σ

𝜕𝑢

𝜕𝑛
𝑢*𝑑𝜎 = −

∫
Σ

𝜁(𝑃 )|𝑢|2𝑑𝜎, (3.2.82)
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÷òî ïðè óñëîâèè (3.2.81) îñòàâëÿåò â ñèëå âñå ïîñëåäóþùèå
ðàññóæäåíèÿ. Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû 𝑍𝑛(𝑧) êâàçèðåøåíèÿ

𝑢
𝑁
(𝑀 , 𝑧) =

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑍𝑛(𝑧)𝜓𝑛(𝑀) (3.2.83)

íàäî îïðåäåëÿòü èç ñîîòíîøåíèé∫
𝑆(𝑧)

(︀
Δ𝑢

𝑁
+ 𝑘2𝑢

𝑁

)︀
𝜓*
𝑚(𝑀)𝑑𝜎𝑀 =

= −
∫

𝐶(𝑧)

𝜁(𝑃 )𝑢
𝑁
𝜓*
𝑚(𝑃 )𝑑𝑙𝑃 , 𝐶(𝑧) = 𝜕𝑆(𝑧).

(3.2.84)

Òîãäà êàê ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è ñ ãðàíè÷íûì óñëî-
âèåì (3.2.81), òàê è êâàçèðåøåíèå (3.2.83) áóäóò óäî-
âëåòâîðÿòü îäèíàêîâûì ýíåðãåòè÷åñêèì ñîîòíîøåíèÿì
òèïà (3.2.70), (3.2.71), ÷òî è îáåñïå÷èò ñõîäèìîñòü íåïîëíîãî
ìåòîäà Ãàëåðêèíà è â äàííîì ñëó÷àå.
Çàìå÷àíèå 3.2.7 Ëåãêî îñâîáîäèòüñÿ îò óñëîâèÿ

𝑓(𝑀 , 𝑧) ≡ 0.

Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ 𝑍𝑛(𝑧) êâàçèðåøåíèÿ ñëåäó-
åò çàïèñàòü ïðîåêöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ â âèäå∫

𝑆(𝑧)

{︀
Δ𝑢

𝑁
+ 𝑘2𝑢

𝑁
+ 𝑓(𝑀 , 𝑧)

}︀
𝜙*
𝑚(𝑀)𝑑𝜎𝑀 = 0,

𝑚 = 1, 2, . . . ,𝑁 ,

(3.2.85)

÷òî ïðèâîäèò ê íåîäíîðîäíîé ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà (3.2.75), è ïîâòîðèòü ïðîâåäåí-
íûå âûøå ðàññóæäåíèÿ.

Ýëåêòðîìàãíèòíûé ñëó÷àé. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î âîçáóæ-
äåíèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ êîëåáàíèé â ðàäèîâîëíîâîäå ñ ëîêàëüíî
íåîäíîðîäíûì çàïîëíåíèåì. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è
ñîñòîèò â ðåøåíèè ñèñòåìû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà äëÿ êîìïëåêñ-
íûõ àìïëèòóä âåêòîðîâ íàïðÿæåííîñòè E è H ýëåêòðè÷åñêîãî è
ìàãíèòíîãî ïîëÿ{︂

rotH = −𝑖𝑘0̂︀𝜀 ′ (𝑀)E+ j,

rotE = 𝑖𝑘0̂︀𝜇(𝑀)H,
Supp j = 𝐷0 ⊂ 𝐷, (3.2.86)
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ãäå ̂︀𝜀 ′(𝑀) è ̂︀𝜇(𝑀) � ýðìèòîâû òåíçîðû äèýëåêòðè÷åñêîé è
ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè ñ ïåðåìåííûìè â îáëàñòè 𝐷1 ⊂ 𝐷
ýëåìåíòàìè, ïðè÷åì äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû òåíçîðîâ ̂︀𝜀 ′(𝑀) è̂︀𝜇(𝑀) èìåþò ïîëîæèòåëüíóþ ìíèìóþ ÷àñòü

Im𝜀′𝑖𝑖(𝑀) > 𝜀0 > 0; Im𝜇𝑖𝑖(𝑀) > 𝜇0 > 0. (3.2.87)

Âíå îáëàñòè 𝐷1 òåíçîðû ̂︀𝜀 ′(𝑀) è ̂︀𝜇(𝑀) íåïðåðûâíî ïåðåõîäÿò â
åäèíè÷íûé òåíçîð ̂︀𝐼̂︀𝜀 ′(𝑀) = ̂︀𝐼, ̂︀𝜇(𝑀) = ̂︀𝐼 âíå 𝐷1. (3.2.88)

Ðåøåíèå ñèñòåìû (3.2.86) áóäåì èñêàòü ïðè ñëåäóþùåì ãðàíè÷-
íîì óñëîâèè íà ïîâåðõíîñòè âîëíîâîäà Σ

Eτττττττττ|Σ = [n×E]|Σ = 0

è óñëîâèè îòñóòñòâèÿ èñòî÷íèêîâ íà áåñêîíå÷íîñòè.
Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðîâåäåííûå â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå, è

èñïîëüçóÿ ëåììó Ëîðåíöà, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå çàäà-
÷è (3.2.86)-(3.2.88) óäîâëåòâîðÿåò ýíåðãåòè÷åñêîìó ñîîòíîøåíèþ
âèäà

3∑︁
𝑖=1

∫
𝐷1

{︃
Im𝜀′𝑖𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝐸𝑖 −

𝑗𝑖
2Im𝜀′𝑖𝑖

⃒⃒⃒⃒2
+ Im𝜇𝑖𝑖|𝐻𝑖|2

}︃
𝑑𝑉+

+
∑︁
𝑛

{︀
|𝑅𝑛|2 + |𝑇𝑛|2

}︀
=

3∑︁
𝑖=1

∫
𝐷1

|𝑗𝑖|2

4Im𝜀′𝑖𝑖
𝑑𝑉 ,

(3.2.89)

ãäå 𝑅𝑛 è 𝑇𝑛 � àìïëèòóäíûå êîýôôèöèåíòû íîðìàëüíûõ âîëí,

óõîäÿùèõ ïðè 𝑧→±∞. Åñëè èñêàòü êâàçèðåøåíèå
{︁
E(𝑁),H(𝑁)

}︁
çàäà÷è (3.2.86)-(3.2.88), èñïîëüçóÿ ââåäåííûå âûøå âåêòîðíûå
áàçèñû {e𝑛}∞𝑛=1, {h𝑛}

∞
𝑛=1, òî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî êâàçèðå-

øåíèå óäîâëåòâîðÿåò ýíåðãåòè÷åñêîìó ñîîòíîøåíèþ, àíàëîãè÷-
íîìó (3.2.89), îòêóäà ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ ïî 𝑁 îãðàíè÷åííîñòü
êâàçèðåøåíèÿ è ñõîäèìîñòü íåïîëíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà è äëÿ
äàííîãî ñëó÷àÿ. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé âîçáóæ-
äåíèÿ ðàäèîâîëíîâîäà ñ ëîêàëüíî íåîäíîðîäíûì àíèçîòðîïíûì
çàïîëíåíèåì çàäàííîé íîðìàëüíîé âîëíîé, ïðèõîäÿùåé èç áåñ-
êîíå÷íîñòè, à òàêæå â ñëó÷àå èìïåäàíñíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè Σ âîëíîâîäà.

Âîçáóæäåíèå ðàäèîâîëíîâîäà ñ ëîêàëüíî íåðåãóëÿðíîé
áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ. Äî ñèõ ïîð ìû îãðàíè÷èâàëèñü ñëó-
÷àåì, êîãäà áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü Σ ðàññìàòðèâàåìîãî âîëíîâîäà
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ïðåäñòàâëÿëà ñîáîé ðåãóëÿðíûé ïðÿìîëèíåéíûé öèëèíäð ïîñòî-
ÿííîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ 𝑆. Îäíàêî íà ïðàêòèêå øèðîêîå
ïðèìåíåíèå íàõîäÿò è âîëíîâîäû ñ íåðåãóëÿðíîé áîêîâîé ïî-
âåðõíîñòüþ Σ, ïðè÷åì ýòè íåðåãóëÿðíîñòè ìîãóò áûòü ñàìûõ
ðàçëè÷íûõ òèïîâ (èçìåíåíèå ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ 𝑆(𝑧) âäîëü îñè
âîëíîâîäà, âêëþ÷àÿ è ñêà÷êîîáðàçíûå èçìåíåíèÿ; èñêðèâëåíèÿ
îñè âîëíîâîäà, ïðèâîäÿùèå ê ïîòåðå åãî ïðÿìîëèíåéíîñòè è
òàê äàëåå). Âîçíèêàåò âîïðîñ î âîçìîæíîñòè åäèíîîáðàçíîãî
îïèñàíèÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà òàêèõ íåðåãóëÿðíûõ âîë-
íîâîäîâ.

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êîíñòðóêöèþ. Ïóñòü â
íåîãðàíè÷åííîì ïðîñòðàíñòâå çàäàíà áåñêîíå÷íàÿ ãëàäêàÿ êðè-
âàÿ 𝐿, íà êîòîðîé âûáðàí ïàðàìåòð äëèíû 𝜁, îòñ÷èòûâàåìûé îò
íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êè êðèâîé 𝐿, è îïðåäåëåíû òðåõ-
ãðàííèê Ôðåíå (n � ãëàâíàÿ íîðìàëü, b � áèíîðìàëü, τττττττττ �
êàñàòåëüíàÿ) è ãëàäêèå ôóíêöèè ïåðåìåííîé 𝜁: êðèâèçíà æ(𝜁) è
êðó÷åíèå 𝜈(𝜁). (Êàê èçâåñòíî [17], â ýòîì ñëó÷àå êðèâàÿ 𝐿 îïðå-
äåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî). Â êàæäîé òî÷êå 𝑂(𝜁) êðèâîé 𝐿 âåêòîðû n
è b îïðåäåëÿþò ïëîñêîñòü 𝑆0(𝜁), íîðìàëüíóþ ê êðèâîé 𝐿 â äàí-
íîé òî÷êå. Â ïëîñêîñòè 𝑆0(𝜁) âîçüìåì çàìêíóòûé ãëàäêèé êîíòóð
𝐶(𝜁), ñîäåðæàùèé òî÷êó 𝑂(𝜁) âíóòðè è îãðàíè÷èâàþùèé çà-
ìêíóòóþ ïîäîáëàñòü 𝑆(𝜁) ⊂ 𝑆0(𝜁). Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè èçìåíåíèè
ïåðåìåííîé 𝜁 âäîëü êðèâîé 𝐿 êîíòóð 𝐶(𝜁) áóäåò ñîçäàâàòü ãëàä-
êóþ áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü Σ(𝜁) âîëíîâîäà 𝐷 ñ èçìåíÿþùèìñÿ
ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì 𝑆(𝜁), íîðìàëüíûì ê íàïðàâëÿþùåé êðèâîé
𝐿. Ïðè äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíûõ 𝐿 è 𝑆(𝜁) äàííàÿ êîíñòðóêöèÿ
çàäàåò äîñòàòî÷íî øèðîêèé êëàññ íåðåãóëÿðíûõ êðèâîëèíåéíûõ
âîëíîâîäîâ 𝐷 ñ ïåðåìåííûì ñå÷åíèåì 𝑆(𝜁) (ðèñ. 3.2.3).

( )S �

L

( ) ( )S C� �� �

O
2

x

1
x

Ðèñ. 3.2.3. Íåðåãóëÿðíûé âîëíîâîä.

Â îáëàñòè 𝐷 âíóòðè ïîñòðîåííîãî âîëíîâîäà ââåäåì êðèâîëè-
íåéíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò

(︀
𝑥1,𝑥2,𝑥3

)︀
. Äëÿ ýòîãî â êàæäîé òî÷êå

ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ âîëíîâîäà 𝑆(𝜁) ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò(︀
𝑥1,𝑥2

)︀
, ñâÿçàííóþ ñ ñèñòåìîé ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò (𝜌,𝜙) ñ íà-
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÷àëîì â òî÷êå 𝑂(𝜁). Ïóñòü â ýòîé ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
êîíòóð 𝐶(𝜁) îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

𝜌 = 𝑟0(𝜙, 𝜁). (3.2.90)

Òîãäà ñèñòåìà êîîðäèíàò

𝑥1 =
𝜌

𝑟0(𝜙, 𝜁)
= 𝑟,

𝑥2 = 𝜙,

𝑥3 = 𝜁,

(𝑥1,𝑥2,𝑥3) = (𝑟,𝜙, 𝜁)

ïðè 0 6 𝜁 6 1, 0 6 𝜙 6 2𝜋, −∞ < 𝜁 <∞

(3.2.91)

ïîëíîñòüþ îïèñûâàåò ðàññìàòðèâàåìóþ îáëàñòü 𝐷 ñ ãðàíèöåé Σ.
Çàìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå îðòîãîíàëüíûõ äåêàðòîâûõ êî-

îðäèíàò (𝑥, 𝑦, 𝑧) â ââåäåííóþ êðèâîëèíåéíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò
(𝑟,𝜙, 𝜁)

(𝑥, 𝑦, 𝑧) → (𝑟,𝜙, 𝜁)

îñóùåñòâëÿåò îòîáðàæåíèå îáëàñòè 𝐷 íà ïðÿìîëèíåéíûé êðóãî-
âîé öèëèíäð 𝐺 åäèíè÷íîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî
â îáùåì ñëó÷àå ïîñòðîåííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò (𝜌,𝜙, 𝜁) íåîðòî-
ãîíàëüíàÿ è êðèâîëèíåéíàÿ. Ïîýòîìó óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà{︂

rotH = −𝑖𝑘0E+ j,

rotE = 𝑖𝑘0H,

äàæå â ñëó÷àå îäíîðîäíîãî çàïîëíåíèÿ âîëíîâîäà 𝐷 äëÿ êîâàðè-
àíòíûõ êîìïîíåíò âåêòîð E è H òàê æå, êàê è â ñëó÷àå çàäà÷è
äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ïðîèçâîëüíîì ëîêàëüíîì
òåëå â îäíîðîäíîé ñðåäå, çàïèøóòñÿ â âèäå{︃

rot′H = −𝑖𝑘0
√
𝑔 ̂︀𝑔E+

√
𝑔 j

rot′E = 𝑖𝑘0
√
𝑔 ̂︀𝑔H,

(3.2.92)

ãäå rot′ � îïåðàòîð rot, çàïèñàííûé â îðòîãîíàëüíûõ öèëèíäðè-
÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (𝑟,𝜙, 𝜁), ̂︀𝑔 � ìåòðè÷åñêèé òåíçîð äàííîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ,

√
𝑔 � îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà

êîîðäèíàòíûõ âåêòîðàõ a1, a2, a3 íîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.
Çàìåòèì, ÷òî ãðàíè÷íîå óñëîâèå [n×E]|Σ = 0 èñõîäíîé çà-

äà÷è ïåðåéäåò â óñëîâèå[︀
a1 ×E

]︀⃒⃒
𝑟=1

= 0, (3.2.93)
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òåì ñàìûì ñîõðàíÿÿ óñëîâèå ðàâåíñòâà íóëþ êàñàòåëüíîé ñîñòàâ-
ëÿþùåé âåêòîðà E íà ãðàíèöå âîëíîâîäà.

Èòàê, ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ èñõîäíîãî âîëíîâîäà 𝐷 ñ
íåðåãóëÿðíîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ Σ íà ïðÿìîëèíåéíîé öè-
ëèíäð 𝐺 ïîñòîÿííîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ìû ñâåëè çàäà÷ó
(3.2.86)-(3.2.88) ê çàäà÷å (3.1.17) âîçáóæäåíèÿ ïðÿìîëèíåéíîãî
âîëíîâîäà 𝐺 ñ íåîäíîðîäíûì àíèçîòðîïíûì çàïîëíåíèåì, òîëüêî
÷òî ðàññìîòðåííóþ â ï. 2.5.2.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íàõîäÿò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ïðàê-
òè÷åñêîé ðàäèîòåõíèêå. Òàê, õîðîøî èçâåñòåí ýôôåêò âçàèìíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ âîëíû 𝐻01 â âîëíó 𝐸11 ðàäèîâîëíîâîäà êðóãëîãî
ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïðè åãî ïëîñêîì êðóãîâîì èçãèáå, ÷òî ïðè-
âîäèò ê çíà÷èòåëüíîìó óâåëè÷åíèþ ïîòåðü ýíåðãèè ðàñïðîñòðà-
íÿþùèõñÿ âîëí â ñòåíêàõ âîëíîâîäà. Ïðè÷åì ïðè èçãèáå âîëíî-
âîäà íà òàê íàçûâàåìûé óãîë Æóãå ïðîèñõîäèò ïîëíîå ïðåîáðà-
çîâàíèå äðóã â äðóãà äàííûõ íîðìàëüíûõ âîëí. Îñíîâûâàÿñü íà
ïðèâåäåííûõ âûøå ïîñòàíîâêàõ çàäà÷ âîçáóæäåíèÿ âîëíîâîäîâ ñ
íåðåãóëÿðíîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ, îïèñàíèå êîòîðûõ èñïîëü-
çîâàëî íàïðàâëÿþùóþ ïðîñòðàíñòâåííóþ êðèâóþ 𝐿, õàðàêòåðè-
çóåìóþ íå òîëüêî êðèâèçíîé æ(𝜁), íî è êðó÷åíèåì 𝜈(𝜁), ìîæíî
óñòàíîâèòü, ÷òî ïðè èçãèáå îñè âîëíîâîäà ïî ïðîñòðàíñòâåííîé
ñïèðàëè ñ çàäàííûìè çíà÷åíèÿìè æ0 è 𝜈0 ìîæíî íàéòè òàêîå
ñî÷åòàíèå ýòèõ ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðîì äëÿ ïëîñêîãî èçãèáà
ðàäèîâîëíîâîäà íà çàäàííûé óãîë 𝜃0 ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóåò
ýôôåêò ïðåîáðàçîâàíèÿ âîëíû 𝐻01 â âîëíó 𝐸11 â èçîãíóòîì ïî
ñîîòâåòñòâóþùåé ñïèðàëè ðàäèîâîëíîâîäå.

Çàìå÷àíèå 3.2.8 Ìû ðàññìîòðåëè çàäà÷ó âîçáóæäåíèÿ ðàäèî-
âîëíîâîäà 𝐷 ñ íåðåãóëÿðíîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ è îäíî-
ðîäíûì çàïîëíåíèåì (3.2.86)-(3.2.88). Ïîâòîðÿÿ íàøè ðàññóæ-
äåíèÿ äëÿ áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ âîçáóæäåíèÿ íåðåãóëÿðíûõ
âîëíîâîäîâ íå òîëüêî ñ íåðåãóëÿðíîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ,
íî è ëîêàëüíûì íåîäíîðîäíûì çàïîëíåíèåì ̂︀𝜀0(𝑀), ̂︀𝜇0(𝑀), ìû
îïÿòü ïðèäåì ê çàäà÷å (3.2.92), â êîòîðîé âìåñòî òåíçîðà̂︀𝑔(𝑀) ïîÿâÿòñÿ òåíçîðû̂︀𝜀(𝑀) = ̂︀𝑔(𝑀)̂︀𝜀0(𝑀),̂︀𝜇(𝑀) = ̂︀𝑔(𝑀)̂︀𝜇0(𝑀),

(3.2.94)

è ìîæíî áóäåò ñòàâèòü çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ çàïîëíåíèÿ
(̂︀𝜀0, ̂︀𝜇0) èñõîäíîãî âîëíîâîäà 𝐷, ïðè êîòîðîì çàïîëíåíèå ïðå-
îáðàçîâàííîãî âîëíîâîäà îêàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì. Äðóãèìè
ñëîâàìè âñòàåò âîïðîñ: êàê íàäî çàïîëíèòü ó÷àñòîê èñõîäíî-
ãî âîëíîâîäà â îáëàñòè ñ íåðåãóëÿðíîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ,
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÷òîáû äàííàÿ íîðìàëüíàÿ âîëíà ïðîõîäèëà ýòîò ó÷àñòîê áåç
èñêàæåíèÿ?

Íàèáîëåå ïðîñòî òàêàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ â ñëó÷àå ïëîñ-
êîãî àêóñòè÷åñêîãî âîëíîâîäà, êîãäà èñõîäíûé âîëíîâîä 𝐷,
ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé èñêðèâëåííóþ ïîëîñó ïåðåìåííîãî ñå-
÷åíèÿ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè 𝑍 (𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦), îòîáðàæà-
åòñÿ íà ðåãóëÿðíóþ ïîëîñó 𝐺 íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè 𝜁
(𝜁 = 𝜉 + 𝑖𝜂). Â ñèëó òåîðåìû Ðèìàíà ñóùåñòâóåò àíàëèòè-
÷åñêàÿ ôóíêöèÿ 𝜁 = 𝑓(𝑧), îñóùåñòâëÿþùàÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå. Ïðè ýòîì îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ
𝑧 = 𝜙(𝜁) îñóùåñòâëÿåò êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå ðåãóëÿðíîé
ïîëîñû 𝐺 êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè 𝜁 íà êðèâîëèíåéíóþ ïîëîñó
𝐷 êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè 𝑧, à îïåðàòîð Ëàïëàñà Δ𝑥𝑦𝑢(𝑥, 𝑦)
ïðèíèìàåò âèä

1

|𝜙′(𝜁)|2
Δ𝜉𝜂𝑈(𝜉, 𝜂). (3.2.95)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè äàííîì êîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè ïîëó-
÷èì óðàâíåíèå

Δ𝜉𝜂𝑈(𝜉, 𝜂) +𝐾2(𝜉, 𝜂) |𝜙′(𝜁)|2 𝑈(𝜉, 𝜂) = 0, (3.2.96)

ãäå

𝐾2(𝜉, 𝜂) = 𝑘2
(︁
𝑥(𝜉, 𝜂), 𝑦(𝜉, 𝜂)

)︁
(3.2.97)

è ïðè

𝑘2(𝑥, 𝑦) =
𝑘20

|𝜙′(𝜁)|2
, 𝜁 = 𝜉(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝜂(𝑥, 𝑦) (3.2.98)

óðàâíåíèå (3.2.96) ïðèíèìàåò âèä

Δ𝜉𝜂𝑈 + 𝑘20𝑈(𝜉, 𝜂) = 0. (3.2.99)

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ïðè íåîäíîðîäíîì çàïîëíå-
íèè (3.2.98) íåðåãóëÿðíîãî ó÷àñòêà âîëíîâîäà 𝐷 íîðìàëüíàÿ
âîëíà äàííîãî âîëíîâîäà ïðîõîäèò ýòîò ó÷àñòîê áåç èñêà-
æåíèÿ. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, ïîçâîëèò ðåøèòü çàäà÷ó î òàêîì
çàïîëíåíèè îêðåñòíîñòè èçëîìà ïðÿìîëèíåéíîãî ïëîñêîãî
àêóñòè÷åñêîãî âîëíîâîäà, ÷òîáû ïðè ïðîõîæäåíèè åãî íå
ïðîèñõîäèëî èñêàæåíèÿ çàäàííîé íîðìàëüíîé âîëíû, ïðèõî-
äÿùåé èç áåñêîíå÷íîñòè (ñì. ðèñ. 3.2.4). ßâíîå âûðàæåíèå
òðåáóåìîãî êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ â äàííîì ñëó÷àå ìîæ-
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L( )C �

( )S �

Ðèñ. 3.2.4. Èçãèá âîëíîâîäà.

íî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà Øâàðöà�Êðèñòîôôåëÿ.

2.6. Ñêà÷êîîáðàçíûå íåîäíîðîäíîñòè íåðåãóëÿðíûõ âîë-
íîâîäîâ. Â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ ðàäèîôèçèêè è òåõíèêè
âàæíóþ ðîëü èãðàþò íåðåãóëÿðíûå âîëíîâîäû, ãåîìåòðè÷åñêèå
è ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè êîòîðûõ ìåíÿþòñÿ íå
íåïðåðûâíî, à ñêà÷êîîáðàçíî. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ âîçáóæäå-
íèÿ òàêèõ âîëíîâîäîâ ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ñîîòâåòñòâóþùèì
îáðàçîì ìîäèôèöèðîâàííûå ìåòîäû, ðàçâèòûå â ïðåäûäóùèõ
ïóíêòàõ. Ðàññìîòðèì îñíîâíûå èäåè ýòèõ ìåòîäîâ íà ïðîñòåéøåì
ïðèìåðå ïëîñêîãî àêóñòè÷åñêîãî âîëíîâîäà 𝐷, ïîïåðå÷íîå ñå-
÷åíèå 𝑆 êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ðàçðûâíîé ôóíêöèåé, ñêà÷êîîáðàçíî
èçìåíÿþùåéñÿ ïðè 𝑧 = 0 (ðèñ. 3.2.5):

𝑆(𝑧) =

{︂
𝑎, 𝑧 < 0,
𝑏, 𝑧 > 0.

(3.2.100)

O

x

z

a

b

Ðèñ. 3.2.5.

Çàïîëíåíèå âîëíîâîäà áóäåì ñ÷èòàòü
îäíîðîäíûì (õàðàêòåðèçóåìûì ïàðà-
ìåòðîì 𝑘0) è íà áîêîâîé ïîâåðõíî-
ñòè Σ âîëíîâîäà 𝐷 ïîñòàâèì ãðàíè÷-

íîå óñëîâèå âòîðîãî ðîäà
𝜕𝑢

𝜕𝑛

⃒⃒⃒
Σ
= 0,

êîòîðîå ïîäðîáíåå ìîæíî çàïèñàòü â



186 Ãë. 3. Íàïðàâëÿþùèå ñèñòåìû

âèäå

𝜕𝑢

𝜕𝑥

⃒⃒⃒
𝑥=0

= 0, ∀𝑧,

𝜕𝑢

𝜕𝑥

⃒⃒⃒
𝑥=𝑎

= 0; 𝑧 < 0;
𝜕𝑢

𝜕𝑥

⃒⃒⃒
𝑥=𝑏

= 0; 𝑧 > 0,

𝜕𝑢

𝜕𝑧

⃒⃒⃒
𝑥∈[𝑎,𝑏]

= 0; 𝑎 < 𝑥 < 𝑏.

(3.2.101)

Ïóñòü âîçáóæäåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé âîëíîé

𝑢0(𝑥, 𝑧) = 𝐴𝑒𝑖𝛾𝑛0𝑧𝜓𝑛0(𝑥), (3.2.102)

ïðèõîäÿùåé èç ëåâîãî âîëíîâîäà (𝑧 < 0). Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷à ïðèíèìàåò âèä⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Δ𝑢+ 𝑘20𝑢 = 0, 𝑀(𝑥, 𝑧) ∈ 𝐷,
𝜕𝑢

𝜕𝑛

⃒⃒⃒
Σ
= 0,

𝑢|𝑧<0 = 𝐴𝑒𝑖𝛾𝑛0𝑧𝜓𝑛0(𝑥) +
∑︁
𝑛

𝑅𝑛𝑒
−𝑖𝛾𝑛𝑧𝜓𝑛(𝑥),

𝑢|𝑧>0 =
∑︁
𝑛

𝑇𝑛𝑒
𝑖Γ𝑛𝑧Ψ𝑛(𝑥),

(3.2.103)

ãäå 𝑅𝑛 � àìïëèòóäíûå êîýôôèöèåíòû íîðìàëüíûõ âîëí, îòðà-
æåííûõ îò ñêà÷êà ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïðè 𝑧 = 0 â ëåâîì âîë-
íîâîäå, è 𝑇𝑛 � àìïëèòóäíûå êîýôôèöèåíòû íîðìàëüíûõ âîëí,
âîçáóæäåííûõ â ïðàâîì âîëíîâîäå; 𝜓𝑛(𝑥) è Ψ𝑛(𝑥) � ñîáñòâåííûå
ôóíêöèè ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ Íåéìàíà íà îòðåçêàõ 0 < 𝑥 < 𝑎 è
0 < 𝑥 < 𝑏 ñîîòâåòñòâåííî, à 𝛾 è Γ � ïðîäîëüíûå ïîñòîÿííûå
ðàñïðîñòðàíåíèÿ íîðìàëüíûõ âîëí â ëåâîì è ïðàâîì âîëíîâîäàõ.
Ïðè 𝑧 = 0 è 0 < 𝑥 < 𝑎 äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ
ïîëåé ëåâîãî è ïðàâîãî âîëíîâîäîâ:

lim
𝑧→−0

𝑢(𝑥, 𝑧) = lim
𝑧→+0

𝑢(𝑥, 𝑧), 0 < 𝑥 < 𝑎,

lim
𝑧→−0

𝜕𝑢

𝜕𝑧
(𝑥, 𝑧) = lim

𝑧→+0

𝜕𝑢

𝜕𝑧
(𝑥, 𝑧), 0 < 𝑥 < 𝑎.

(3.2.104)

Óñëîâèÿ (3.2.104) è ãðàíè÷íîå óñëîâèå
𝜕𝑢

𝜕𝑧

⃒⃒⃒
𝑥∈[𝑎,𝑏]

= 0 èç ôîðìóëû

(3.2.101) ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
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íåíèé äëÿ íåèçâåñòíûõ àìïëèòóäíûõ êîýôôèöèåíòîâ 𝑅𝑛 è 𝑇𝑛
(𝑛 = 1, 2, . . .):

𝐴𝛾𝑛0𝜓𝑛0(𝑥)−
∑︁
𝑛

𝛾𝑛𝑅𝑛𝜓𝑛(𝑥) =

=
∑︁
𝑛

Γ𝑛𝑇𝑛Ψ𝑛(𝑥), 0 < 𝑥 < 𝑎,

0 =
∑︁
𝑛

𝑇𝑛Γ𝑛Ψ𝑛(𝑥), 𝑎 < 𝑥 < 𝑏.

(3.2.105)

Óðàâíåíèÿ (3.2.105) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàçëîæåíèå ôóíêöèè,
ñòîÿùåé â ëåâîé ÷àñòè ýòèõ óðàâíåíèé, â ðÿä Ôóðüå ïî îð-
òîãîíàëüíûì íà îòðåçêå 0 < 𝑥 < 𝑏 ôóíêöèÿì Ψ𝑛(𝑥). Âûðàæàÿ
êîýôôèöèåíòû 𝑇𝑛 ýòîãî ðàçëîæåíèÿ ÷åðåç ðàçëàãàåìóþ ôóíêöèþ
ëåâîé ÷àñòè (3.2.105), ïîëó÷èì

T = ̂︀𝑇 [R] +G, (3.2.106)

ãäå âåêòîðû T = (𝑇1,𝑇2, . . .) è R = (𝑅1,𝑅2, . . .) ïîäëåæàò îïðåäå-
ëåíèþ, G � çàäàííûé âåêòîð, âûðàæàþùèéñÿ ÷åðåç àìïëèòóäó
𝐴 ïàäàþùåé âîëíû, à ëèíåéíûé îïåðàòîð ̂︀𝑇 îïðåäåëÿåò ñâÿçü
âåêòîðîâ T è R è âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèîíàëû áàçèñíûõ
ôóíêöèé 𝜓𝑛(𝑥) è Ψ𝑛(𝑥).

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (3.2.106) â ïåðâîå óðàâíåíèå
(3.2.105), ïîëó÷èì

R = ̂︀𝑅[R] + b, (3.2.107)

ãäå ëèíåéíûé îïåðàòîð ̂︀𝑅 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ̂︀𝑇 , à b � çàäàííûé
âåêòîð. Âûðàæåíèå (3.2.107) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé áåñêîíå÷íóþ
àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ
àìïëèòóäíûõ êîýôôèöèåíòîâ 𝑅𝑛. Àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ñèñòåìû
(3.2.107) â ïåðâóþ î÷åðåäü çàâèñÿò îò ñâîéñòâ áåñêîíå÷íîé ìàò-
ðèöû îïåðàòîðà ̂︀𝑅. Ïðè óñëîâèè ðåãóëÿðíîñòè ýòîé ìàòðèöû
ýôôåêòèâíûìè îêàçûâàþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ìåòîäû óñå÷åíèÿ,
êîòîðûå ðåøåíèå áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû ñâîäÿò ê ðåøåíèþ àë-
ãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû êîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Â ñëó÷àå íåðåãóëÿð-
íîé ìàòðèöû ̂︀𝑅 èçâåñòíûì õàðüêîâñêèì ðàäèîôèçèêîì è ìàòå-
ìàòèêîì Â.Ï. Øåñòîïàëîâûì ïðåäëîæåí ìåòîä ïðèáëèæåííîãî
ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.2.107), ïîëó÷èâøèé íàçâàíèå ìåòîäà ïî-
ëóîáðàùåíèÿ [41]. Ñóòü ýòîãî ìåòîäà ñîñòîèò â ïðåäñòàâëåíèè
îïåðàòîðà ̂︀𝑅 â âèäå ̂︀𝑅 = ̂︀𝑅1 + ̂︀𝑅2, (3.2.108)
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ãäå ìàòðèöà îïåðàòîðà ̂︀𝑅2 � ðåãóëÿðíàÿ, à îïåðàòîð
(︁̂︀𝐼 − ̂︀𝑅1

)︁−1

îãðàíè÷åí (̂︀𝐼 � åäèíè÷íûé îïåðàòîð). Òîãäà (3.2.107) ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå (︁̂︀𝐼 − ̂︀𝑅1

)︁
[R] = ̂︀𝑅2 [R] + b. (3.2.109)

Îòñþäà äëÿ íåèçâåñòíîãî âåêòîðà R ïîëó÷èì àëãåáðàè÷åñêóþ
ñèñòåìó

R =
(︁̂︀𝐼 − ̂︀𝑅1

)︁−1 ̂︀𝑅2[R] + c, (3.2.110)

èëè
R = ̂︀𝐴 [R] + c, (3.2.111)

ãäå â ñèëó ñäåëàííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìàòðèöà îïåðàòîðà ̂︀𝐴 ðå-
ãóëÿðíà, ÷òî ïîçâîëÿåò ðåøàòü (3.2.111) ìåòîäîì óñå÷åíèé èëè
äðóãèìè èòåðàöèîííûìè ìåòîäàìè. Â ðàáîòàõ øêîëû Øåñòîïà-
ëîâà ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ øèðîêîãî êëàññà çàäà÷ èññëåäóåìîãî òèïà
òðåáóåìîå ðàçáèåíèå (3.2.108) èñõîäíîãî îïåðàòîðà ̂︀𝑅 âîçìîæíî.
Ïðè ýòîì îïåðàòîð ̂︀𝑅2 ñîîòâåòñòâóåò ñòàòè÷åñêîìó ïðèáëèæåíèþ
èñõîäíîé çàäà÷è.

2.7. Èçëó÷åíèå èç îòêðûòîãî êîíöà âîëíîâîäà. Ôàçèðî-
âàííûå àíòåííûå ðåøåòêè. Ýòà çàäà÷à èìååò áîëüøîå ïðàê-
òè÷åñêîå çíà÷åíèå, ïîñêîëüêó âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äëÿ âîçáóæ-
äåíèÿ âî âíåøíåì ïðîñòðàíñòâå 𝐷0 ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ
çàäàííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè èñïîëüçóþòñÿ èçëó÷àþùèå ñèñòå-
ìû, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ñèñòåìû îòêðûòûõ ïîëóáåñêîíå÷íûõ
âîëíîâîäîâ ñ îáùèì ôëàíöåì.

0
A

n
R

D

P 0
S

0
M

0
D

�

S

Ðèñ. 3.2.6. Îòêðûòûé ïîëóáåñêîíå÷íûé âîëíîâîä
ñ ôëàíöåì.

Ðàññìîòðèì ñíà-
÷àëà èçëó÷åíèÿ èç
îòêðûòîãî êîíöà
âîëíîâîäà â àêó-
ñòè÷åñêîì ñëó÷àå.
Ïóñòü ðàññìàòðèâà-
åìûé âîëíîâîä 𝐷
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ïîëóáåñêîíå÷íûé
öèëèíäð ïîñòîÿííîãî
ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ
𝑆0, ñîïðÿæåííûé ñ
áåñêîíå÷íûì ôëàí-
öåì 𝑆, íîðìàëüíûì
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â òî÷êå 𝑧 = 0 ê îñè −∞ < 𝑧 < 0 âîëíîâîäà, è ïóñòü â ôëàíöå
èìååòñÿ îòâåðñòèå, ñîâïàäàþùåå ñ ñå÷åíèåì 𝑆0. Íà áîêîâîé
ïîâåðõíîñòè âîëíîâîäà Σ è íà ôëàíöå 𝑆 (çà èñêëþ÷åíèåì
îòâåðñòèÿ 𝑆0) âûïîëíÿþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âòîðîãî ðîäà

𝜕𝑢

𝜕𝑛

⃒⃒⃒
Σ+𝑆

= 0 (3.2.112)

(ðèñ. 3.2.6). Ïóñòü â âîëíîâîäå 𝐷 â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè
îñè 𝑧 ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íîðìàëüíàÿ âîëíà

𝑢𝑛0(𝑀 , 𝑧) = 𝐴0𝑒
𝑖𝛾𝑛

0
𝑧𝜓𝑛0(𝑀), −∞ < 𝑧 < 0, (3.2.113)

ãäå 𝜓𝑛0 � ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ
îïåðàòîðà Ëàïëàñà â 𝑆0, à 𝛾𝑛0 � ïîñòîÿííàÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ
äàííîé íîðìàëüíîé âîëíû. Äàííàÿ íîðìàëüíàÿ âîëíà áóäåò ÷à-
ñòè÷íî îòðàæàòüñÿ îò îòêðûòîãî êîíöà âîëíîâîäà 𝑆0, à ÷àñòè÷íî
èçëó÷àåòñÿ â ñâîáîäíîå ïîëóïðîñòðàíñòâî 𝐷0.

Òîãäà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà äàííîé çàäà÷è èçëó÷åíèÿ
ïðèíèìàåò âèä

Δ𝑢0 + 𝑘20𝑢 = 0, (𝑀 , 𝑧) ∈ 𝐷0, 𝑧 > 0,

Δ𝑢+ 𝑘2𝑢 = 0, (𝑀 , 𝑧) ∈ 𝐷, 𝑧 < 0,

𝜕𝑢0
𝜕𝑛

⃒⃒⃒
𝑧=0

= 0, 𝑀 ∈ 𝑆, 𝑀 ̸∈ 𝑆0,

𝜕𝑢0
𝜕𝑟

− 𝑖𝑘0𝑢0 = 𝑜
(︁1
𝑟

)︁
, ïðè 𝑟 → ∞, 𝑀 ∈ 𝐷0,

(3.2.114)

𝜕𝑢

𝜕𝑛

⃒⃒⃒
Σ
= 0; 𝑧 < 0,

𝑢(𝑀 , 𝑧) = 𝑢𝑛0(𝑀 , 𝑧) +
∑︁
𝑛

𝑅𝑛𝑒
−𝑖𝛾𝑛𝑧𝜓𝑛(𝑀), 𝑧 < 0.

(3.2.115)

Çäåñü 𝑘0 è 𝑘 � ìàòåðèàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ñðåäû âî âíåøíåì
ïðîñòðàíñòâå 𝐷0 è âîëíîâîäå 𝐷.

Ïðè 𝑧 = 0, 𝑀 ∈ 𝑆0 ôóíêöèè 𝑢0(𝑀 , 0) è 𝑢(𝑀 , 0) äîëæíû
óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì ñîïðÿæåíèÿ

𝑢0(𝑀 , 0)|𝑧=0 = 𝑢(𝑀 , 0)|𝑧=0 , 𝑀 ∈ 𝑆0,

𝑘0
𝜕𝑢0
𝜕𝑧

⃒⃒⃒
𝑧=0

= 𝑘
𝜕𝑢

𝜕𝑧

⃒⃒⃒
𝑧=0

, 𝑀 ∈ 𝑆0.

(3.2.116)
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Ïîëå 𝑢0(𝑀 , 𝑧), îïèñûâàåìîå (3.2.114), ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷åðåç
ôóíêöèþ Ãðèíà 𝑔0(𝑀0, 𝑧0;𝑀 , 𝜁), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

Δ𝑔0 + 𝑘20𝑔0 = −𝛿(𝑀 , 𝑧), 𝑧 > 0,

𝜕𝑔0
𝜕𝑧

⃒⃒⃒
𝑧=0

= 0,

𝜕𝑔0
𝜕𝑟

− 𝑖𝑘0𝑔0 = 𝑜
(︁1
𝑟

)︁
, ïðè 𝑟 → ∞, 𝑀 ∈ 𝐷0.

(3.2.117)

ßâíûé âèä ýòîé ôóíêöèè

𝑔0(𝑀0, 𝑧0,𝑀 , 𝜁) =
1
4𝜋

{︂
𝑒𝑖𝑘0𝑅

𝑅
+
𝑒𝑖𝑘0𝑅

𝑅

}︂
,

(𝑀0, 𝑧0), (𝑀 , 𝜁) ∈ 𝐷0,

(3.2.118)

ãäå 𝑅 � ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè (𝑀0, 𝑧0) è (𝑀 , 𝜁), à 𝑅 �
ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè (𝑀0,−𝑧0) è (𝑀 , 𝜁). Òîãäà

𝑢0(𝑀0, 𝑧0) = −
∫
𝑆0

𝑔0(𝑀0, 𝑧0,𝑃 , 0)
𝜕𝑢0
𝜕𝑧

(𝑃 , 0)𝑑𝜎𝑃 ,

𝑃 ∈ 𝑆0, 𝑧0 > 0.

(3.2.119)

Àíàëîãè÷íî, âîñïîëüçîâàâøèñü ôóíêöèåé Ãðèíà 𝑔1(𝑀0, 𝑧0,𝑀 , 𝜁)
ïîëóáåñêîíå÷íîãî âîëíîâîäà, óäîâëåòâîðÿþùåé ãðàíè÷íîìó
óñëîâèþ

𝜕𝑔1
𝜕𝑧

⃒⃒⃒
𝑧=0

= 0 (3.2.120)

è óñëîâèþ îòñóòñòâèÿ âîëí, ïðèõîäÿùèõ èç áåñêîíå÷íîñòè, ÿâíîå
ïðåäñòàâëåíèå êîòîðîé òàêæå, êàê è äëÿ (3.2.118) ëåãêî ïîëó÷èòü
ìåòîäîì çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ, äëÿ ïîëÿ âíóòðè âîëíîâîäà 𝐷
ïîëó÷èì âûðàæåíèå

𝑢(𝑀0, 𝑧) =

∫
𝑆0

𝑔1(𝑀0, 𝑧0,𝑃 , 0)
𝜕𝑢

𝜕𝑧
(𝑃 , 0)𝑑𝜎𝑃+

+2𝐴0 cos (𝛾𝑛0𝑧0)𝜓𝑛0(𝑀), 𝑃 ∈ 𝑆0, 𝑧0 > 0.

(3.2.121)

Çäåñü

𝑔1(𝑀0, 𝑧0,𝑀 , 𝜁) =

=
∑︁
𝑛

1
2𝑃𝑛

𝑒−𝑖𝛾𝑛|𝜁−𝑧0| cos (𝛾𝑛𝑧0)𝜓𝑛(𝑀0)𝜓𝑛(𝑀), 𝑃𝑛 = 𝑖𝛾𝑛, (3.2.122)
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à ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå îïèñûâàåò óñëîâèå âîçáóæäåíèÿ ñèñòå-
ìû íîðìàëüíîé âîëíîé ïîëóáåñêîíå÷íîãî âîëíîâîäà. Îáîçíà÷àÿ
ôóíêöèþ

𝜕𝑢0
𝜕𝑧

⃒⃒⃒
𝑧 = 0,
𝑀0 ∈ 𝑆,

= 𝜇(𝑃 ), 𝑃 ∈ 𝑆, (3.2.123)

íà îñíîâàíèè óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ (3.2.116), ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó
ïðè 𝑧0 → 0, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì äëÿ ôóíêöèè 𝜇(𝑃 ) èíòåãðàëü-
íîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà∫

𝑆0

𝐾(𝑃0,𝑃 )𝜇(𝑃 )𝑑𝜎𝑃 = 2𝑖𝛾𝑛0𝐴0𝜙𝑛0(𝑃0), (3.2.124)

ãäå

𝐾(𝑃0,𝑃 ) = 𝑔0(𝑃0, 0,𝑃 , 0) +
𝑘0
𝑘
𝑔1(𝑃0, 0,𝑃 , 0). (3.2.125)

Ýòî óðàâíåíèå, ïîëó÷åííîå êàê ñëåäñòâèå èñõîäíîé çàäà÷è
(3.2.114)�(3.2.116), îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî è ïîçâîëÿåò íàéòè
ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è â âèäå

𝑢0(𝑀 , 𝑧) = − 1
2𝜋

∫
𝑆0

𝑒𝑖𝑘0𝑅

𝑅(𝑀 , 𝑧;𝑃 , 0)
𝜇(𝑃 )𝑑𝜎𝑃 , 𝑧 > 0, (3.2.126)

ãäå 𝑅 � ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êîé íàáëþäåíèÿ (𝑀 , 𝑧) ∈ 𝐷0 è
òî÷êîé èíòåãðèðîâàíèÿ 𝑃 ∈ 𝑆0, à ôóíêöèÿ 𝜇(𝑃 ) ÿâëÿåòñÿ ðåøå-
íèåì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3.2.124).

Áîëüøîé ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò àñèìïòîòè÷å-
ñêîå âûðàæåíèå ïîëÿ èçëó÷åíèÿ íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò
èçëó÷àþùåãî êîíöà âîëíîâîäà, òî åñòü àñèìïòîòèêè èíòåãðàëà
(3.2.126) ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ 𝑅≫ 1.

Ââåäåì â îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ 𝑆0 ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êî-
îðäèíàò (𝜌,𝜓) è â îáëàñòè 𝐷0 (𝑧 > 0) ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû
(𝑅0, 𝜃,𝜙) òî÷êè (𝑀 , 𝑧) (ñì. ðèñ. 3.2.7, ðèñ. 3.2.8), ãäå

𝑅2(𝑀 , 𝑧, 𝜌,𝜓) = 𝑅2
0 + 𝜌2 − 2𝜌𝑅0 sin 𝜃 cos (𝜙− 𝜓) . (3.2.127)

Ïðè óñëîâèè 𝑅0 ≫ 𝜌 ëåãêî ïîëó÷èòü àñèìïòîòè÷åñêîå çíà÷åíèå
èíòåãðàëà (3.2.126) â âèäå

𝑢(𝑀 , 𝑧) =
𝑒𝑖𝑘0𝑅0

𝑅0

𝑓(𝜃,𝜙) +𝑂

(︂
𝜌20
𝑅2

0

)︂
, (3.2.128)
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Ðèñ. 3.2.7. Ðèñ. 3.2.8.

ãäå ôóíêöèÿ 𝑓(𝜃,𝜙), íîñÿùàÿ íàçâàíèå äèàãðàììû íàïðàâëåííî-
ñòè, èìååò âèä

𝑓(𝜃,𝜙) = − 1
2𝜋

∫
𝑆0

𝑒−𝑖𝑘0𝜌 sin 𝜃 cos(𝜙−𝜓)𝜇(𝜌,𝜓)𝜌𝑑𝜌𝑑𝜓. (3.2.129)

Âûðàæåíèå â ôîðìóëå (3.2.128) è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðèáëè-
æåííîå ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è.

Çàìå÷àíèÿ è îáîáùåíèÿ.
Çàìå÷àíèå 3.2.9 Ìû ðàññìîòðåëè ñëó÷àé àêóñòè÷åñêîé èçëó-
÷àþùåé ñèñòåìû. Î÷åâèäíî, àíàëîãè÷íî ïðîâîäÿòñÿ è èññëå-
äîâàíèÿ èçëó÷åíèÿ èç îòêðûòîãî êîíöà âîëíîâîäà â ýëåêòðî-
ìàãíèòíîì ñëó÷àå. Âíèìàòåëüíûé ÷èòàòåëü ñìîæåò, ïîëüçó-
ÿñü ìàòåðèàëîì äàííîãî ïîñîáèÿ, ñàìîñòîÿòåëüíî ïðîâåñòè
òðåáóåìûå ðàññóæäåíèÿ.
Çàìå÷àíèå 3.2.10 Òàêæå ëåãêî îáîáùèòü ïðîâåäåííûå ðàñ-
ñìîòðåíèÿ íà ñëó÷àé, êîãäà èçëó÷àþùàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò
íå èç îäíîãî, à èç íåñêîëüêèõ îòêðûòûõ âîëíîâîäîâ ñ îáùèì
ôëàíöåì. Îáîçíà÷èì èçëó÷àþùèå êîíöû âîëíîâîäîâ â îáùåì
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ôëàíöå ÷åðåç 𝑆𝑖 (𝑖 = 1, . . . ,𝑁), à âîçáóæäàþùèå èõ íîðìàëüíûå
âîëíû ÷åðåç

𝑢𝑖(𝑀 , 𝑧) = 𝐴𝑖𝑒
𝑖𝛾

(𝑖)
𝑛 𝑧𝜓(𝑖)

𝑛 (𝑀𝑖), (3.2.130)

ãäå 𝐴𝑖 � àìïëèòóäû ïðèõîäÿùèõ èç áåñêîíå÷íîñòè ñâîèõ
íîðìàëüíûõ âîëí â êàæäîì èç âîçáóæäàåìûõ âîëíîâîäîâ,

𝜓
(𝑖)
𝑛 (𝑀𝑖) � ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ

îïåðàòîðà Ëàïëàñà â ñå÷åíèè 𝑆𝑖⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Δ2𝜓

(𝑖)
𝑛 + 𝜆(𝑖)𝑛 𝜓

(𝑖)
𝑛 = 0, 𝑀𝑖 ∈ 𝑆𝑖,

𝜕𝜓(𝑖)
𝑛

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝐶𝑖

= 0, 𝐶𝑖 = 𝜕𝑆𝑖,
(3.2.131)

à 𝛾
(𝑖)
𝑛 � ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîäîëüíûå ïîñòîÿííûå ðàñïðî-

ñòðàíåíèÿ.
Òîãäà çàäà÷à âîçáóæäåíèÿ òàêîé èçëó÷àþùåé ñèñòåìû ïî

àíàëîãèè ñ (3.2.124) ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâ-
íåíèé Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà

𝑁∑︁
𝑖=1

∫
𝑆𝑖

𝐾𝑗𝑖

(︁
𝑃

(𝑗)
0
,𝑃 (𝑖)

)︁
𝜇𝑖

(︁
𝑃 (𝑖)

)︁
𝑑𝜎𝑃 (𝑖) =

= 2𝐴𝑗𝑒
𝑖𝛾

(𝑗)
𝑛 𝜓(𝑗)

𝑛

(︁
𝑃

(𝑗)
0

)︁
, 𝑗 = 1, 2, . . .𝑁 ,

(3.2.132)

ãäå

𝐾𝑗𝑖

(︁
𝑃 𝑗
0
,𝑃 (𝑖)

)︁
= 𝑔0

(︁
𝑃

(𝑗)
0
,𝑃 (𝑖)

)︁
+ 𝛿𝑖𝑗

𝑘0
𝑘𝑗
𝑔𝑗

(︁
𝑃

(𝑗)
0
,𝑃 (𝑖)

)︁
, (3.2.133)

𝛿𝑖𝑗 � ñèìâîë Êðîíåêåðà, 𝐴𝑗 � àìïëèòóäà âîçáóæäàþùåé
íîðìàëüíîé âîëíû 𝑗-ãî âîëíîâîäà. Åñëè âîçáóæäàåòñÿ òîëüêî
îäèí âîëíîâîä (èëè íåñêîëüêî), òî ýòè âîëíîâîäû ÿâëÿþòñÿ
àêòèâíûìè, âîçáóæäàþùèìè ïîëå â îòêðûòîì ïîëóïðîñòðàí-
ñòâå, îñòàëüíûå � ïàññèâíûå, â íèõ ñóùåñòâóþò òîëüêî
ñîîòâåòñòâóþùèå óõîäÿùèå íà áåñêîíå÷íîñòü ïðè 𝑧 → −∞
íîðìàëüíûå âîëíû.

Ïðè âîçáóæäåíèè òîëüêî îäíîãî 𝑗-ãî âîëíîâîäà àñèìïòîòèêà
ïîëÿ âî âíåøíåì ïðîñòðàíñòâå, àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

𝑢0(𝑀 , 𝑧) =
𝑒𝑖𝑘0𝑅0

𝑅0

𝑓𝑗(𝜃,𝜙) +𝑂

(︂
𝜌20
𝑅2

0

)︂
, 𝑅0 ≫ 𝜌0. (3.2.134)

7 À. Ã. Ñâåøíèêîâ, È. Å.Ìîãèëåâñêèé
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Ôóíêöèÿ 𝑓𝑗(𝜃,𝜙) â ýòîì ñëó÷àå îáû÷íî íàçûâàåòñÿ ïàðöèàëüíîé
äèàãðàììîé èçëó÷åíèÿ 𝑗-ãî âîëíîâîäà. Î÷åâèäíî, â îáùåì ñëó-
÷àå âîçáóæäåíèÿ âñåõ âîëíîâîäîâ ðåøåòêè, êîòîðàÿ ìîæåò ïðåä-
ñòàâëÿòü ñîáîé è ïðîñòðàíñòâåííóþ ñèñòåìó, ïîëíàÿ äèàãðàììà
íàïðàâëåííîñòè áóäåò ðàâíà ñóììå ¾ïàðöèàëüíûõ äèàãðàìì¿

𝐹 (𝜃,𝜙) =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑓𝑖(𝜃,𝜙). (3.2.135)

Îíà, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëîì âñåõ ãåîìåòðè÷åñêèõ è
ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, è ìîæíî ñòàâèòü çà-
äà÷ó ñèíòåçà ïàðàìåòðîâ òàêîé èçëó÷àþùåé ñèñòåìû, ðåàëèçóþ-
ùóþ çàäàííóþ äèàãðàììó íàïðàâëåííîñòè åå èçëó÷åíèÿ, à òàêæå
îñóùåñòâëÿòü ýëåêòðè÷åñêîå ñêàíèðîâàíèå äèàãðàììû ïóòåì èç-
ìåíåíèÿ åå ýëåêòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ.
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16 1(ñíèçó) H = −1
𝑐
rot

𝜕Π

𝜕𝑡
H =

1
𝑐
rot

𝜕Π

𝜕𝑡

85 1(ñíèçó) 𝑘20

∫
𝐷

𝜓(𝑀 ,𝑄)𝜒(𝑄)𝑑𝑉𝑄 𝑘20

∫
𝐷𝑖

𝜓(𝑀 ,𝑄)𝜒(𝑄)𝑑𝑉𝑄

86 1(ñíèçó) lim
𝑅→∞

∫
∑︀

𝑅

𝜕𝑧

𝜕𝑛
𝑧*𝑑𝜎 lim

𝑅→∞
Im

∫
∑︀

𝑅

𝜕𝑧

𝜕𝑛
𝑧*𝑑𝜎

91 13(ñâåðõó) Ôîêà (2.2.5) Ôîêà (2.1.5)

110 15(ñâåðõó) 𝑀𝑛(0, 𝑧𝑛), 𝑀(𝜌, 𝑧𝑛) 𝑀𝑛(0, 0, 0, 𝑧𝑛), 𝑀(0, 0, 𝜌, 𝑧𝑛)

112 2(ñâåðõó)

∫
𝑆

𝛼(𝑃 )

⃒⃒⃒⃒
𝑢+

𝑓(𝑃 )

2𝑖𝛼(𝑃 )

⃒⃒⃒⃒2 ∫
𝑆

𝛼(𝑃 )

⃒⃒⃒⃒
𝑢+

𝑓(𝑃 )

2𝑖𝛼(𝑃 )

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝜎

112 3(ñâåðõó)

∫
𝑆

|𝑓(𝑃 )|2

4𝛼2(𝑃 )
= 𝐴

∫
𝑆

|𝑓(𝑃 )|2

4𝛼2(𝑃 )
𝑑𝜎 = 𝐴

113 8(ñíèçó) 𝑣𝑛(𝑃 ) =
𝑁∑︁
𝑛=1

𝑄(𝑁)
𝑛 𝑤𝑛(𝑃 ) 𝑣

𝑁
(𝑃 ) =

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑄(𝑁)
𝑛 𝑤𝑛(𝑃 )

115 2(ñâåðõó) 𝑢
𝑁
(𝑃 )− 𝑣

𝑁
(𝑃 ) 𝑢(𝑃 )− 𝑣

𝑁
(𝑃 )

129 12(ñâåðõó) Ïîëîæèì 𝛾(0) = −𝑖æ Ïîëîæèì 𝛾(0) = −𝑖𝑘

142 6(ñíèçó) 𝑍 ′
𝑛 +

𝑁∑︁
𝑚=0

ℎ𝑛𝑚(𝑟)𝑍𝑛(𝑟)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟=𝑟0

𝑍 ′
𝑛 +

𝑁∑︁
𝑚=0

ℎ𝑛𝑚(𝑟)𝑍𝑚(𝑟)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟=𝑟0

159 4(ñíèçó) ̃︀𝐻𝜙 = 𝑘𝛾
𝜕̃︀𝑢
𝜕𝑟

̃︀𝐻𝜙 = 𝑖𝑘
𝜕̃︀𝑢
𝜕𝑟

159 2(ñíèçó)
1
𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︁
𝑟
𝜕̃︀𝑢
𝜕𝜙

)︁ 1
𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︁
𝑟
𝜕̃︀𝑢
𝜕𝑟

)︁
159 1(ñíèçó) æ2 = 𝑘2 − 𝛾2 =

{︂
æ𝑖, 𝑟 < 𝑎,
æ0, 𝑟 > 𝑎.

æ2 = 𝑘2 − 𝛾2 =

{︂
æ2
𝑖 , 𝑟 < 𝑎,

æ2
0, 𝑟 > 𝑎.

169 1(ñâåðõó) Δ
2
𝜓𝑛 + ̂︀𝜆𝑛𝜙𝑛 = 0 Δ

2
𝜓𝑛 + ̂︀𝜆𝑛𝜓𝑛 = 0

169 7(ñíèçó) (roth𝑛)𝑧 =

{︂
𝜆𝑛𝜙𝑘,

0, 𝑛 = 2𝑚,
(roth𝑛)𝑧 =

{︂
𝜆𝑛𝜙𝑛,

0, 𝑛 = 2𝑚,



Ñòð. Ñòðîêà Íàïå÷àòàíî Äîëæíî áûòü

174 3(ñâåðõó) − 1
𝑖𝑘0

∑︁
𝑛

𝐵𝑛(𝑧) (roth𝑛)𝑧 − 1
𝑖𝑘0

∑︁
𝑛

𝐵ý𝑛(𝑧) (roth𝑛)𝑧

174 4(ñâåðõó) − 1
𝑖𝑘0

∑︁
𝑛

𝐵ý𝑛(𝑧)𝜆𝑘𝜙𝑘(𝑀) − 1
𝑖𝑘0

∑︁
𝑛

𝐵ý𝑛(𝑧)𝜆𝑛𝜙𝑛(𝑀)

174 5(ñâåðõó) 𝐻𝑧 =
1
𝑖𝑘0

∑︁
𝑛

𝐴𝑀𝑛 (𝑧)̂︀𝜆𝑚𝜓𝑚(𝑀) 𝐻𝑧 =
1
𝑖𝑘0

∑︁
𝑛

𝐴𝑀𝑛 (𝑧)̂︀𝜆𝑛𝜓𝑛(𝑀)

174 3(ñíèçó)

∫
𝑆

[e𝑧 × h𝑛] e
ý
𝑛𝑑𝜎

∫
𝑆

[e𝑧 × h𝑛] e
ý
𝑚𝑑𝜎

192 9(ñíèçó) 𝑘0
𝜕𝑢0
𝜕𝑧

⃒⃒⃒
𝑧=0

= 𝑘1
𝜕𝑢0
𝜕𝑧

⃒⃒⃒
𝑧=0

𝑘0
𝜕𝑢0
𝜕𝑧

⃒⃒⃒
𝑧=0

= 𝑘
𝜕𝑢

𝜕𝑧

⃒⃒⃒
𝑧=0

193 9(ñâåðõó) óñëîâèþ îòñóòñòâèþ óñëîâèþ îòñóòñòâèÿ

193 7(ñíèçó) íîðìàëüíîé âîëíû íîðìàëüíîé âîëíîé
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