
Ãëàâà 1. Íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç òåíçîðíîé

àëãåáðû

�1. Âåêòîðû è êîâåêòîðû.

Ïîíÿòèå âåêòîðà êàê íàïðàâëåííîãî îòðåçêà èçâåñòíî åùå èç øêîëû. Â ñëó÷àå,

åñëè â ïðîñòðàíñòâå ââåäåíà ñèñòåìà êîîðäèíàò (íàïðèìåð, äåêàðòîâà Oxyz), òî êàæ-

äûé âåêòîð a ìîæåò áûòü îïèñàí ïðè ïîìîùè ñîâîêóïíîñòè ñâîèõ ïðîåêöèé íà ñî-

îòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòíûå îñè:

a =


ax

ay

az

 .

Â òàêîì ñëó÷àå âåêòîð ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñóììû ñëåäóþùåãî âèäà:

a = axex + ayey + azez, (1)

ãäå ex, ey è ez � åäèíè÷íûå îðòû â ñîîòâåòñòâóþùèõ íàïðàâëåíèÿõ. Ñîâîêóïíîñòü

âåêòîðîâ ex, ey è ez ñîñòàâëÿåò áàçèñ: ëþáîé âåêòîð èç íàøåãî òðåõìåðíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå êîìáèíàöèè (1) [1].

Â äàëüíåéøåì äëÿ íàñ áóäåò óäîáíî îáîçíà÷àòü êîîðäèíàòû íå áóêâàìè x, y è z,

à íóìåðîâàòü èõ öèôðàìè, ðàñïîëîæåííûìè ñâåðõó:

ax → a1, ay → a2, az → a3.

Â ñâîþ î÷åðåäü, òî æå ñàìîå ìîæíî ñäåëàòü è äëÿ êîîðäèíàòíûõ îðòîâ (â öåëÿõ,

êîòîðûå áóäóò ïîíÿòíû ïîçäíåå, ìû áóäåì ñòàâèòü öèôðîâîé èíäåêñ íå ñâåðõó, à
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ñíèçó):

ex → e1, ey → e2, ez → e3.

Ðàâåíñòâî (1) â òàêîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî òàê:

a = a1e1 + a2e2 + a3e3 =
3∑

i=1

aiei. (2)

Ïèñàòü âåçäå çíàê ñóììû
∑

áûëî áû íå î÷åíü ðàöèîíàëüíî. Ïî ýòîé ïðè÷èíå áû-

ëî ïðèíÿòî ñîãëàøåíèå, íàçûâàåìîå ïðàâèëîì ñóììèðîâàíèÿ Ýéíøòåéíà [1]: åñëè

êàêîé-òî èíäåêñ ïîâòîðÿåòñÿ â âûðàæåíèè äâàæäû, ïðè÷åì ïåðâûé ðàç îí ñòîèò

ââåðõó, à âòîðîé � âíèçó, òî çíàê ñóììû ìîæíî íå ïèñàòü. Òàêèì îáðàçîì, (2) ìîæíî

çàïèñàòü â íàìíîãî áîëåå êîìïàêòíîì âèäå:

a = aiei.

Ïîêà ìû ðàáîòàåì â îäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ðàçíèöà ìåæäó âåðõíèìè è íèæíè-

ìè èíäåêñàìè ïðîÿâëÿåòñÿ ìàëî. Ñèòóàöèÿ êîðåííûì îáðàçîì ìåíÿåòñÿ â òîì ñëó÷àå,

åñëè ìû ïåðåõîäèì â äðóãóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé âåêòîðû áàçèñà ïðåäñòàâ-

ëÿþòñÿ â ôîðìå:

e'1 = α1
1e1 + α2

1e2 + α3
1e3;

e'2 = α1
2e1 + α2

2e2 + α3
2e3;

e'3 = α1
3e1 + α2

3e2 + α3
3e3;

Ýòî âûðàæåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå:

e' = ePe→e', (3)
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ãäå

e' = {e′1, e′2, e′3}, e = {e1, e2, e3},

à

Pe→e′ =


α1
1 α1

2 α1
3

α2
1 α2

2 α2
3

α3
1 α3

2 α3
3


� ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà e ê áàçèñó e'. Êðîìå òîãî, ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà ñóììè-

ðîâàíèÿ Ýéíøòåéíà áàçèñíûå âåêòîðû â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü òàê:

e'i = αj
iej.

Â ñâîþ î÷åðåäü, âîçìîæíî ïðîâåñòè è îáðàòíóþ ïðîöåäóðó: îñóùåñòâèòü ïåðåõîä îò

áàçèñà e′ ê áàçèñó e :

e1 = β1
1e1 + β2

1e2 + β3
1e3;

e2 = β1
2e1 + β2

2e2 + β3
2e3;

e3 = β1
3e1 + β2

3e2 + β3
3e3;

Êîýôôèöèåíòû βj
i áóäóò ñîñòàâëÿòü ìàòðèöó îáðàòíîãî ïåðåõîäà:

Pe′→e =


β1
1 β1

2 β1
3

β2
1 β2

2 β2
3

β3
1 β3

2 β3
3


Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî (3) ìîæíî íàïèñàòü, ÷òî

e = e'Pe'→e, (4)

3



èëè, ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì ñóììèðîâàíèÿ Ýéíøòåéíà,

ei = βj
i e'j. (5)

Åñëè ïîäñòàâèòü (4) â (3), òî ïîëó÷èì:

e' = e'Pe'→ePe→e'.

Èç ýòîãî ñ íåèçáåæíîñòüþ ñëåäóåò, ÷òî

Pe'→ePe→e' = I,

èëè

Pe'→e = P−1
e→e'

.

Ïîñìîòðèì òåïåðü, êàê áóäåò ïðåîáðàçîâûâàòüñÿ âåêòîð a. Ñ îäíîé ñòîðîíû, îí

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ôîðìå,

a = aiei,

à â ñëó÷àå ¾øòðèõîâàííîãî¿ áàçèñà:

a = a′je'j.

Ñîâåðøåííî åñòåñòâåííî, ÷òî âíå çàâèñèìîñòè îò ñèñòåìû êîîðäèíàò, îáå ôîðìóëû

äîëæíû äàâàòü îäèí è òîò æå ðåçóëüòàò:

aiei = a′je'j (6)

Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå äëÿ ei ñîãëàñíî ôîðìóëå (5) â (6). Òîãäà ïîëó÷èòñÿ, ÷òî

aiβj
i e'j = a′je'j.
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Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè êàæäîì textbfe′j, ìîæíî ñâåñòè äàííîå ðàâåí-

ñòâî ê ôîðìóëå:

a′j = aiβj
i .

Â ìàòðè÷íîì âèäå äàííîå ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:
a′1

a′2

a′3

 =


β1
1 β1

2 β1
3

β2
1 β2

2 β2
3

β3
1 β3

2 β3
3




a′1

a′2

a′3

 .

Èíà÷å ãîâîðÿ, êîîðäèíàòû ïðåîáðàçóþòñÿ ïðè ïîìîùè ìàòðèöû îáðàòíîãî ïåðå-

õîäà ïî ïðàâèëó: 
a′1

a′2

a′3

 = Pe'→e


a′1

a′2

a′3

 .

Åñëè æå ìû, íàïðîòèâ, çàõîòèì âûðàçèòü ¾ñòàðûå¿ êîîðäèíàòû ÷åðåç ¾íîâûå¿,

òî íóæíî áóäåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ìàòðèöåé ïðÿìîãî ïåðåõîäà:

ai = ajαi
j.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå ìåæäó ñîñòàâëÿþùèìè áàçèñà è êîîðäè-

íàòàìè ñîñòîèò â òîì, ÷òî áàçèñ ïðåîáðàçóåòñÿ ïðè ïîìîùè ìàòðèöû ïðÿìîãî ïåðå-

õîäà Pe→e', à êîîðäèíàòû - ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû îáðàòíîãî ïåðåõîäà Pe'→e.

Âîçíèêàåò âîïðîñ: ìîæåò ëè ÷òî-òî êðîìå áàçèñà ïðåîáðàçîâûâàòüñÿ ñ ïîìîùüþ

ìàòðèöû ïðÿìîãî ïåðåõîäà? Â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå õîðîøî èçâåñòíî ïîíÿòèå

äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè. Åñëè ìû èìååì ôóíêöèþ 3 ïåðåìåííûõ x1, x2 è x3, òî îí
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áóäåò âûãëÿäåòü òàêèì îáðàçîì [2]:

du =
∂u

∂x1
dx1 +

∂u

∂x2
dx2 +

∂u

∂x3
dx3.

Èíîãäà (ìû åùå âåðíåìñÿ ê ýòîé ôîðìóëå è óòî÷íèì â íåé íåêîòîðûå äåòàëè)

äèôôåðåíöèàë çàïèñûâàþò ñ ïîìîùüþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

du = (G, dx),

ãäå dx îïèñûâàåò äèôôåðåíöèàëû ïåðåìåííûõ:

dx =


dx1

dx2

dx3

 .

Â ñâîþ î÷åðåäü, G � ãðàäèåíò:

G = (
∂u

∂x1
,
∂u

∂x2
,
∂u

∂x3
).

Ïîñìîòðèì, ÷òî áóäåò â ñëó÷àå, åñëè ìû ïåðåõîäèì ê äðóãèì êîîðäèíàòàì. ×òî

êàñàåòñÿ äèôôåðåíöèàëà, òî äëÿ íåãî èìååì:

dx′1 = β1
1dx

1 + β1
2dx

2 + β1
3dx

3;

dx′2 = β2
1dx

1 + β2
2dx

2 + β2
3dx

3;

dx′3 = β3
1dx

1 + β3
2dx

2 + β3
3dx

3;

èëè æå

dx′i = βi
jdx

j.
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Òàêèì îáðàçîì, äèôôåðåíöèàë ïðåîáðàçóåòñÿ êàê ¾îáû÷íûé¿ âåêòîð. Â ñëó÷àå ñ

ãðàäèåíòîì âñå âûãëÿäèò íåñêîëüêî ñëîæíåå. Îí ñîäåðæèò â ñåáå ÷àñòíûå ïðîèçâîä-

íûå, êîòîðûå ñîãëàñíî ïðàâèëàì ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ìîãóò áûòü ïîñ÷èòàíû

êàê ïðîèçâîäíûå ñëîæíûõ ôóíêöèé [2]:

∂u

∂x′1
=
∂x1

∂x′1
∂u

∂x1
+
∂x2

∂x′1
∂u

∂x2
+
∂x3

∂x′1
∂u

∂x3
;

∂u

∂x′2
=
∂x1

∂x′2
∂u

∂x1
+
∂x2

∂x′2
∂u

∂x2
+
∂x3

∂x′2
∂u

∂x3
;

∂u

∂x′3
=
∂x1

∂x′3
∂u

∂x1
+
∂x2

∂x′3
∂u

∂x2
+
∂x3

∂x′3
∂u

∂x3
.

Íàïîìíèì, ÷òî ¾ñòàðûå¿ êîîðäèíàòû ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ¾íîâûå¿ ñ ïîìîùüþ

ìàòðèöû Pe→e' ñ êîýôôèöèåíòàìè α
j
i ) [2]:

x1 = α1
1x

′1 + α1
2x

′2 + α1
3x

′3;

x2 = α2
1x

′1 + α2
2x

′2 + α2
3x

′3;

x3 = α3
1x

′1 + α3
2x

′2 + α3
3x

′3.

Âû÷èñëÿÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, ïîëó÷èì ÷òî

∂u

∂x′1
= α1

1

∂u

∂x1
+ α2

1

∂u

∂x2
+ α3

1

∂u

∂x3
;

∂u

∂x′2
= α1

2

∂u

∂x1
+ α2

2

∂u

∂x2
+ α3

2

∂u

∂x3
;

∂u

∂x′3
= α1

3

∂u

∂x1
+ α2

3

∂u

∂x2
+ α3

3

∂u

∂x3
;

èëè ñîêðàùåííî:

∂u

∂x′i
= αj

i

∂u

∂xj

Êàê âèäíî, êàêèå-òî îáúåêòû, õîòÿ è î÷åíü ïîõîæè íà ¾îáû÷íûå¿ âåêòîðû, ïðè èç-

ìåíåíèè êîîðäèíàò ïðåîáðàçóþòñÿ íåñêîëüêî ïî-äðóãîìó � ïðè ïîìîùè ìàòðèöû
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ïðÿìîãî ïåðåõîäà [3]. Ìû áóäåì íàçûâàòü èõ êîâåêòîðàìè. Èíäåêñû ó íèõ ìû áóäåì

ïèñàòü ñíèçó, à åñëè âîçíèêíåò ïîòðåáíîñòü çàïèñàòü âñå â ìàòðè÷íîì âèäå, òî âìåñòî

ñòîëáöîâ áóäåì èñïîëüçîâàòü ñòðîêè. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ãðàäèåíòà ìîæíî çàïèñàòü:

G = (G1, G2, G3).

Åãî êîîðäèíàòû áóäóò ïðåîáðàçîâûâàòüñÿ ïî ôîðìóëå:

G′
i = αj

iGj

Â ìèðå êîâåêòîðîâ ìîæíî ââåñòè ñâîé áàçèñ. Îí áóäåò èìåòü èíäåêñû, ñòîÿùèå

ñâåðõó. Îñîáîå çíà÷åíèå èìååò òàê áàçèñ e1, e2, ... íàçûâàåìûé âçàèìíûì ïî îòíî-

øåíèþ ê e1, e2, ... Îí õàðàêòåðåí òåì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

äâóõ âåêòîðîâ áàçèñà îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñèìâîëà Êðîíåêåðà:

(ei, e
j) = δji .

Èíîãäà âåêòîðû c âåðõíèìè èíäåêñàìè (è ñîîòâåòñòâóþùèì çàêîíîì ïðåîáðàçîâà-

íèÿ) íàçûâàþò êîíòðàâàðèàíòíûìè, à âåêòîðû ñ íèæíèìè èíäåêñàìè � êîâàðèàíò-

íûìè [?].

Êîíå÷íî, âîâñå íå îáÿçàòåëüíî îãðàíè÷èâàòüñÿ ñëó÷àåì, êîãäà ¾ñòàðûå¿ è ¾íî-

âûå¿ êîîðäèíàòû ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ëèíåéíûìè çàêîíàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Âïîëíå äîïóñòèìî áðàòü è ïðîèçâîëüíóþ çàâèñèìîñòü ïåðåìåííûõ äðóã îò äðóãà:

x′1 = x′1(x1, x2, x3);

x′2 = x′2(x1, x2, x3);

x′3 = x′3(x1, x2, x3).
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Àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû áóäåì èìåòü äëÿ îáðàòíîãî ïåðåõîäà:

x1 = x1(x′1, x′2, x′3);

x2 = x2(x′1, x′2, x′3);

x3 = x3(x′1, x′2, x′3).

Òîãäà êîâàðèàíòíûå è êîíòðàâàðèàíòíûå âåêòîðû ìîæíî áóäåò ïðåîáðàçîâûâàòü

ñ ïîìîùüþ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ [3]:

a′i =
∂xi

∂x′j
aj;

b′i =
∂x′j

∂xi
bi.

Êðîìå òîãî, äëÿ óäîáñòâà â äàëüíåéøåì ìû èíîãäà áóäåì ñîêðàùåííî ïèñàòü

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â ñëåäóþùåì âèäå:

∂u

∂xk
= ∂ku;

∂u

∂xk
= ∂ku.

�2. Ïîëèëèíåéíûå ôîðìû

Èç ëèíåéíîé àëãåáðû [1] èçâåñòíî ïîíÿòèå ëèíåéíîé ôîðìû. Îíà îïðåäåëÿåòñÿ

êàê ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ âåêòîðíîãî àðãóìåíòà F (a), îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîé-

ñòâàìè:

F (λa+ µb) = λF (a) + µF (b),

ãäå a è b � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû, λ è µ � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà.
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Åñëè âåêòîð ïðåäñòàâèì â ôîðìå:

a = aiei,

òî ëèíåéíàÿ ôîðìà ïåðåïèøåòñÿ òàêèì îáðàçîì:

F (a) = F (aiei) = aiF (ei).

Â òàêîì ñëó÷àå, ìîæíî ââåñòè êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé ôîðìû:

Fi = F (ei).

Â òàêîì ñëó÷àå çíà÷åíèå ôîðìû âûðàçèòñÿ ïî ôîðìóëå:

F (a) = Fia
i.

Åñëè ìû ïåðåéäåì ê äðóãîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, òî êàæäûé èç âåêòîðîâ áàçèñà

ïðåîáðàçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ êîýôôèöèåíòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèöå ïåðåõîäà:

e'j = αi
je'i.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ëèíåéíîé ôîðìû, êîýôôèöèåíòû â ¾íîâûõ¿ êîîðäèíàòàõ áó-

äóò âûãëÿäåòü òàê:

F ′
j = F (e'j) = F (αi

jei) = αi
jF (ei) = αi

jFi.

Êàê âèäíî, ëèíåéíàÿ ôîðìà íà ïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì ïðèìåðîì

êîâåêòîðà. Îòìåòèì âàæíîå ñâîéñòâî ëèíåéíîé ôîðìû. Âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, â

êàêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ìû ðàáîòàåì, îíà âñåãäà áóäåò äàâàòü îäíî è òî æå ÷èñëîâîå
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çíà÷åíèå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âñïîìíèòü, ÷òî ñàìè êîîðäèíàòû âåêòîðîâ ïðåîáðà-

çóþòñÿ ïî çàêîíó:

a′j = βj
ka

k,

òî â íîâîì áàçèñå ôîðìà çàïèøåòñÿ òàê:

F (a) = F ′
ja

′j = Fiα
i
jβ

j
ka

k.

Ïðîèçâåäåíèå αi
jβ

j
k ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ýëåìåíòû ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ïðÿìîãî è

îáðàòíîãî ïåðåõîäà:
α1
1 α1

2 α1
3

α2
1 α2

2 α2
3

α3
1 α3

2 α3
3




β1
1 β1

2 β1
3

β2
1 β2

2 β2
3

β3
1 β3

2 β3
3

 =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 .

Ïîýòîìó ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî αi
jβ

j
k = δik, è

F (a) = Fiδ
i
ka

k.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ëèíåéíîé ôîðìû ìîæíî ïðèâåñòè äèôôåðåíöèàë ñêàëÿðíîé

ôóíêöèè. Êàê óæå ãîâîðèëîñü, äèôôåðåíöèàë êîîðäèíàò ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ âåê-

òîð:

dx = eidx
i.

Â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèðàùåíèå ñàìîé ôóíêöèè ïðåäñòàâèìî â ôîðìå:

du = ∂iudx
i.

Êîâåêòîðîì, ñîîòâåòñòâóþùèì äàííîé ëèíåéíîé ôîðìå, áóäåò ãðàäèåíò:

G = ∂iue
i.
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Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ìîæíî ââåñòè ëèíåéíûå ôîðìû íà ïðîñòðàíñòâå êîâåê-

òîðîâ. Åñëè ó íàñ èìååòñÿ ôóíêöèÿ îò êîâåêòîðà H(p), òî îíà òàêæå ïðåäñòàâèìà â

âèäå:

H(p) = H ipi.

Èç êîýôôèöèåíòîâ H i ìîæíî ñîñòàâèòü âåêòîð, ïðåîáðàçóåìûé ïî çàêîíó:

H ′j = βi
jH

i.

Ïîëó÷åííûå ïðåäñòàâëåíèÿ ìîæíî ðàçâèòü è íà áîëåå ñëîæíûå ñëó÷àè. Òàê, ñó-

ùåñòâóåò ïîíÿòèå áèëèíåéíîé ôîðìû [1], êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ñêàëÿðíóþ

ôóíêöèþ K(a,b) îò äâóõ âåêòîðîâ, ëèíåéíóþ ïî êàæäîìó èç àðãóìåíòîâ:

K(λa+ µc,b) = λK(a,b) + µK(c,b);

K(a, λb+ µc) = λK(a,b) + µK(a, c).

Åñëè âåêòîðû ïðåäñòàâëÿþòñÿ â ôîðìå:

a = aiei, b = bjej;

òî áèëèíåéíàÿ ôîðìà çàïèøåòñÿ òàê:

K(a,b) = K(aiei, b
jej) = aibjK(ei, ej).

Ìîæíî ââåñòè êîýôôèöèåíòû áèëèíåéíîé ôîðìû:

Kij = K(ei, ej).

Òîãäà áèëèíåéíàÿ ôîðìà ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà êàê:

K(a,b) = Kija
ibj.
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Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ê äðóãîé áàçèñ ìîæíî

ïðåîáðàçîâàòü ïî çàêîíó:

e′i = αk
i ek, e

′
j = αl

jel;

êîýôôèöèåíòû áèëèíåéíîé ôîðìû ïðåîáðàçóþòñÿ òàê:

K(e'i, e'j) = (αk
i ek, α

l
jel) = αk

i α
l
j(ek, el).

K
′

ij = αk
i α

l
jKkl (7)

Îáúåêò, õàðàêòåðèçóåìûé êîîðäèíàòàìè, ïðåîáðàçóåìûìè ïî çàêîíó (7) ñ ïîìîùüþ

ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ïðÿìîãî ïåðåõîäà, áóäåì íàçûâàòü êîâàðèàíòíûì òåíçîðîì

âòîðîãî ðàíãà. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî âûðàæåíèå Kija
ibj íå áóäåò ìåíÿòüñÿ

ïðè ïåðåõîäå îò îäíèõ êîîðäèíàò ê äðóãèì.

Ïîõîæèì îáðàçîì ìîæíî ââåñòè áèëèíåéíóþ ôîðìó K(p,q) íà ïðîñòðàíñòâå

êîâåêòîðîâ, êîòîðàÿ òîæå áóäåò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ ñ ïîìîùüþ êîýôôèöèåíòîâ:

K(p,q) = Kijpiqj; ãäå

Kij = K(ei, ej);

p = pie
i, q = qje

j.

Êîýôôèöèåíòû áèëèíåéíîé ôîðìû ïðè ïåðåõîäå ê íîâîìó áàçèñó ïðåîáðàçóþòñÿ

òàê:

K
′ij = βi

kβ
j
lK

kl. (8)

Îáúåêò, õàðàêòåðèçóåìûé êîîðäèíàòàìè, ïðåîáðàçóåìûìè ïî çàêîíó (8) ñ ïîìîùüþ

ýëåìåíòîâ ìàòðèöû îáðàòíîãî ïåðåõîäà, áóäåì íàçûâàòü êîíòðàâàðèàíòíûì òåíçî-

ðîì âòîðîãî ðàíãà.
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Íàêîíåö, ìîæíî ðàññìîòðåòü ñìåøàííóþ áèëèíåéíóþ ôîðìó B(a,p), çàäàþ-

ùóþ ôóíêöèþ îò âåêòîðà a è êîâåêòîðà p. Äëÿ íåå ìîæíî ââåñòè êîýôôèöèåíòû:

K(a,p) = Kj
i a

ipj; ãäå

Kj
i = K(ei, e

j);

a = aiei, p = pje
j.

Åå êîýôôèöèåíòû ïðåîáðàçóþòñÿ ïî áîëåå ñëîæíîìó çàêîíó, ñ èñïîëüçîâàíèåì

ýëåìåíòîâ ìàòðèöû êàê ïðÿìîãî, òàê è îáðàòíîãî ïåðåõîäà:

K
′j
i = αk

i β
j
lK

l
k. (9)

Ñîîòâåòñòâóþùèé îáúåêò áóäåì íàçûâàòü 1 ðàç êîâàðèàíòíûì, 1 ðàç êîíòðàâàðè-

àíòíûì òåíçîðîì âòîðîãî ðàíãà.

Îáîáùèì ââåäåííûå ïîíÿòèÿ íà ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ïåðåìåííûõ. Ïóñòü ó íàñ

èìååòñÿ ïîëèëèíåéíàÿ ôîðìà D(a,b, ..., c,p,q, ..., r), ÿâëÿþùàÿñÿ ñêàëÿðíîé ôóíê-

öèåé N âåêòîðîâ è M êîâåêòîðîâ:

D(λa1 + µa2,b, ..., c,p,q, ..., r) = λD(a1,b, ..., c,p,q, ..., r) + µD(a2,b, ..., c,p,q, ..., r);

...;

D(a,b, ..., c,p,q, ..., λr1 + µr2) = λD(a,b, ..., c,p,q, ..., r1) + µD(a,b, ..., c,p,q, ..., r2).

Ïîëèëèíåéíàÿ ôîðìà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñ ïîìîùüþ êîýôôèöèåíòîâ:

D(a,b, ..., c,p,q, ..., r) = Dlm...n
ij...k a

ibj...ckplqm...rn;

êîòîðûå ïðåîáðàçóþòñÿ òàê:
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D
′lm...n
ij...k = αi1

i α
j1
j ...α

k1
k β

l
l1
βm
m1
...βn

n1
D

′l1m1...n1
i1j1...k1

.

Òàêîé îáúåêò íàçûâàåòñÿ N ðàç êîâàðèàíòíûì, M ðàç êîíòðàâàðèàíòíûì òåíçîðîì

(N +M)-ãî ðàíãà.

�3. Àëãåáðà òåíçîðîâ. Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð

Âûøå ìû îáñóäèëè îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè òåíçîðîâ. Åñëè ìû íå èíòåðåñóåìñÿ

ïåðåõîäîì îò îäíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ê äðóãîé, äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâëåíèÿ î íèõ

êàê î ¾ìíîãîìåðíîì ìàññèâå¿, êàæäûé èç ýëåìåíòîâ êîòîðîãî îïèñûâàåò êàêóþ-ëèáî

íåîáõîäèìóþ íàì âåëè÷èíó.

Îñîáóþ ðîëü èãðàþò ðàçëè÷íûå êîìáèíàöèè èç òåíçîðîâ, èñïîëüçóåìûå íà ïðàê-

òèêå. Ââåäåì ïîíÿòèå ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ òåíçîðîâ. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü êîí-

êðåòíûå ïðèìåðû, åñòåñòâåííî ïîäðàçóìåâàÿ, ÷òî âñå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü áåç

òðóäà îáîáùåíû íà ïðîèçâîëüíûé ñëó÷àé.

Ñêëàäûâàòü ìîæíî òîëüêî òåíçîðû îäíîãî è òîãî æå ðàíãà (îíè äîëæíû áûòü

îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ðàç êîâàðèàíòíû è êîíòðàâàðèàíòíû). Ïîä ñóììîé äâóõ òåí-

çîðîâ Ak
ij è B

k
ij áóäåì ïîíèìàòü òåíçîð Ck

ij:

Ck
ij = Ak

ij +Bk
ij.

Îáðàòíàÿ îïåðàöèÿ � ðàçíîñòü òåíçîðîâ Dk
ij ìîæåò áûòü ââåäåíà àáñîëþòíî àíàëî-

ãè÷íî:

Dk
ij = Ak

ij −Bk
ij.

15



Ìîæíî ââåñòè ïðîèçâåäåíèå äâóõ òåíçîðîâ. Ýòà îïåðàöèÿ âîçìîæíà äëÿ òåíçîðîâ

ëþáîé ñòðóêòóðû; ïðîèçâåäåíèåì òåíçîðîâ Ak
ij è B

m
l áóäåì ñ÷èòàòü âåëè÷èíó:

Ckm
ijl = Ak

ij ·Bm
l .

Êàê âèäíî, ïðè ïåðåìíîæåíèè òåíçîðîâ èõ ðàíãè áóäóò ñêëàäûâàòüñÿ [5]. Åùå ñî

øêîëüíûõ âðåìåí èçâåñòíî, ÷òî åñòü îïåðàöèÿ äåëåíèÿ, îáðàòíàÿ ê óìíîæåíèþ. Â

ñëó÷àå ñ òåíçîðàìè âñå íåìíîãî ñëîæíåå, ÷åì îáû÷íî. Ïîñìîòðèì, ÷òî áóäåò â ñëó÷àå

äåëåíèÿ íà âåêòîð. Ïóñòü íàì íóæíî ðàçäåëèòü òåíçîð Aj
i íà âåêòîð b

k. Ïîñòàðàåìñÿ

îïðåäåëèòü ïðèðîäó òîãî, ÷òî ïîëó÷èòñÿ â ðåçóëüòàòå. Åñëè åñòü ¾íå÷òî¿ C?
? , ÿâëÿ-

þùååñÿ ÷àñòíûì Aj
i è b

k, òî ïîëó÷èòñÿ:

C?
?b

k = Aj
i .

×òîáû â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè ñîâïàëè èíäåêñû, íóæíî èìåòü òåíçîð Cj
ik. Òîãäà ìû

ïîëó÷èì ïðîèçâåäåíèå âèäà Cj
ikb

k, ãäå ïî èíäåêñó k ìîæíî ïðîâåñòè ñóììèðîâàíèå,

è òîãäà ïîëó÷èòñÿ 1 ðàç êîâàðèàíòíûé è 1 ðàç êîíòðàâàðèàíòíûé òåíçîð, êàê è

â ïðàâîé ÷àñòè. Ñôîðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò â âèäå ïðàâèëà ÷àñòíîãî [3]:

åñëè ïðîèçâåäåíèå íåêîòîðîãî îáúåêòà C è âåêòîðà bk � òåíçîð âèäà Aj
i , òî C ÿâëÿåòñÿ

òåíçîðîì âèäà Cj
ik.

Ñõåìàòè÷åñêè ýòî ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàê:

Cj
ik =

Aj
i

bk
.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âîçìîæíî ââåñòè ÷àñòíîå è äëÿ äåëåíèÿ òåíçîðà íà êîâåê-

òîð:

Djk
i =

Aj
i

pk
.
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Íåìàëóþ âàæíîñòü èìåþò òåíçîðû, îáëàäàþùèå îïðåäåëåííîé ñèììåòðèåé. Òåí-

çîð íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì ïî èíäåêñàì i è j, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå:

Ak
ij = Ak

ji.

Àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð óäîâëåòâîðÿåò äðóãîìó óñëîâèþ:

Bk
ij = −Bk

ji.

Åñëè òåíçîð íå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì, òî åãî ìîæíî ñäåëàòü òàêîâûì:

A(ij) =
1

2
(Aij + Aji) .

Òî÷íî òàêæå ìîæíî ïðîâåñòè òàê íàçûâàåìîå àëüòåðíèðîâàíèå, èëè ñäåëàòü òåíçîð

àíòèñèììåòðè÷íûì:

A[ij] =
1

2
(Aij − Aij) .

Èç ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè èçâåñòíî, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðÿìîóãîëüíûõ äå-

êàðòîâûõ êîîðäèíàò ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî ïî

ôîðìóëå:

∆s2 = ∆x2 +∆y2 +∆z2,

ãäå ∆x, ∆y è ∆z � ïðîåêöèè ñîåäèíÿþùåãî èõ âåêòîðà íà ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäè-

íàòíûå îñè. Åñëè, êàê ìû ãîâîðèëè âûøå, èñïîëüçîâàòü ¾íóìåðîâàííûå¿ êîîðäèíàòû

è äèôôåðåíöèàëüíî ìàëûå ïðèðàùåíèÿ, ïîëó÷èòñÿ:

ds2 =
(
dx1

)2
+
(
dx2

)2
+
(
dx3

)2
.

Ýòó ôîðìóëó ìîæíî çàïèñàòü â áîëåå îáùåì âèäå, èñïîëüçóÿ òàê íàçûâàåìûé

ñèììåòðè÷íûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gij. Â òàêîì ñëó÷àå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ
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äèôôåðåíöèàëüíî áëèçêèìè òî÷êàìè ìîæåò áûòü çàïèñàíî òàê:

ds2 = gijdx
idxj.

Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò ïðåäñòàâèì ñ ïîìîùüþ ñëå-

äóþùåé ìàòðèöû:

(gij) =


1 0 0

0 1 0

0 0 1


Êîíå÷íî, íà ïåðâûé âçãëÿä èñïîëüçîâàíèå ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà êàæåòñÿ íåíóæíûì

óñëîæíåíèåì. Îäíàêî âîçüìåì êîñîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò x1−x2−x3, ñâÿçàí-

íóþ ñî ñòàíäàðòíûìè êîîðäèíàòàìè x− y − z ïî ôîðìóëàì (ðèñ. 1):

x = x1 + cosφx2;

y = sinφx2;

z = x3;

ãäå φ � óãîë ìåæäó îñÿìè x2 è x. Òîãäà äèôôåðåíöèàëüíûå ïðèðàùåíèÿ êîîðäèíàò

çàïèøóòñÿ òàê:

dx = dx1 + sinφdx2;

dy = cosφdx2;

dz = dx3.

Åñëè âîçâåñòè ýòè ïðèðàùåíèÿ â êâàäðàò è ñëîæèòü, òî äëÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷-

êàìè ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùåå:

ds2 = (dx)2 + (dy)2 + (dy)2 =
(
dx1 + sinφdx2

)2
+
(
sinφdx2

)2
+ (dz)2 =
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= dx1dx1 + 2 sinφdx1dx2 + dx2dx2 + dx3dx3.

Â êà÷åñòâå ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ïðèäåòñÿ âûáèðàòü ñëåäóþùèé

(gij) =


1 sinφ 0

sinφ 1 0

0 0 1

 .

Ðèñ. 1: Êîñîóãîëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò.

Â ðÿäå ñëó÷àåâ êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ìîãóò çàâèñåòü îò ñàìèõ êîîð-

äèíàò. Òàê, åñëè ìû èñïîëüçóåì öèëèíäðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò r − φ − z, òî

ðàññòîÿíèå ìåæäó äèôôåðåíöèàëüíî áëèçêèìè òî÷êàìè áóäåò çàïèñàíî òàê:

ds2 = dr2 + r2dφ2 + dz2.

Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ x1 = r, x2 = φ, x3 = z, òî äàííàÿ ôîðìóëà ïåðåïèøåòñÿ â

ôîðìå:

ds2 =
(
dx1

)2
+
(
x1
)2 (

dx2
)2

+
(
dx3

)2
.
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Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð áóäåò çàïèñàí òàê:

(gij) =


1 0 0

0 (x1)
2

0

0 0 1

 .

Åñëè ìû èìååì äâà âåêòîðà a è b, òî èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü â ôîðìå:

(a,b) = gija
ibj.

Ïîñêîëüêó âåêòîðû ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â ôîðìå a = aiei, b = bjej, òî èõ

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

(a,b) =
(
aiei, b

jej
)
= (ei, ej) a

ibj.

Ïîýòîìó ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñ ïîìî-

ùüþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

gij = (ei, ej) .

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ââåñòè è ìåòðè÷åñêèé òåíçîð äëÿ êîâåêòîðîâ:

gij =
(
ei, ej

)
.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå êîâàðèàíòíîãî è êîíòðàâàðèàíòíîãî

ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðîâ áóäåò ïðåäñòàâëÿòü èç ñåáÿ ñèìâîë Êðîíåêåðà:

gijg
jk = δki .

Êðîìå ýòîãî, ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîäíèìàòü è

îïóñêàòü èíäåêñû äðóãèõ òåíçîðîâ, íàïðèìåð [5]:

gijAi = Aj;
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gijA
i = Aj.

Ãëàâà 2. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ

ãèäðîäèíàìèêè

�1. Áàçîâûå ïîíÿòèÿ

Ãèäðîäèíàìèêà îïèñûâàåò äâèæåíèå æèäêîñòåé è ãàçîâ. ×òîáû ìîæíî áûëî ýòî

ñäåëàòü, íåîáõîäèìî çíàòü òàêèå âåëè÷èíû, êàê ïëîòíîñòü, òåìïåðàòóðó, ñêîðîñòü è

ò.ä.

Åùå â øêîëå èçâåñòíî ïîíÿòèå ïëîòíîñòè êàê îòíîøåíèÿ ìàññû ê îáúåìó:

ρ =
M

V
.

Åñëè òåëî íåîäíîðîäíî, òî ìîæíî ðàññìîòðåòü äîñòàòî÷íî ìàëûé ýëåìåíò îáúåìà V1:

ρ1 =
M1

V1
.

Ñîêðàòèâ îáúåì âîçìîæíî áëèæå îïèñàòü ñâîéñòâà ñðåäû:

ρ2 =
M2

V2
.

Êàçàëîñü áû, ðàññìîòðåâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáúåìîâ V1 > V2 > ... > Vn > ..., òàêóþ

÷òî limn→∞ Vn = 0, âîçìîæíî ïîëó÷èòü çíà÷åíèå ïëîòíîñòè:

ρn =
Mn

Vn
;

ρ = lim
n→∞

ρn.

Òåì íå ìåíåå, ïðè áåñêîíå÷íîì óìåíüøåíèè èçó÷àåìîãî îáúåìà îêàçûâàåòñÿ, ÷òî

ðàçìåðû îáëàñòè ñòàíîâÿòñÿ ñîïîñòàâèìûìè ñ ðàññòîÿíèÿìè ìåæäó ìîëåêóëàìè, èç
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êîòîðûõ ñîñòîèò æèäêîñòü èëè ãàç. Ïî ýòîé ïðè÷èíå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òèïè÷íûé

ëèíåéíûé ðàçìåð l äàííîé îáëàñòè äîëæåí áûòü õîòÿ è ñèëüíî ìåíüøå ìàêðîñêîïè-

÷åñêèõ ðàçìåðîâ L, êîòîðûå îíè çàïîëíÿþò, íî çàìåòíî ïðåâûøàþùèì ðàññòîÿíèÿ

ìåæäó ÷àñòèöàìè λ:

λ << l << L.

Ðèñ. 2: Ê âîïðîñó î ãèïîòåçå ñïëîøíîñòè.

Âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ l çàâèñÿò îò êîíêðåòíûõ óñëîâèé çàäà÷è. Êàê ïðàâèëî, â

¾êîìíàòíûõ¿ óñëîâèÿõ òèïè÷íîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ìîëåêóëàìè ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó

ïîðÿäêà λ ∼ 10−7 ñì. Åñëè ìû ãîâîðèì î ìåæçâåçäíîì ãàçå â ãàëàêòèêàõ, òî λ ∼ 1 ñì.

Êîíå÷íî, êîíå÷íîñòü ðàññòîÿíèé ìåæäó ìîëåêóëàìè íåñêîëüêî îáåñöåíèâàåò âîç-

ìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì. Òåì íå

ìåíåå, â ãèäðîäèíàìèêå èñïîëüçóåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ ãèïîòåçà ñïëîøíîñòè: æèä-

êîñòü èëè ãàç ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ñïëîøíóþ ñðåäó, ò.å. çàïîëíÿåò ïðåäîñòàâëåííûé

åé îáúåì áåç êàêèõ-ëèáî ïðîìåæóòêîâ [6].

Ïðè èçó÷åíèè äâèæåíèÿ æèäêîñòè âîçìîæíû äâà ðàçëè÷íûõ ïîäõîäà. Ñ îäíîé

ñòîðîíû, ìû ìîæåì âçÿòü êàêóþ-ëèáî ÷àñòèöó â æèäêîñòè è îòñëåæèâàòü åå äâèæå-

íèå â òå÷åíèå íåîáõîäèìîãî íàì ïðîìåæóòêà âðåìåíè. Â òàêîì ñëó÷àå êàæäàÿ òî÷êà

áóäåò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ ñâîèìè íà÷àëüíûìè êîîðäèíàòàìè ξ1, ξ2 è ξ3. Ñî âðåìåíåì

îíà áóäåò äâèãàòüñÿ ïî çàêîíó:
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x1 = x1(t, ξ1, ξ2, ξ3); (10)

x2 = x2(t, ξ1, ξ2, ξ3); (11)

x3 = x3(t, ξ1, ξ2, ξ3). (12)

Òî÷íî òàêæå ìîæíî çàäàòü òåìïåðàòóðó T , ïëîòíîñòü ρ, ñêîðîñòü vi è äðóãèå

õàðàêòåðèñòèêè ñðåäû â òîì ìåñòå, ãäå ðàñïîëàãàåòñÿ äàííàÿ ÷àñòèöà:

T = T (t, ξ1, ξ2, ξ3);

ρ = ρ(t, ξ1, ξ2, ξ3);

v1 = v1(t, ξ1, ξ2, ξ3);

v2 = v2(t, ξ1, ξ2, ξ3);

v3 = v3(t, ξ1, ξ2, ξ3).

Òàêîé ïîäõîä íàçûâàåòñÿ ëàãðàíæåâûì [6].

Âîçìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ è äðóãèì ïîäõîäîì. Âîâñå íåîáÿçàòåëüíî èíòåðåñî-

âàòüñÿ âîïðîñîì î òîì, ãäå ðàñïîëàãàëàñü ÷àñòèöà â íà÷àëüíûé ìîìåíò. Ìîæíî âçÿòü

îáû÷íûå êîîðäèíàòû â ïðîñòðàíñòâå, è ïîñìîòðåòü, êàêèå ñêîðîñòè, òåìïåðàòóðû è

ò.ä. ñîîòâåòñòâóþò èì â äàííûé ìîìåíò:

T = T (t, x1, x2, x3);

ρ = ρ(t, x1, x2, x3);

v1 = v1(t, x1, x2, x3);
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v2 = v2(t, x1, x2, x3);

v3 = v3(t, x1, x2, x3).

Òàêîé ïîäõîä íàçûâàåòñÿ ýéëåðîâûì [6].

Âñòàåò âïîëíå ëîãè÷íûé âîïðîñ î òîì, êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ýòè äâà ïîäõîäà.

Êîíå÷íî, åñëè ïîëîæèòü t = 0, òî ýéëåðîâû êîîðäèíàòû xi ñîâïàäóò ñ ëàãðàíæåâû-

ìè ξi. Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íèìè óñòàíàâëèâàåòñÿ ôîðìóëàìè (10)�(12). Âîçìîæíî

òàêæå óñòàíîâëåíèå îáðàòíîãî ñîîòâåòñòâèÿ:

ξ1 = ξ1(t, x1, x2, x3);

ξ2 = ξ2(t, x1, x2, x3);

ξ3 = ξ3(t, x1, x2, x3).

×òîáû ñîîòâåòñòâèå áûëî âçàèìíî îäíîçíà÷íûì, íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ÿêî-

áèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ, õàðàêòåðèçóþùèé, ê ïðèìåðó, çàêîí (10)�(12)

(
∂x

∂ξ

)
= det


∂ξ1

∂x1
∂ξ1

∂x2
∂ξ1

∂x3

∂ξ2

∂x1
∂ξ2

∂x2
∂ξ2

∂x3

∂ξ3

∂x1
∂ξ3

∂x2
∂ξ3

∂x3

 .

áûë êîíå÷íûì (íå îáðàùàëñÿ â íóëü èëè áåñêîíå÷íîñòü)

0 <

(
∂x

∂ξ

)
<∞.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ñêîðîñòè â ýéëåðîâûõ ïåðåìåííûõ:

v = dx/dt
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ðå÷ü èäåò íå î äèôôåðåíöèðîâàíèè ïî âðåìåíè íåçàâèñèìûõ ýéëåðîâûõ êîîðäèíàò,

à îá èçìåíåíèè êîîðäèíàò êîíêðåòíîé ÷àñòèöû â æèäêîñòè, ò.å. î ëàãðàíæåâûõ ïå-

ðåìåííûõ [7].

Êàê ïðàâèëî, âñå ôóíêöèè, õàðàêòåðèçóþùèå ñâîéñòâà ñïëîøíîé ñðåäû, òàê èëè

èíà÷å çàâèñÿò îò âðåìåíè. Ïîýòîìó ðàíî èëè ïîçäíî ïðèõîäèòñÿ èõ äèôôåðåíöèðî-

âàòü. Â ñëó÷àå ëàãðàíæåâà ïîäõîäà ìû èìååì ïîëíûå ïðîèçâîäíûå (èíîãäà èõ íà-

çûâàþò ñóáñòàíöèîíàëüíûìè). Ïîñìîòðèì, êàê ëàãðàíæåâà ïðîèçâîäíàÿ íåêîòîðîé

ôóíêöèè f(t, ξ1, ξ2, ξ3) (ïî âêóñó ÷èòàòåëÿ ýòî ìîæåò áûòü òåìïåðàòóðà, ïëîòíîñòü

èëè íå÷òî äðóãîå) ïî âðåìåíè df
dt

ñâÿçàíà ñ ýéëåðîâîé ïðîèçâîäíîé òîé æå ñàìîé

ôóíêöèè f(t, x1, x2, x3). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé

ôóíêöèè (íàïîìíèì, ìû èìååì:

df

dt
=
∂f

∂t
+
dx1

dt

∂f

∂x1
+
dx2

dt

∂f

∂x2
+
dx3

dt

∂f

∂x3
.

Çàìåíèâ ïðîèçâîäíûå íà ñêîðîñòè:

dxi

dt
= vi,

ìîæíî (ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðàâèëà ñóììèðîâàíèÿ Ýéíøòåéíà) ïîëó÷èòü âûðàæåíèå:

df

dt
=
∂f

∂t
+ vi

∂f

∂xi
.

Åñëè âñïîìíèòü, ÷òî åñòü ñèìâîëè÷åñêèé âåêòîð ¾íàáëà¿, îïðåäåëÿåìûé ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì:

∇ =

(
∂

∂x1
,
∂

∂x2
,
∂

∂x3

)
,

òî äàííàÿ ôîðìóëà ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà òàê:

df

dt
=
∂f

∂t
+ (v,∇)f.
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�2. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ æèäêîñòè

Ïðè èçó÷åíèè ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ â æèäêîñòè èëè ãàçå, íåîáõîäèìî óìåòü

îïèñûâàòü ñêîðîñòè äâèæåíèÿ, ïëîòíîñòü è äðóãèå âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå èõ

ñâîéñòâà. Ðàññìîòðèì íåáîëüøîé îáúåì æèäêîñòè. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì

ïîëàãàòü, ÷òî îí èìååò ôîðìó êóáà ñî ñòîðîíîé a (ðèñ. 3). Â òàêîì ñëó÷àå ðàçíîñòü

ïîòîêîâ ÷åðåç ïðàâóþ è ëåâóþ ñòîðîíû áóäåò ðàâíà:

ρ(x1 + a, x2, x3, t)v1(x1 + a, x2, x3, t)a2 − ρ(x1 + dx1, x2, x3, t)v1(x1 + dx1, x2, x3, t)a2 ∼=

∼=
∂(ρv1)

∂x1
a3.

Çàìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íûå ðàâåíñòâà ìîæíî çàïèñàòü äëÿ ïîòîêîâ ÷åðåç êàæäóþ èç

ãðàíåé êóáà. Èõ ñóììà áóäåò õàðàêòåðèçîâàòü èçìåíåíèå ìàññûm æèäêîñòè èëè ãàçà

âíóòðè äàííîãî êóáà â åäèíèöó âðåìåíè:

dm

dt
∼= −

(
∂(ρv1)

∂x1
+
∂(ρv2)

∂x2
+
∂(ρv3)

∂x3

)
a3. (13)

Ðèñ. 3: Âûâîä óñëîâèÿ íåðàçðûâíîñòè.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ìàññó ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷åðåç ïëîòíîñòü êàêm = ρa3, à â ïðàâîé

÷àñòè (13) ñòîèò äèâåðãåíöèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìàññû íà ñêîðîñòü:

div (ρv) =
∂(ρv1)

∂x1
+
∂(ρv2)

∂x2
+
∂(ρv3)

∂x3
,
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ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî:

∂ρ

∂t
a3 ∼= − div (ρv) a3.

Åñëè ñîêðàòèòü îáå ÷àñòè íà a3, è óñòðåìèòü a → 0, ìû ïîëó÷èì òàê íàçûâàåìîå

óñëîâèå íåðàçðûâíîñòè:

∂ρ

∂t
+ div (ρv) = 0.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû âåêòîðíîãî àíàëèçà, ìîæíî çàïèñàòü, ÷òî

∂ρ

∂t
+ ρ div v+ (v, grad ρ) = 0.

Â òîì ñëó÷àå, åñëè æèäêîñòü ÿâëÿåòñÿ íåñæèìàåìîé (åå ïëîòíîñòü íå ìåíÿåòñÿ íè â

ïðîñòðàíñòâå, íè ñî âðåìåíåì), â óñëîâèè íåðàçðûâíîñòè îñòàíåòñÿ ëèøü äèâåðãåíò-

íàÿ ÷àñòü:

div v = 0.

Óñëîâèå íåðàçðûâíîñòè íàëàãàåò óñëîâèå íà èçìåíåíèå ïëîòíîñòè è ñêîðîñòè æèä-

êîñòè. Êðîìå ýòîãî, íåîáõîäèìî çàïèñàòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ æèäêîñòè. Â ìå-

õàíèêå èçâåñòåí âòîðîé çàêîí Íüþòîíà, êîòîðûé ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü èçìåíåíèå

ñêîðîñòè òåëà:

m
dv

dt
= F.

Òî÷íî òàêæå, êàê è ðàíüøå, ðàññìîòðèì íåáîëüøîé êóáèê â æèäêîñòè ñî ñòîðîíîé

a, ìàññà êîòîðîãî âûðàæàåòñÿ êàê m = ρa3 (ðèñ. 4) Ñèëó ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå

÷àñòè:

F = P+G.

Ñèëà P íîñèò ïîâåðõíîñòíûé õàðàêòåð è îïèñûâàåò äàâëåíèå, êîòîðîå äåéñòâóåò

íà ïîâåðõíîñòü êóáèêà. Åå ìîæíî ðàññ÷èòàòü êàê ðàçíîñòü ñèë Fp, äåéñòâóþùèõ
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íà ïðîòèâîïîëîæíûå ãðàíè êóáèêà. Ê ïðèìåðó, ïðîåêöèÿ P íà îñü x1 ìîæåò áûòü

âû÷èñëåíà òàê:

P 1 = F 1
p (x

1 + a, x2, x3, t)− F 1
p (x

1, x2, x3, t) ∼=
∂F 1

p

∂x1
a.

Â ñâîþ î÷åðåäü, ñèëà Fp ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç äàâëåíèå è ïëîùàäü ïîâåðõíî-

ñòè êóáà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F 1
p = pa2.

Òîãäà

P 1 ∼=
∂pa2

∂x1
a =

∂p

∂x1
a3.

Àíàëîãè÷íûå óñëîâèÿ ìîæíî çàïèñàòü è äëÿ äðóãèõ êîìïîíåíò ñèëû P :

P 2 ∼==
∂p

∂x2
a3.

P 3 ∼==
∂p

∂x3
a3.

Ñèëà G íîñèò âíóòðåííèé õàðàêòåð. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî îíà

ïðîïîðöèîíàëüíà ìàññå:

G = mf, (14)

ãäå f � óäåëüíàÿ ñèëà, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà åäèíèöó ìàññû. Ê ïðèìåðó, â ñëó÷àå, åñëè

åäèíñòâåííàÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà æèäêîñòü � ñèëà òÿæåñòè, òî f áóäåò ñîîòâåòñòâî-

âàòü âåêòîðó óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî m = ρa3, ïîêîìïîíåíòíî

(14) ìîæíî çàïèñàòü òàê:

G1 = ρa3f 1;

G2 = ρa3f 2;
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G3 = ρa3f 3.

Òàêèì îáðàçîì, ñóììàðíàÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà êóáèê, áóäåò âûðàæàòüñÿ ñëåäóþ-

ùåé ôîðìóëîé:

F 1 ∼=
∂p

∂x1
a3 + ρa3f 1;

F 2 ∼=
∂p

∂x2
a3 + ρa3f 2;

F 3 ∼=
∂p

∂x2
a3 + ρa3f 2.

Ðèñ. 4: Ïîâåðõíîñòíûå ñèëû.

Òîãäà óðàâíåíèå äâèæåíèÿ êóáèêà çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρa3
dvi

dt
∼=

∂p

∂xi
a3 + ρa3f i.

Óñòðåìèâ ðàçìåðû ê íóëþ a→ 0, ìîæíî ïîëó÷èòü ÷òî:

ρ
dvi

dt
=

∂p

∂xi
+ ρf i.

Âñïîìíèâ, ÷òî

∇p = grad p =

(
∂p

∂x1
,
∂p

∂x2
,
∂p

∂x3

)
,

ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü äàííîå óðàâíåíèå â âåêòîðíîì âèäå:

dv

dt
=

1

ρ
∇p+ f.

29



Ìîæíî òàêæå ó÷åñòü, ÷òî ñóáñòàíöèîíàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñêîðîñòè ïðåäñòàâèìà â

âèäå:

dv

dt
=
∂v

∂t
+ (v,∇)v.

Òîãäà ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå Ýéëåðà:

∂v

∂t
+ (v,∇)v =

1

ρ
∇p+ f.

Åãî òàêæå ìîæíî ñ÷èòàòü îñíîâíûì óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ æèäêîñòè èëè ãàçà â

ïðîñòåéøåì ñëó÷àå. Óñëîâèÿ åãî ïðèìåíèìîñòè ìû îáñóäèì ÷óòü ïîçæå, óïîìÿíåì

âêðàòöå, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ìû ïðåíåáðåãàåì âÿçêîñòüþ.

Íà äàííûé ìîìåíò ìû èìååì îäíî âåêòîðíîå óðàâíåíèå Ýéëåðà (ðàâíîñèëüíîå,

ïî ñóòè, ñèñòåìå èç òðåõ ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé) è îäíî ñêàëÿðíîå óñëîâèå íåðàç-

ðûâíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè ÷åòûðå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèõ

ýâîëþöèþ ïÿòè âåëè÷èí: òðåõ êîìïîíåíò ñêîðîñòè v (v1, v2 è v3), ïëîòíîñòè æèäêî-

ñòè ρ è åå äàâëåíèÿ p. Êàê âèäíî, óðàâíåíèé ïîêà ÷òî íåäîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû

íàéòè âûðàæåíèÿ äëÿ ýòèõ ôóíêöèé.

Òåì íå ìåíåå, èç ìîëåêóëÿðíîé ôèçèêè èçâåñòíî [8], ÷òî ìàêðîñêîïè÷åñêèå õà-

ðàêòåðèñòèêè ãàçà (òàêèå êàê äàâëåíèå, òåìïåðàòóðà è ò.ä.) ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì

ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ýòî óðàâíåíèå Ìåíäåëååâà �

Êëàïåéðîíà:

pV =
m

µ
RT,

ãäå V � îáúåì ôðàãìåíòà ãàçà, m � åãî ìàññà, µ � ìîëÿðíàÿ ìàññà, R � óíèâåðñàëüíàÿ

ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ, T � òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà. Â òàêîì ñëó÷àå äàâëåíèå
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ìîæíî âûðàçèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

p =
1

µ

m

V
RT,

p =
1

µ
ρRT.

Åñëè ïîëàãàòü, ÷òî òåìïåðàòóðà ãàçà ïîñòîÿííà, òî ïîëó÷àåòñÿ æåñòêàÿ ñâÿçü

ìåæäó ïëîòíîñòüþ ρ è äàâëåíèåì p, è ñèñòåìà óðàâíåíèé ñòàíîâèòñÿ ïîëíîé. Âîîáùå

ãîâîðÿ, ïðîöåññû, äëÿ êîòîðûõ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé

ëèøü ïëîòíîñòè:

p = f(ρ),

íàçûâàþòñÿ áàðîòðîïíûìè [6].

Ñôîðìóëèðîâàííûå ïðåäïîëîæåíèÿ îïèñûâàþò òàê íàçûâàåìóþ èäåàëüíóþ æèä-

êîñòü èëè ãàç. Ýòî ñðåäà, â êîòîðîé ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïðîöåññàìè, ñâÿçàííûìè ñ

âÿçêîñòüþ è òåïëîïðîâîäíîñòüþ. Â òàêîì ñëó÷àå ïîëíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé áóäåò

âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂ρ
∂t

+ div (ρv) = 0;

∂v
∂t

+ (v,∇)v = 1
ρ
∇p+ f;

p = f(ρ).

Êðîìå ýòîãî, íåîáõîäèìî ñôîðìóëèðîâàòü óñëîâèÿ íà ãðàíèöå, êîòîðûå ïîçâîëÿò

íàéòè ðåøåíèÿ äàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Åñëè ìû ðàññìîòðèì òå÷åíèå æèäêîñòè

íà ãðàíèöå, òî ëîãè÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî æèäêîñòü íå òå÷åò ÷åðåç ãðàíèöó. Ýòî

ñâîäèòñÿ ê òàê íàçûâàåìîìó óñëîâèþ íåïðîòåêàíèÿ íà ãðàíèöå [6]:

vn = 0.
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×òî êàñàåòñÿ äàâëåíèÿ, òî îíî äîëæíî ñîîòâåòñòâîâàòü òîìó, ÷òî çàäàíî íà ãðà-

íèöå èñõîäÿ èç âíåøíèõ ôàêòîðîâ:

p = p0.

Íàïðèìåð, åñëè ðå÷ü èäåò î âîäå â ñòàêàíå, òî îêîëî ïîâåðõíîñòè äàâëåíèå æèäêîñòè

äîëæíî áûòü ðàâíî àòìîñôåðíîìó. Íàêîíåö, åñëè ìîæíî ãîâîðèòü î áàðîòðîïíîñòè,

ò.å. äàâëåíèå è ïëîòíîñòü ñâÿçàíû ñ ïîìîùüþ àëãåáðàè÷åñêîãî ñîîòíîøåíèÿ, òî óñëî-

âèÿ íà ïëîòíîñòü ρ ïîëó÷àþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè.

�3. Óðàâíåíèå Íàâüå � Ñòîêñà.

Êàê óæå áûëî ñêàçàíî âûøå, ìîäåëü èäåàëüíîé æèäêîñòè èëè ãàçà íå ïðåäóñìàò-

ðèâàåò íàëè÷èÿ âÿçêîñòè è òåïëîïðîâîäíîñòè. Åñòåñòâåííî, ÷òî â ðåàëüíûõ æèäêî-

ñòÿõ è ãàçàõ åñòü è âíóòðåííåå òðåíèå, è ïðîöåññû ïåðåäà÷è òåïëà. Ýòî ñòàâèò íàñ

ïåðåä íåîáõîäèìîñòüþ ñôîðìóëèðîâàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé, ó÷èòûâàþùóþ äàííûå

ýôôåêòû.

Êàê è ðàíüøå, ðàññìîòðèì íåáîëüøîé ôðàãìåíò â ôîðìå êóáà ñî ñòîðîíîé äëèíû

a â æèäêîñòè èëè â ãàçå (ðèñ. 5). Èç ìîëåêóëÿðíîé ôèçèêè èçâåñòíî [8], ÷òî íà

åäèíèöó ïëîùàäè ëåâîãî ðåáðà êóáà äåéñòâóåò óäåëüíàÿ ñèëà, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ

÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ñêîðîñòè è íàïðàâëåííàÿ â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó:

L1 = −η ∂v
∂x1

,

ãäå η � êîýôôèöèåíò äèíàìè÷åñêîé âÿçêîñòè. Ìîæíî ïîêàçàòü [8], ÷òî

η =
ρlw

3
,
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ãäå l � äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ÷àñòèö, èç êîòîðûõ ñîñòîèò æèäêîñòü, w � ñêî-

ðîñòü èõ òóðáóëåíòíûõ äâèæåíèé. Ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ëåâóþ ãðàíü, âûðàæàåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

FL1l = L1(x
1, x2, x3, t)a2.

Íà ïðàâóþ ãðàíü áóäåò äåéñòâîâàòü àíàëîãè÷íàÿ ñèëà:

FL1r = −L1(x
1 + a, x2, x3, t)a2.

Ñóììà ýòèõ ñèë îêàæåòñÿ ñëåäóþùåé:

FL1 = FL1l − FL1r =

= a2
(
L1(x

1, x2, x3, t)− L1(x
1 + a, x2, x3, t)

)
=

= a2
(
−η∂v(x

1, x2, x3, t)

∂x1
+ η

∂v(x1 + a, x2, x3, t)

∂x1

)
=

= ηa2
(
∂v(x1 + a, x2, x3, t)

∂x1
− ∂v(x1, x2, x3, t)

∂x1

)
Ðàçíîñòü, ñòîÿùóþ â ñêîáêàõ, ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(
∂v(x1 + a, x2, x3, t)

∂x1
− ∂v(x1, x2, x3, t)

∂x1

)
∼= ηa3

∂2v

∂(x1)2
.

Òàêèì îáðàçîì, ñèëà áóäåò ñëåäóþùåé:

FL1 = ηa3
∂2v

∂(x1)2
.

Àíàëîãè÷íûå äåéñòâèÿ ìîæíî ïðîäåëàòü è äëÿ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ïåðåäíþþ

è çàäíþþ, à òàêæå âåðõíþþ è íèæíþþ ãðàíè:

FL2 = ηa3
∂2v

∂(x2)2
.
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FL3 = ηa3
∂2v

∂(x3)2
.

Åñëè ñëîæèòü âñå ýòè ñèëû, òî ïîëó÷àåì âûðàæåíèå, îïèñûâàþùåå ¾âÿçêóþ¿

ñîñòàâëÿþùóþ ñèëû, äåéñòâóþùåé íà ýëåìåíò æèäêîñòè:

FL = FL1 + FL2 + FL3 =

= ηa3
∂2v

∂(x1)2
+ ηa3

∂2v

∂(x1)2
+ ηa3

∂2v

∂(x3)2
= ηa3

(
∂2v

∂(x1)2
+

∂2v

∂(x2)2
+

∂2v

∂(x3)2

)
=

= ηa3∆v.

Òîãäà äëÿ ýëåìåíòà æèäêîñòè ìîæíî ñîñòàâèòü óðàâíåíèå äâèæåíèÿ:

m
dv

dt
= ∇pa3 +mf+ ηa3∆v.

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî m = ρa3, ìû ïîëó÷èì:

ρa3
dv

dt
= ∇pa3 + ρa3f+ ηa3∆v.

Ïîäåëèâ îáå ÷àñòè íà ρa3, ìû ïîëó÷èì:

dv

dt
=

1

ρ
∇p+ f+

η

ρ
∆v.

Åñëè ââåñòè òàê íàçûâàåìóþ êèíåìàòè÷åñêóþ âÿçêîñòü ν = η
ρ
, è ðàñêðûòü ñóáñòàí-

öèîíàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ, òî ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå Íàâüå � Ñòîêñà:

∂v

∂t
+ (v,∇)v =

1

ρ
∇p+ f+ ν∆v.

Ïî ñóòè, óðàâíåíèå Íàâüå � Ñòîêñà ÿâëÿåòñÿ ñàìûì óïîòðåáëÿåìûì óðàâíåíè-

åì, ïðèìåíÿåìûì â ãèäðîäèíàìèêå, êîòîðîå äîñòàòî÷íî ïîëíî îïèñûâàåò ðàçëè÷íûå

ïðîöåññû, ïðîèñõîäÿùèå â æèäêîñòÿõ.

34



Íàêîíåö, êàê ãîâîðèëîñü âûøå, ìîäåëü èäåàëüíîé æèäêîñòè íå ó÷èòûâàåò ïðî-

öåññîâ òåïëîïðîâîäíîñòè. ×òîáû ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ æèäêîñòü, áûëà

áîëåå ïîëíîé, íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü òàêæå òåïëîâûå ïðîöåññû. Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ

ýëåìåíòà æèäêîñòè èëè ãàçà âûðàæàåòñÿ ïî ôîðìóëå:

E = U +
mv2

2
= U +

ρa3v2

2
.

Ñîãëàñíî ïåðâîìó çàêîíó òåðìîäèíàìèêè [9], ìîæíî çàïèñàòü, ÷òî

dE = dQ− dA,

ãäå dQ � ïðèòîê êîëè÷åñòâà òåïëîòû â ýëåìåíò, dA � ñîâåðøàåìàÿ ðàáîòà.

×òî êàñàåòñÿ òåïëîòû, òî îíà, ñ îäíîé ñòîðîíû, ñâÿçàíà ñ êàêèìè-òî âíóòðåííèìè

èñòî÷íèêàìè òåïëîòû â ñèñòåìå, íàïðèìåð, ñâÿçàííûìè ñ õèìè÷åñêèìè ðåàêöèÿìè.

Åñëè íå îãîâîðåíî èíîå, òî áóäåì ïîëàãàòü â åäèíèöå îáúåìà çà åäèíèöó âðåìåíè

âûäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâî òåïëîòû, ðàâíîå q:

dQ1 = qmdt;

Êðîìå òîãî, â ñèñòåìå ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü ïîòîêè òåïëà W. Âíîâü ðàññìàòðèâàÿ

êóáèê ñî ñòîðîíîé a, ïîëó÷èì, ÷òî çà åäèíèöó âðåìåíè â íåãî ÷åðåç ëåâóþ ãðàíü

ïîñòóïàåò òåïëîòà:

W 1(x1, x2, x3, t)a2dt.

×åðåç ïðàâóþ ãðàíü èç íåãî óõîäèò òåïëîòà:

W 1(x1 + a, x2, x3, t)a2dt.

Òîãäà ïîòîê òåïëîòû ÷åðåç ëåâóþ è ïðàâóþ ãðàíè áóäåò ñëåäóþùèì:

W 1(x1, x2, x3, t)a2dt−W 1(x1 + a, x2, x3, t)a2dt =
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=
(
W 1(x1, x2, x3, t)−W 1(x1 + a, x2, x3, t)

)
a2dt ∼=

∼= −∂W
1

∂x1
a3dt.

Åñëè ñëîæèòü ïîòîêè ÷åðåç âñå ãðàíè êóáèêà, òî ìû ïîëó÷èì âûðàæåíèå:

dQ2
∼= −∂W

1

∂x1
a3dt− ∂W 2

∂x2
a3dt− ∂W 3

∂x3
a3dt =

= −
(
∂W 1

∂x1
+
∂W 2

∂x2
+
∂W 3

∂x3

)
a3dt = − divWa3dt.

Ñêëàäûâàÿ âûðàæåíèÿ äëÿ êîëè÷åñòâ òåïëîòû, ìû ïîëó÷èì:

dQ = dQ1 + dQ2 = qmdt− divWa3dt =

= qρa3dt− divWa3dt =

(
q +

1

ρ
divW

)
ρa3dt.

×òî êàñàåòñÿ ðàáîòû, òî åå ìîæíî ðàçäåëèòü íà òî, ÷òî ñîâåðøàåòñÿ çà ñ÷åò èçìå-

íåíèÿ ðàçìåðîâ êóáèêà. Ê ïðèìåðó, ïðè ïåðåìåùåíèè ëåâîé ãðàíèöû ñîâåðøàåòñÿ

ðàáîòà:

−p(x1, x2, x3, t)a2dx = −p(x1, x2, x3, t)a2v1dt.

Ïðè ïåðåìåùåíèè ïðàâîé ãðàíèöû ñîâåðøàåòñÿ ðàáîòà:

p(x1 + a, x2, x3, t)a2dx = p(x1, x2, x3 + a, t)a2v1(x1 + a, x2, x3, t)dt.

Ñóììàðíàÿ ðàáîòà ñîñòàâèò âåëè÷èíó:

p(x1 + a, x2, x3, t)a2v1(x1 + a, x2, x3, t)dt− p(x1, x2, x3, t)a2v1dt =
∂(pv1)

∂x1
a3dt.

Åñëè ó÷åñòü òàêæå ðàáîòó äëÿ äâóõ äðóãèõ ïàð ãðàíåé:

p(x1, x2 + a, x3, t)a2v1(x1, x2 + a, x3, t)dt− p(x1, x2, x3, t)a2v1dt =
∂(pv2)

∂x2
a3dt,
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p(x1, x2, x3 + a, t)a2v1(x1, x2, x3 + a, t)dt− p(x1, x2, x3, t)a2v1dt =
∂(pv3)

∂x3
a3dt,

òî ìû ïîëó÷èì ðàáîòó:

dA1 =
∂(pv1)

∂x1
a3dt+

∂(pv2)

∂x2
a3dt+

∂(pv3)

∂x3
a3dt =

=

(
∂(pv1)

∂x1
+
∂(pv2)

∂x2
+
∂(pv3)

∂x3

)
a3dt = div(pv)a3dt.

Íàêîíåö, åñòü ðàáîòà, ñîâåðøàåìàÿ âíåøíèìè ìàññîâûìè ñèëàìè óæå íàä ñàìèì

îáúåìîì:

−dA2 = (F, dx) = (mf,vdt) =

= (f,v)ρa3dt.

Òàêèì îáðàçîì,

dA = dA1 + dA2 = div(pv)a3dt− (f,v)ρa3dt.

Îáùåå óðàâíåíèå äëÿ áàëàíñà ýíåðãèè áóäåò âûãëÿäåò òàê:

dE ∼=
(
q +

1

ρ
divW

)
ρa3dt− div(pv)a3dt+ (f,v)ρa3dt;

Åñëè ââåñòè îáúåìíóþ ïëîòíîñòü ýíåðãèè:

ϵ =
E

a3
= u+ ρv2,

òî ìîæíî çàïèñàòü ïðèðàùåíèå ýíåðãèè òàê:

dE = a3(u+ ρv2) = a3
d

dt
(u+ ρv2)dt.

Òîãäà:

a3
d

dt
(u+ ρv2)dt ∼=

(
q − 1

ρ
divW

)
ρa3dt− div(pv)a3dt+ (f,v)ρa3dt.
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Óñòðåìëÿÿ ðàçìåðû êóáèêà ê íóëþ (a→ 0), ïîëó÷èì:

d

dt
(u+ ρv2) = − div(pv) + q + (f,v)− 1

ρ
divW.

Ðàñêðûâàÿ ñóáñòàíöèîíàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ, ìîæíî çàïèñàòü ýòî ðàâåíñòâî òàê [7]:

∂

∂t
(u+ ρv2) + (v,∇)(u+ ρv2) = −1

ρ
div(pv) + q + (f,v)− 1

ρ
divW.

Íàêîíåö, â äàííîì ñëó÷àå óæå íåîáÿçàòåëüíî îãðàíè÷èâàòüñÿ áàðîòðîïíûìè ïðîöåñ-

ñàìè, ìîæíî çàïèñàòü óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ â îáùåì âèäå:

p = p(ρ, T ).

Òàêæå ìîæíî çàïèñàòü âçàèìîñâÿçü ìåæäó âíóòðåííåé ýíåðãèåé, ïëîòíîñòüþ è òåì-

ïåðàòóðîé:

u = u(ρ, T ).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ìîæåò áûòü çàïèñàíà òàê [7]:

∂ρ
∂t

+ div (ρv) = 0;

∂v
∂t

+ (v,∇)v = 1
ρ
∇p+ f+ ν∆v;

∂
∂t
(u+ ρv2) + (v,∇)(u+ ρv2) = −1

ρ
div(pv) + q + (f,v)− 1

ρ
divW;

p = p(ρ, T );

u = u(ρ, T ).

Óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ äëÿ âÿçêîé æèäêîñòè îáû÷íî çàìåíÿþò óñëîâèåì ïðèëè-

ïàíèÿ:

vτ = v,
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Ðèñ. 5: Âÿçêîñòü.

ãäå vτ � ñêîðîñòü æèäêîñòè â íàïðàâëåíèè ïî êàñàòåëüíîé ê ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà

ñðåä.

�4. Áåçðàçìåðíûå ÷èñëà è ïîäîáèå â ãèäðîäèíàìèêå.

Äîñòàòî÷íî ÷àñòî â ãèäðîäèíàìèêå òðåáóåòñÿ ïîíÿòü, íàñêîëüêî ïîõîæè ïðîöåñ-

ñû, ïðîèñõîäÿùèå ñ òåëàìè è ïîòîêàìè ðàçíûõ ðàçìåðîâ. Ê ïðèìåðó, ïðè ýêñïå-

ðèìåíòàëüíîì èññëåäîâàíèè êîëåáàíèé ìîñòà óäîáíî ïðèìåíÿòü íåáîëüøèå ìàêåòû.

Èõ ìîæíî îáäóâàòü ñ ïîìîùüþ âåíòèëÿòîðà, ìîäåëèðóþùåãî âåòåð, ïåðåìåùàòü ïî

íèì ¾èãðóøå÷íûå¿ àâòîìîáèëè. Òåì íå ìåíåå, íåÿñíî, íàñêîëüêî òàêàÿ ìîäåëü áóäåò

ñîîòâåòñòâîâàòü ðåàëüíîìó ìîñòó è ïîçâîëèò ïðåäñêàçàòü ïîâåäåíèå ðåàëüíûõ ñîîðó-

æåíèé. Àíàëîãè÷íî äåëà îáñòîÿò è ñ àâèàöèîííîé òåõíèêîé: êàê ïðàâèëî, ïðåæäå ÷åì

ïîñòðîèòü ðåàëüíûå îïûòíûå ýêçåìïëÿðû, óìåíüøåííûå ìîäåëè çàïóñêàþò ëåòàòü â

òàê íàçûâàåìîé àýðîäèíàìè÷åñêîé òðóáå, ãäå ìîäåëèðóþòñÿ ðàçëè÷íûå ñèòóàöèè, â

òîì ÷èñëå è âíåøòàòíûå. Ñàìî ñîáîé, ÷òî ïðîâîäèòü òàêèå îïûòû ñ ïîëíîðàçìåðíû-

ìè ýêçåìïëÿðàìè êðàéíå îïàñíî. Ïîýòîìó âàæíî ïîíèìàòü, äåéñòâèòåëüíî ëè òàêèå

óìåíüøåííûå ýêñïåðèìåíòû áóäóò îïèñûâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ÿâëåíèÿ.
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Êðîìå òîãî, åäèíèöû èçìåðåíèÿ â êàæäîé îáëàñòè ôèçèêè æåëàòåëüíî èñïîëü-

çîâàòü ñ îãëÿäêîé íà òî, êàêèå òèïè÷íûå çíà÷åíèÿ ïðèíèìàþò ñîîòâåòñòâóþùèå âå-

ëè÷èíû. Ê ïðèìåðó, ðàññòîÿíèÿ â ãàëàêòèêàõ ðàçóìíî èçìåðÿòü íå â ìåòðàõ èëè

ñàíòèìåòðàõ (òîãäà âñå âåëè÷èíû áóäóò ñ îãðîìíûìè ìíîæèòåëÿìè), à â ïàðñåêàõ

è êèëîïàðñåêàõ. Â ñâÿçè ñ ýòèì èìååò ñìûñë ãîâîðèòü î òàê íàçûâàåìûõ õàðàêòåð-

íûõ âåëè÷èíàõ. Ê ïðèìåðó, â ñëó÷àå äâèæåíèÿ â æèäêîñòè øàðà äèàìåòðîì 12 ñì

õàðàêòåðíûì ëèíåéíûì ðàçìåðîì ìîæíî ñ÷èòàòü L = 12 cì èëè äàæå L = 10 ñì.

Åñëè òîò æå ñàìûé øàð ïåðåìåùàåòñÿ ïî òðóáå äèàìåòðîì 12.4 ñì, òî â êà÷åñòâå õà-

ðàêòåðíîãî ðàçìåðà ìîæíî ñ÷èòàòü ðàññòîÿíèå îò øàðà äî ñòåíêè òðóáêè, ò.å. òîãäà

ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü L = 0.2 ñì.

Ìîæíî èñïîëüçîâàòü ýòè õàðàêòåðíûå çíà÷åíèÿ êàê åäèíèöû äëÿ èçìåðåíèÿ êî-

îðäèíàò (èíäåêñ ïî âîçìîæíîñòè áóäåì îïóñêàòü èíäåêñ, îáîçíà÷àþùèé íîìåð êîîð-

äèíàòû):

x = x̃L.

Â òàêîì ñëó÷àå ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ìîæíî çàïèñàòü òàê:

∂

∂x
=

∂

∂(x̃L)
=

1

L

∂

∂x̃
.

Òî æå ñàìîå ìîæíî çàïèñàòü è äëÿ îïåðàòîðà ¾íàáëà¿, èñïîëüçóåìîãî ïðè çàïèñè

ãðàäèåíòà è äèâåðãåíöèè:

∇ =
1

L
∇̃.

Àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå âîçìîæíî çàïèñàòü è äëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé:

∂2

∂x2
=

∂2

∂(x̃L)2
=

1

L2

∂2

∂x̃2
.
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Òî÷íî òàêæå ìîæíî âûðàçèòü è îïåðàòîð Ëàïëàñà:

∆ =
1

L2
∆̃.

Òî÷íî òàê æå, êàê ìû ââîäèëè õàðàêòåðíûå çíà÷åíèÿ äëÿ äëèí, ìîæíî ââåñòè

õàðàêòåðíûå çíà÷åíèÿ âðåìåíè T :

t = t̃T.

Â òàêîì ñëó÷àå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè çàïèøóòñÿ òàê:

∂

∂t
=

∂

∂t̃T
=

1

T

∂

∂t̃
.

Ïîñìîòðèì, êàê â òàêîì ñëó÷àå áóäåò çàïèñûâàòüñÿ óðàâíåíèå Íàâüå � Ñòîêñà:

1

T

∂v

∂t̃
+

1

L
(v, ∇̃)v = − 1

L

1

ρ
∇̃p+ f+ ν

1

L2
∆̃v.

Äîìíîæèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà L:

L

T

∂v

∂t̃
+ (v, ∇̃)v = −1

ρ
∇̃p+ Lf+ ν

1

L
∆̃v.

Êðîìå ýòîãî, ìîæíî òî÷íî òàêæå ââåñòè õàðàêòåðíóþ âåëè÷èíó ñêîðîñòè V . Â

òàêîì ñëó÷àå, èçìåðÿÿ ñêîðîñòü â ýòèõ õàðàêòåðíûõ âåëè÷èíàõ, âîçìîæíî çàïèñàòü

ñëåäóþùåå:

v = ṽV.

Òîãäà óðàâíåíèå Íàâüå � Ñòîêñà áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

LV

T

∂ṽ

∂t̃
+ V 2(ṽ, ∇̃)ṽ = −1

ρ
∇̃p+ Lf+ ν

V

L
∆̃ṽ.

Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè íà V 2, ïîýòîìó óðàâíåíèå çàïèøåòñÿ òàê:

L

V T

∂ṽ

∂t̃
+ (ṽ, ∇̃)ṽ = − 1

V 2

1

ρ
∇̃p+ L

V 2
f+ ν

1

V L
∆̃ṽ.
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Ïëîòíîñòü òî÷íî òàêæå âîçìîæíî èçìåðÿòü â õàðàêòåðíûõ âåëè÷èíàõ ρ0:

ρ = ρ̃ρ0.

Òîãäà:

L

V T

∂ṽ

∂t̃
+ (ṽ, ∇̃)ṽ = − 1

ρ0V 2

1

ρ̃
∇̃p+ L

V 2
f+ ν

1

V L
∆̃ṽ.

×òî êàñàåòñÿ âåëè÷èíû f, õàðàêòåðèçóþùåé âíóòðåííèå ñèëû, òî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

îíà íàïðàâëåíà âäîëü îñè x3. Â òàêîì ñëó÷àå:

f = −ge3,

è:

L

V T

∂ṽ

∂t̃
+ (ṽ, ∇̃)ṽ = − 1

ρ0V 2

1

ρ̃
∇̃p− gL

V 2
e3 + ν

1

V L
∆̃ṽ.

Íàêîíåö, ìîæíî èçìåðÿòü äàâëåíèå â òàêèõ æå õàðàêòåðíûõ âåëè÷èíàõ P :

p = p̃P.

Òîãäà:

L

V T

∂ṽ

∂t̃
+ (ṽ, ∇̃)ṽ = −

ρ0V 2

1

ρ̃
∇̃p̃− gL

V 2
e3 + ν

1

V L
∆̃ṽ.

Êàê âèäíî, âñå âåëè÷èíû òåïåðü èçìåðÿþòñÿ â áåçðàçìåðíûõ åäèíèöàõ. Â ñâÿçè ñ

ýòèì ìîæíî èñïîëüçîâàòü öåëûé ðÿä êîýôôèöèåíòîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ äâèæåíèå

æèäêîñòè.

Ïåðâûé � ýòî ÷èñëî Ñòðóõàëà:

St =
LV

T
.

Òîãäà óðàâíåíèå çàïèøåòñÿ òàê:

St
∂ṽ

∂t̃
+ (ṽ, ∇̃)ṽ = −

ρ0V 2

1

ρ̃
∇̃p̃− gL

V 2
e3 + ν

1

V L
∆̃ṽ.

42



Â ïåðâóþ î÷åðåäü îíî õàðàêòåðèçóåò òèïè÷íûå âðåìåíà ïðîöåññîâ. Äëÿ ìåäëåííûõ

ïðîöåññîâ õàðàêòåðíîå âðåìÿ T äîñòàòî÷íî âåëèêî è St ≪ 1. Â òàêîì ñëó÷àå ïðîèç-

âîäíîé ïî âðåìåíè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, è òîãäà îñíîâíóþ ðîëü â ïðàâîé ÷àñòè óðàâ-

íåíèÿ Íàâüå � Ñòîêñà èãðàåò êîíâåêòèâíàÿ ÷àñòü:

(ṽ, ∇̃)ṽ = − P

ρ0V 2

1

ρ̃
∇̃p̃− gL

V 2
e3 + ν

1

V L
∆̃ṽ.

Åñëè æå òèïè÷íûå âðåìåíà T ìàëû, òî ÷èñëî Ñòðóõàëà íàïðîòèâ îãðîìíî St ≫

1, è ìîæíî ó÷èòûâàòü ëèøü ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè (ïðåíåáðåãàÿ êîíâåêòèâíûìè

ñëàãàåìûìè â óðàâíåíèè Íàâüå � Ñòîêñà):

St
∂ṽ

∂t̃
= − P

ρ0V 2

1

ρ̃
∇̃p̃− gL

V 2
e3 + ν

1

V L
∆̃ṽ.

Åùå îäíî áåçðàçìåðíîå ÷èñëî � ÷èñëî Ðåéíîëüäñà:

Re =
LV

ν
.

Ñ åãî ââåäåíèåì êîýôôèöèåíò ïðè îïåðàòîðå Ëàïëàñà ìîæíî ïåðåïèñàòü:

St
∂ṽ

∂t̃
+ (ṽ, ∇̃)ṽ = − P

ρ0V 2

1

ρ̃
∇̃p̃− gL

V 2
e3 +

1

Re
∆̃ṽ.

×èñëî Ðåéíîëüäñà õàðàêòåðèçóåò ðîëü âÿçêîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ èíåðöèîííûìè ýô-

ôåêòàìè â æèäêîñòè. Â òîì ñëó÷àå, åñëè ÷èñëî Ðåéíîëüäñà äîñòàòî÷íî âåëèêî

(Re≫ 1), òî ¾âÿçêèì¿ ñëàãàåìûì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü:

St
∂ṽ

∂t̃
+ (ṽ, ∇̃)ṽ = − P

ρ0V 2

1

ρ̃
∇̃p̃− gL

V 2
e3.

Â òàêîì ñëó÷àå îáû÷íî ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî òå÷åíèå æèäêîñòè áóäåò íîñèòü òóðáó-

ëåíòíûé õàðàêòåð. Òåì íå ìåíåå, ñòîèò îòìåòèòü òàê íàçûâàåìûé ïàðàäîêñ íóëåâîé
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âÿçêîñòè. Åñëè ÷èñëî Ðåéíîëüäñà ïîëàãàåòñÿ áåñêîíå÷íûì, à âÿçêîñòü ν � íóëåâîé,

òî â òàêîì ñëó÷àå âèõðè â æèäêîñòè áóäóò ñóùåñòâîâàòü â òå÷åíèå áåñêîíå÷íîãî

âðåìåíè. Òåì íå ìåíåå, ïðè îòñóòñòâèè âÿçêîñòè íè îäèí âèõðü ïðîñòî íå ìîæåò

âîçíèêíóòü â ñèëó ïðè÷èí áàçîâîãî õàðàêòåðà. Ïîýòîìó äëÿ ðåàëèñòè÷íîé êàðòè-

íû è âîçíèêíîâåíèÿ âèõðåé â æèäêîñòè âÿçêîñòü äîëæíà áûòü õîòÿ è äîñòàòî÷íî

íåáîëüøîé, íî êîíå÷íîé.

Êàê ïðàâèëî, äëÿ êàæäîé êîíôèãóðàöèè òå÷åíèÿ (â ðàçëè÷íûõ òðóáàõ, ïëàâà-

þùèõ òåëàõ ðàçíîé ôîðìû è ò.ä.) ââîäÿò êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ÷èñåë Ðåéíîëüäñà.

Åñëè ÷èñëî Ðåéíîëüäñà ïðåâûøàåò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå, òî äâèæåíèå ïåðåõîäèò îò

ëàìèíàðíîãî ðåæèìà ê òóðáóëåíòíîìó. Êàê ïðàâèëî, êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ÷èñëà

Ðåéíîëüäñà ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíû ïîðÿäêà 102..3.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îõàðàêòåðèçîâàòü ðîëü âíóòðåííèõ ñèë, ââîäÿò òàê íàçûâàåìîå

÷èñëî Ôðóäà:

Fr =
V 2

gL
.

Ñ åãî ó÷åòîì óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòîêñà çàïèøåòñÿ òàê:

St
∂ṽ

∂t̃
+ (ṽ, ∇̃)ṽ = − P

ρ0V 2

1

ρ̃
∇̃p̃− 1

Fr
e3 +

1

Re
∆̃ṽ.

Åñëè Fr ≫ 1, òî ñèëû èíåðöèè ïðåâàëèðóþò íàä âíóòðåííèìè ñèëàìè (íàïðèìåð,

ñèëîé òÿæåñòè), è â òàêîì ñëó÷àå ìîæíî çàïèñàòü óðàâíåíèå Íàâüå � Ñòîêñà òàê:

St
∂ṽ

∂t̃
+ (ṽ, ∇̃)ṽ = − P

ρ0V 2

1

ρ̃
∇̃p̃+ 1

Re
∆̃ṽ.

Íàêîíåö, ââîäÿò ÷èñëî Ýéëåðà:

Eu =
ρ0V

2

2P
.
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Îíî îïèñûâàåò ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè òóðáóëåíòíûõ äâèæåíèé

æèäêîñòè è åå äàâëåíèåì. Â òàêîì ñëó÷àå óðàâíåíèå Íàâüå � Ñòîêñà ïåðåïèøåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

St
∂ṽ

∂t̃
+ (ṽ, ∇̃)ṽ = − 1

2Eu
∇̃p̃− 1

Fr
e3 +

1

Re
∆̃ṽ.

Åñëè ÷èñëî Ýéëåðà âåëèêî

Eu≫ 1,

òî:

St
∂ṽ

∂t̃
+ (ṽ, ∇̃)ṽ = − 1

Fr
e3 +

1

Re
∆̃ṽ.

Äîâîëüíî ÷àñòî, êîãäà óðàâíåíèÿ çàïèñûâàþò â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ, òèëü-

äû íàä ïåðåìåííûìè è îïåðàòîðàìè îïóñêàþò è çàïèñûâàþò óðàâíåíèÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

St
∂v

∂t̃
+ (v,∇)v = − 1

2Eu
∇p− 1

Fr
e3 +

1

Re
∆v.

Êàê âèäíî, â ñëó÷àå ïðîöåññîâ, èìåþùèõ ðàçíûå ðàçìåðû, íî îäèíàêîâûå áåçðàç-

ìåðíûå êîýôôèöèåíòû St, Re, Eu, Fr, âñå ÿâëåíèÿ áóäóò ïðîèñõîäèòü îäèíàêîâî.

Ýòî ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü îïûòû ñ óìåíüøåííûìè ìîñòàìè, ¾èãðóøå÷íûìè ñàìîëå-

òàìè¿ â àýðîäèíàìè÷åñêèõ òðóáàõ è ò.ä. Îíè äåéñòâèòåëüíî âîñïðîèçâîäÿò ïðîöåññû,

ñîîòâåòñòâóþùèå íàòóðíûì îáðàçöàì. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïîäîáíûå ýêñïåðèìåíòû ìîæíî

ñ÷èòàòü íàäåæíûì îáîñíîâàíèåì äëÿ ïîñòðîéêè áîëüøèõ êîíñòðóêöèé.

Ïîäîáíûå áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ è â äðóãèõ ãèäðîäèíà-

ìè÷åñêèõ çàäà÷àõ. Òàê, â äàëüíåéøåì íàì âñòðåòÿòñÿ ÷èñëà, õàðàêòåðèçóþùèå äèô-

ôåðåíöèàëüíîå âðàùåíèå â ãàëàêòèêàõ, àëüôà-ýôôåêò. Òî÷íî òàê æå, êàê ìû ââåëè
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÷èñëî Ðåéíîëüäñà, õàðàêòåðèçóþùåå ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ âÿçêîñòü, ìîæíî ââåñòè åãî

ìàãíèòíûé àíàëîã. Îí õàðàêòåðèçóåò òàê íàçûâàåìóþ ìàãíèòíóþ âÿçêîñòü.

Ãëàâà 3. Âîëíû â æèäêîñòÿõ è ãàçàõ

�1. Çâóêîâûå âîëíû

Äîâîëüíî ÷àñòî íåîáõîäèìî èçó÷àòü êîëåáàíèÿ è âîëíû â æèäêîñòÿõ è ãàçàõ. Â çíà-

÷èòåëüíîé ìåðå îáìåí èíôîðìàöèåé ìåæäó ëþäüìè ïðîèñõîäèò ïóòåì ðå÷è, êîòîðàÿ

ïåðåäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ çâóêîâûõ âîëí. Ãèäðîäèíàìè÷åñêèå êîëåáàíèÿ èãðàþò âàæ-

íóþ ðîëü è âî ìíîãèõ äðóãèõ çàäà÷àõ êàê áûòîâîãî, òàê è ôóíäàìåíòàëüíîãî ïëàíà.

Ìû íà÷íåì èçó÷åíèå âîëí ñ ñàìîãî ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ. Áóäåì èñïîëüçîâàòü òàê

íàçûâàåìîå àêóñòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå [7]. Â åãî ðàìêàõ ïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîëåáàíèÿ

æèäêîñòè äîñòàòî÷íî íåâåëèêè, è ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàêèå âåëè÷èíû, êàê ïëîòíîñòü

ρ è äàâëåíèå p â ñëåäóþùåé ôîðìå:

ρ = ρ0 + ρ̃;

p = p0 + p̃.

v = v0 + ṽ;

ïðè÷åì ìàñøòàá âîçìóùåíèé íàìíîãî ìåíüøå ñàìèõ âåëè÷èí:

|ρ̃| ≪ ρ0;

|p̃| ≪ p0.

Ñêîðîñòè òàêæå áóäåì ïîëàãàòü äîâîëüíî ìàëûìè.
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Êðîìå òîãî, áóäåì äëÿ óäîáñòâà ñ÷èòàòü, ÷òî âñå âåëè÷èíû çàâèñÿò ëèøü îò îä-

íîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé x. (Îòìåòèì, ÷òî îïèñàííûå ðàññóæäåíèÿ ìîãóò

áûòü áåç îñîáûõ çàòðóäíåíèé ðàçâèòû è íà ñëó÷àé çàäà÷ áîëüøåé ðàçìåðíîñòè.) Â

öåëÿõ óïðîùåíèÿ ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè, êîòîðàÿ

â îäíîìåðíîì ñëó÷àå è ïðè îòñóòñòâèè âíåøíèõ ñèë ïðèìåò âèä:

∂ρ

∂t
+
∂(ρv)

∂x
= 0;

∂v

∂t
+ v

∂v

∂x
= −1

ρ

∂p

∂x
.

Â òåðìèíàõ ìàëûõ âîçìóùåíèé äàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðèìåò âèä:

∂ρ̃

∂t
+ ρ0

∂v

∂x
+
∂(ρ̃v)

∂x
= 0;

∂v

∂t
+ v

∂v

∂x
= − 1

ρ0 + ρ̃

∂p̃

∂x
.

Ïðåíåáðåãàÿ íåëèíåéíûìè ñëàãàåìûìè è ñ÷èòàÿ, ÷òî

1

ρ0 + ρ̃
∼=

1

ρ0
;

ìîæíî ïîëó÷èòü ÷òî:

∂ρ̃

∂t
+ ρ0

∂v

∂x
= 0;

∂v

∂t
= − 1

ρ0

∂p̃

∂x
.

Äîìíîæèì îáå ÷àñòè âòîðîãî ðàâåíñòâà íà ρ0 è ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî x:

ρ0
∂2v

∂x∂t
= −∂

2p̃

∂x2
.

Àíàëîãè÷íî ïåðâîå ðàâåíñòâî ìîæíî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ïî t è ïîëó÷èòü, ÷òî:

ρ0
∂2v

∂x∂t
= −∂

2ρ̃

∂t2
.
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Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî

−∂
2p̃

∂x2
= −∂

2ρ̃

∂t2
;

èëè

∂2ρ̃

∂t2
− ∂2p̃

∂x2
= 0.

Â äàííîì óðàâíåíèè ó÷àñòâóþò ëèøü ïðîèçâîäíûå äàâëåíèÿ è ïëîòíîñòè, ïîýòîìó

ìîæíî âåðíóòüñÿ ê èçíà÷àëüíûì âåëè÷èíàì, îïóñêàÿ òèëüäû:

∂2ρ

∂t2
− ∂2p

∂x2
= 0.

Åñëè ìû áóäåì ñ÷èòàòü ñðåäó áàðîòðîïíîé, ïîëàãàÿ ÿâíóþ çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ îò

ïëîòíîñòè:

p = p(ρ);

òî ìîæíî ïîëó÷èòü ÷òî:

∂2p

∂x2
=

(
dp

dρ

)2
∂2ρ

∂x2
.

Òîãäà ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè æèäêîñòè

èëè ãàçà:

∂2ρ

∂t2
−
(
dp

dρ

)
∂2ρ

∂x2
= 0.

Ñäåëàâ çàìåíó:

c =

√
dp

dρ
,

óðàâíåíèå ïðèìåò áîëåå ïðèâû÷íóþ ôîðìó:

∂2ρ

∂t2
− c2

∂2ρ

∂x2
= 0.
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Ïîïûòàåìñÿ îïðåäåëèòü ñêîðîñòü çâóêà â òèïè÷íîì ñëó÷àå. Òàê, åñëè ïðîöåññ ïðî-

èñõîäèò ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå, òî ïëîòíîñòü ãàçà ñâÿçàíà ñ åãî äàâëåíèåì

ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

p =
1

µ
ρRT.

Äëÿ ñêîðîñòè çâóêà â òàêîì ñëó÷àå èìååì:

c =

√
dp

dρ
=

√
RT

µ
.

Íàïðèìåð, äëÿ âîçäóõà ïðè íîðìàëüíûõ óñëîâèÿõ, ïîëàãàÿ, ÷òî R = 8.3 ·107 ýðã Ê−1,

T = 300 Ê, µ = 29 ã ìîæíî ïîëó÷èòü:

c = 29300 ñì ñ−1.

Òåì íå ìåíåå, îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî ðåàëüíûå çâóêîâûå êîëåáàíèÿ ãîðàçäî ëó÷øå

îïèñûâàþòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè òîãî, ÷òî ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ àäèàáàòè÷åñêèì. Â òàêîì

ñëó÷àå:

pV γ = const,

ãäå γ � ïîêàçàòåëü àäèàáàòû. Òîãäà:

p = p0 (ρ/ρ0)
−gamma ,

dp

dρ
= −γp0ρ−gamma−1ργ0 .

Ïðè ρ = ρ0 ìû ïîëó÷èì:

dp

dρ
= −γp0/ρ0 = −γRT

µ
;

c =

√
dp

dρ
= −

√
γRT

µ
;

49



Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî âîçäóõ ñîñòîèò ïðåèìóùåñòâåííî èç äâóõàòîìíûõ ìîëåêóë, ïîêà-

çàòåëü àäèàáàòû äëÿ íåãî ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó γ = 7/5 [8]. Ïîýòîìó ñêîðîñòü çâóêà:

c = 34700 ñì ñ−1,

÷òî ãîðàçäî áëèæå ê çíà÷åíèÿì, íàáëþäàåìûì â îïûòå.

�2. Óäàðíûå âîëíû. Ñîîòíîøåíèÿ Ãþãîíèî

Âûøå ìû ðàññìàòðèâàëè âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ äîñòàòî÷íî ìåäëåííî, êî-

ãäà ïëîòíîñòü ìåíÿåòñÿ ïëàâíûì îáðàçîì. Òåì íå ìåíåå, äîñòàòî÷íî ÷àñòî âñòðå÷à-

åòñÿ ñèòóàöèÿ áûñòðî ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âîëí. Ýòî áûâàåò â ñëó÷àå äâèæåíèÿ òåë

ñî ñâåðõçâóêîâîé ñêîðîñòüþ, âçðûâîâ è ò.ä. Â òàêîì ñëó÷àå ðàçëè÷íûå ïàðàìåòðû

æèäêîñòè èëè ãàçà ìåíÿþòñÿ ñêà÷êîîáðàçíî: òàê, ïëîòíîñòü, ñêîðîñòü äâèæåíèÿ è

äðóãèå õàðàêòåðèñòèêè èñïûòûâàþò ðàçðûâû.

Âàæíî ïîíèìàòü, êàêóþ âåëè÷èíó ìîãóò èìåòü äàííûå ñêà÷êè. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî æèäêîñòü òå÷åò â íàïðàâëåíèè îñè x, è â õîäå äâèæåíèÿ îáðàçóåòñÿ ðàçðûâ. Ðàñ-

ñìîòðèì ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà ïëîùàäüþ S. Â òàêîì ñëó÷àå ïîòîê âåùåñòâà

ñ ëåâîé ñòîðîíû ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü ñ ïîìîùüþ âåëè÷èíû:

N1 = ρ1v1S,

ãäå ρ1 � ïëîòíîñòü âåùåñòâà ñëåâà îò ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà, v1 � åãî ñêîðîñòü. Ïîòîê

âåùåñòâà ñëåâà îò ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà ìîæåò áûòü îïèñàí ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû:

N2 = ρ2v2S,

ãäå ρ2 è v2 � ñîîòâåòñòâåííî ïëîòíîñòü è ñêîðîñòü ñïðàâà îò ïîâåðõíîñòè ðàçðû-

âà (ðèñ. 6). Åñòåñòâåííî, ÷òî äàííûå ïîòîêè äîëæíû áûòü ðàâíû äðóã äðóãó (ò.ê.

50



æèäêîñòü íå âîçíèêàåò è íå èñ÷åçàåò íà ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà):

N1 = N2;

ρ1v1S = ρ2v2S;

ρ1v1 = ρ2v2.

Ðèñ. 6: Ïîòîêè âåùåñòâà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåáîëüøîé ñëîé æèäêîñòè ïëîùàäüþ S ëåâåå ïîâåðõíîñòè

ðàçðûâà. Ïóñòü åãî òîëùèíà h1 òàêîâà, ÷òî çà âðåìÿ dt îí ïîëíîñòüþ ¾ïåðåòåêàåò¿

çà ïîâåðõíîñòü ðàçðûâà:

h1 = v1dt.

Â òàêîì ñëó÷àå îáúåì æèäêîñòè ñîñòàâèò:

V1 = Sh1 = Sv1dt;
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à åå ìàññà:

m1 = ρ1V1 = ρ1Sv1dt.

Èìïóëüñ äàííîãî ôðàãìåíòà æèäêîñòè ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó:

P1 = m1v1 = ρ1Sv
2
1dt.

Â òå÷åíèå âðåìåíè dt ñâîå ìåñòî åìó îñâîáîæäàåò àíàëîãè÷íûé ôðàãìåíò æèäêîñòè

çà ïîâåðõíîñòüþ ðàçðûâà ñ ìàññîé:

m2 = ρ2Sv2dt

è èìïóëüñîì:

P2 = m2v2 = ρ2Sv
2
2dt.

Òàêèì îáðàçîì, èçìåíåíèå èìïóëüñà ñîñòàâëÿåò:

∆P = P2 − P1 = ρ2Sv
2
2dt− ρ1Sv

2
1dt = (ρ2v

2
2 − ρ1v

2
1)Sdt.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíî ïðîèñõîäèò ïîä äåéñòâèåì äâóõ ñèë. Ïåðâàÿ èç íèõ äåéñòâóåò

ñëåâà:

F1 = p1S;

âòîðàÿ � ñïðàâà:

F2 = p2S.

Â òå÷åíèå ìàëîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè dt îíè âûçûâàþò èçìåíåíèå èìïóëüñà:

∆P = (F1 − F2)dt = (p1 − p2)Sdt.

Ïðèðàâíèâàÿ äàííûå âûðàæåíèÿ, ïîëó÷èì:

(p1 − p2)Sdt = (ρ2v
2
2 − ρ1v

2
1)Sdt.
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Èç ýòîãî ñðàçó æå ñëåäóåò, ÷òî:

p1 − p2 = ρ2v
2
2 − ρ1v

2
1;

p1 + ρ1v
2
1 = p2 + ρ2v

2
2.

Íàêîíåö, íà ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà íå ìîæåò âûäåëÿòüñÿ íèêàêîé òåïëîòû (êîíå÷-

íî, åñëè òàì íå ïðîèñõîäèò êàêèõ-ëèáî õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé èëè äðóãèõ ÿâëåíèé,

ñèëüíî ìåíÿþùèõ ñâîéñòâà ñðåäû. Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî ïåðâîìó çàêîíó òåðìî-

äèíàìèêè èçìåíåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè dE ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó:

dE = dQ− dA;

ãäå dA � ñîâåðøàåìàÿ ãàçîì ðàáîòà, dQ = 0 � ïîëó÷àåìàÿ òåïëîòà. Òàêèì îáðàçîì,

ìîæíî çàïèñàòü, ÷òî

dE + dA = 0.

Â íàøåì ñëó÷àå áîëåå àêòóàëüíî ãîâîðèòü î ðàáîòå dA′, êîòîðàÿ ñîâåðøàåòñÿ íàä

ãàçîì è êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ dA ñîîòíîøåíèåì:

dA′ = −dA.

Òàêèì îáðàçîì, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå:

dE − dA′ = 0

Âíîâü ðàññìîòðèì ñëåâà îò ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà íåêîòîðûé òîíêèé ñëîé òîëùèíû

h1 = v1dt è îáúåìîì V1 = h1S = v1Sdt. Åãî âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó:

E1 = ρ1(u1 +
v21
2
)V1 = ρv1(u1 +

v21
2
)Sdt.
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Ýíåðãèÿ àíàëîãè÷íîãî ñëîÿ ñïðàâà îò ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà òîëùèíû h1 = v1dt è

îáúåìîì V1 = h1S = v1Sdt ñîñòàâëÿåò:

E2 = ρ2(u2 +
v22
2
)V2 = ρv2(u2 +

v22
2
)Sdt.

Òàêèì îáðàçîì,

dE = E2 − E1 = ρ2v2(u2 +
v22
2
)Sdt− ρ1(u1 +

v21
2
)Sdt =

= (ρ2v2(u2 +
v22
2
)− ρ1(u1 +

v21
2
))Sdt.

×òî êàñàåòñÿ ñîâåðøàåìîé íàä ñëîåì ãàçà ðàáîòû, òî ñ ëåâîé ñòîðîíû íàä íèì ñî-

âåðøàåò ðàáîòó ãàç ñ äàâëåíèåì p1, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ñèëà:

F1 = p1S.

Â òàêîì ñëó÷àå ïðè ïåðåìåùåíèè ñëîÿ íà ðàññòîÿíèå v1dt ñîâåðøàåòñÿ ðàáîòà:

dA′
1 = F1v1dt = p1Sv1dt.

Ñ ïðàâîé ñòîðîíû íà ñëîé ãàçà äåéñòâóåò ñèëà

F2 = p2S;

è ñîâåðøàåòñÿ ðàáîòà:

dA′
2 = −F2v2dt = −p2Sv2dt.

Ñóììàðíàÿ ðàáîòà ðàâíà:

dA′ = dA′
1 + dA′

2 = p1Sv1dt− p2Sv2dt = (p1v1 − p2v2)Sdt.

Òîãäà óðàâíåíèå äëÿ ýíåðãèè ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó:

(ρ2v2(u2 +
v22
2
)− ρ1(u1 +

v21
2
))Sdt− (p1v1 − p2v2)Sdt = 0.
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Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè íà Sdt :

ρ2v2(u2 +
v22
2
)− ρ1v1(u1 +

v21
2
)− p1v1 + p2v2 = 0

Ýòî âûðàæåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

ρ1v1(u1 +
v21
2
) + p1v1 = ρ2v2(u2 +

v22
2
) + p2v2;

èëè àíàëîãè÷íî:

ρ1v1

(
u1 +

v21
2

+
p1
ρ1

)
= ρ2v2

(
u2 +

v22
2

+
p2
ρ2

)
.

Âûâåäåííûå âûðàæåíèÿ íàçûâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè Ãþãîíèî:

ρ1v1 = ρ2v2;

p1 + ρ1v
2
1 = p2 + ρ2v

2
2;

ρ1v1

(
u1 +

v21
2
+ p1

ρ1

)
= ρ2v2

(
u2 +

v22
2
+ p2

ρ2

)
.

Îíè ïîçâîëÿþò ñâÿçàòü ïàðàìåòðû æèäêîñòè èëè ãàçà ñëåâà è ñïðàâà îò ïîâåðõíî-

ñòè ðàçðûâà. Ýòî ïîçâîëÿåò ðåøàòü çàäà÷è î ðàñïðîñòðàíåíèè óäàðíûõ âîëí, äàâàÿ

ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ äâóõ îáëàñòåé â æèäêîñòè.

Ãëàâà 4. Ìàãíèòíàÿ ãèäðîäèíàìèêà

�1. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ

Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ìàãíèòíûå ïîëÿ â äâèæóùèõñÿ ïðîâîäÿùèõ ñðåäàõ, èõ

ñòðóêòóðà è ýâîëþöèÿ. Ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîöåññû èãðàþò âàæíóþ ðîëü íà Ñîëíöå,

â ãàëàêòèêàõ, ïðè ãåíåðàöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ Çåìëè è ò.ä.
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Ðèñ. 7: Èçìåíåíèå äàâëåíèÿ è ñêîðîñòè.

Èç êóðñîâ ýëåêòðîìàãíåòèçìà [10] è ýëåêòðîäèíàìèêè [11, 12] èçâåñòíà ñèñòåìà

óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà: 

rotE = −1
c
∂B
∂t
;

rotH = 1
c
∂D
∂t

+ 4π
c
j;

divB = 0;

divD = 4πρe;

ãäå E � ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, H � ìàãíèòíîå ïîëå, D � ýëåêòðè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ, B �

ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ, ρe � ïëîòíîñòü çàðÿäà, j � ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà, c �

ñêîðîñòü ñâåòà. Ïîñëåäíåå èç óðàâíåíèé íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ìàëî.

Ìû áóäåì ñ÷èòàòü ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå êâàçèñòàöèîíàðíûì, êîòîðîå èñõîäèò èç
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òîãî, ÷òî òîêè ïðîâîäèìîñòè â ñðåäå íàìíîãî ìåíüøå òîêîâ ñìåùåíèÿ [12]:

∂D

∂t
≪ j;

Ïîýòîìó âòîðîå èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

rotH =
4π

c
j.

Ïëîòíîñòü òîêà ñâÿçàíà ñâÿçàíà ñ ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì ñëåäóþùèì îáðàçîì [11]:

j = λE';

ãäå λ � ïðîâîäèìîñòü æèäêîñòè èëè ãàçà, E' � ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, èçìåðåííîå â

äâèæóùåéñÿ ñðåäå. Åãî ìîæíî âû÷èñëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E' = E+
1

c
[v,B],

ãäå v � ñêîðîñòü ñðåäû. Ìàãíèíîå ïîëå è åãî èíäóêöèÿ ñâÿçàíû ñ ïîìîùüþ êîýôôè-

öèåíòà ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè µ:

B = µH.

Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ïîëÿ, çàïèøåòñÿ òàê:

rotE = −µ
c
∂H
∂t
;

rotH = 4πλ
c

(
E+ µ

c
[v,H]

)
;

divH = 0.

Âîçüìåì ðîòîð îò ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé âòîðîãî óðàâíåíèÿ:

rot rotH =
4πλ

c

(
rotE+

µ

c
rot[v,H]

)
.
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Ïîñêîëüêó [13]

rot rotH = grad divH−∆H = −∆H;

òî

−∆H =
4πλ

c

(
rotE+

µ

c
rot[v,H]

)
.

rotE ìîæíî ïîäñòàâèòü èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà:

−∆H =
4πλ

c

(
−µ
c

∂H

∂t
+
µ

c
rot[v,H]

)
;

−∆H =
4πλµ

c2

(
−∂H
∂t

+ rot[v,H]

)
;

Äîìíîæèì îáå ÷àñòè íà c2

4πλµ
:

− c2

4πλµ
∆H = −∂H

∂t
+ rot[v,H];

Ââåäÿ ìàãíèòíóþ âÿçêîñòü

ηm =
c2

4πλµ
;

ïîëó÷èì îñíîâíîå óðàâíåíèå ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè:

∂H

∂t
= rot[v,H] + ηm∆H.

Â ñëó÷àå, åñëè ïðîâîäèìîñòü æèäêîñòè î÷åíü âåëèêà (λ→ 0), ìàãíèòíàÿ âÿçêîñòü

áóäåò êðàéíå ìàëîé (ηm → 0) è óðàâíåíèå ñâåäåòñÿ ê âèäó:

∂H

∂t
= rot[v,H].

Ïîñìîòðèì, êàêèå ñëàãàåìûå äîáàâÿòñÿ â óðàâíåíèå äâèæåíèÿ æèäêîñòè. Åñëè

ìû èìååì ìàëûé ôðàãìåíò æèäêîñòè îáúåìîì V, â êîòîðîì ïðèñóòñòâóåò ïëîòíîñòü

ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà j, òî íà íåãî áóäåò äåéñòâîâàòü ñèëà:

F =
V

c
[j,H].
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Ìîæíî ïîêàçàòü [11, 12], ÷òî ñèëà òîêà ñâÿçàíà ñ ìàãíèòíûì ïîëåì ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì:

j =
c

4π
rotH;

ò.å.

F = −V
c
[H, rotH],

èëè

F = −1

ρ

ρV

4π
[H, rotH] = −1

ρ

m

4π
[H, rotH],

Òàêèì îáðàçîì, äàííàÿ ñèëà ÿâëÿåòñÿ ìàññîâîé c õàðàêòåðíûì âåêòîðîì:

f = − 1

4πρ
[H, rotH].

Åñëè ìû ñ÷èòàåì æèäêîñòü èäåàëüíîé, òî óðàâíåíèå Ýéëåðà áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

∂v

∂t
+ (v,∇)v =

1

ρ
∇p− 1

4πρ
[H, rotH].

Åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì âÿçêóþ æèäêîñòü, òî óðàâíåíèå äâèæåíèÿ æèäêîñòè áóäåò

òàêèì:

∂v

∂t
+ (v,∇)v =

1

ρ
∇p− 1

4πρ
[H, rotH] + ν∆v.

�2. Óðàâíåíèÿ ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè â áåçðàçìåðíîì âèäå

Âûøå ìû çàïèñûâàëè óðàâíåíèå Íàâüå � Ñòîêñà â áåçðàçìåðíîé ôîðìå. Àíàëî-

ãè÷íóþ ïðîöåäóðó ìîæíî ïðîâåñòè è ñ îñíîâíûì óðàâíåíèåì ìàãíèòíîé ãèäðîäèíà-

ìèêè:

∂H

∂t
= rot[v,H] + ηm∆H.
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Òàê æå êàê è ðàíüøå, ìîæíî ââåñòè õàðàêòåðíûå ìàñøòàáû äëÿ âðåìåíè T , ðàñ-

ñòîÿíèÿ L è ñêîðîñòè V :

t = t̃T ;

x = x̃L;

v = ṽV.

Òîãäà ìîæíî çàìåíèòü ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂

∂t
=

1

T

∂

∂t̃
;

ïî êîîðäèíàòå:

∂

∂x
=

1

L

∂

∂x̃
;

∂2

∂x2
=

1

L2

∂2

∂x̃2
.

Òî÷íî òàê æå ìîæíî ïåðåïèñàòü îïåðàöèþ âçÿòèÿ ðîòîðà è îïåðàòîð Ëàïëàñà:

rot =
1

L
˜rot;

∆ =
1

L2
∆̃.

Òîãäà îñíîâíîå óðàâíåíèå ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

1

T

∂H

∂t̃
=
V

L
˜rot[v,H] +

ηm
L2

∆̃H.

Äîìíîæèì îáå ÷àñòè íà L :

L

T

∂H

∂t̃
= V ˜rot[v,H] +

ηm
L

∆̃H

è ðàçäåëèì íà V :

L

V T

∂H

∂t̃
= ˜rot[v,H] +

ηm
V L

∆̃H.
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Â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ âîçíèêàåò ÷èñëî Ñòðóõàëà St = L
V T

:

St
∂H

∂t̃
= ˜rot[v,H] +

ηm
V L

∆̃H.

Â ïðàâîé ÷àñòè ìîæíî ââåñòè òàê íàçûâàåìîå ìàãíèòíîå ÷èñëî Ðåéíîëüäñà:

Rem =
V L

ηm
.

Òîãäà óðàâíåíèå çàïèøåòñÿ òàê:

St
∂H

∂t̃
= ˜rot[v,H] +

1

Rem
∆̃H.

Äàëåå áóäåì îïóñêàòü ¾òèëüäû¿ íàä ïåðåìåííûìè:

St
∂H

∂t
= rot[v,H] +

1

Rem
∆H.

Òî÷íî òàê æå, êàê è â ñëó÷àå ñ ¾îáû÷íîé¿ ãèäðîäèíàìèêîé, îíî õàðàêòåðèçóåò

äèññèïàòèâíûå ïðîöåññû. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ñðåäà ïîêîèòñÿ, ò.å.

v = 0.

Òîãäà óðàâíåíèå âûãëÿäèò òàê:

St
∂H

∂t
=

1

Rem
∆H.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé çàâèñèìîñòè îò îäíîé ïåðåìåííîé x è ïîëå, íàïðàâëåííîå â îäíó

ñòîðîíó:

St
∂H

∂t
=

1

Rem

∂2H

∂x2
. (15)

Åñëè ðàññòîÿíèÿ èçìåðÿþòñÿ â õàðàêòåðíûõ âåëè÷èíàõ L, òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

ìîæíî ïîñòàâèòü òàê:

H|x=0 = H|x=1 = 0.
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Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé âîçüìåì ñàìîå ïðîñòîå:

H|t=0 = A0 sin (πx) .

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â ôîðìå:

H(t, x) = A(t) sin (πx) .

Òîãäà:

∂H

∂t
= A′(t) sin (πx) .

∂2H

∂x2
= −π2A(t) sin (πx) .

Óðàâíåíèå (15) ïåðåïèøåòñÿ â ôîðìå:

StA′(t) sin (πx) = − π2

Rem
A(t) sin (πx)

èëè

A′(t) = − π2

RemSt
A(t).

Ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ âûãëÿäèò òàê:

A(t) = A0 exp

(
− pi2

RemSt
t

)
èëè

A(t) = A0 exp

(
− t

τ

)
,

ãäå

τ =
RemSt

π2
.

Òàêèì îáðàçîì, ìàãíèòíîå ïîëå áóäåò çàòóõàòü ñî âðåìåíåì, ïðîïîðöèîíàëüíûìRem.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà ìàãíèòíîå ïîëå (è ñîîòâåòñòâóþùàÿ

åìó ýíåðãèÿ) áóäåò çàòóõàòü ìåäëåííåå.
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Âîîáùå ãîâîðÿ, îñíîâíîå óðàâíåíèå ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè ÿâëÿåòñÿ ïàðàáî-

ëè÷åñêèì, ïîýòîìó ïðè ðåøåíèè åãî â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò

òàê íàçûâàåìûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà: ìàêñèìàëüíîå ïî ìîäóëþ çíà÷åíèå ìàãíèò-

íîãî ïîëÿ ìîæåò äîñòèãàòüñÿ ëèáî íà ãðàíèöå äàííîé îáëàñòè, ëèáî â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè [14, 15].

Ðèñ. 8: Âìîðîæåííîñòü ëèíèé ïîëÿ â ñðåäó.

�3. Âìîðîæåííîñòü ëèíèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ñðåäó

Îäíèì èç õàðàêòåðíûõ ñâîéñòâ âûñîêîïðîâîäÿùåé ñðåäû ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ìàã-

íèòíîå ïîëå îáëàäàåò ñâîéñòâîì âìîðîæåííîñòè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ëèíèè ïîëÿ ¾ïðè-

êëååíû¿ ê ñðåäå (ñì. ðèñ. 8). Åñëè îáúåì æèäêîñòè ïîâîðà÷èâàåòñÿ èëè ïåðåìåùà-

åòñÿ, òî âåêòîð ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïåðåìåùàåòñÿ âìåñòå ñ íèì.

Óñòàíîâèì, êàêèì ñâîéñòâàì äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ïîëå (íå îáÿçàòåëüíî ìàãíèò-

íîå), ÷òîáû îáëàäàòü ñâîéñòâîì âìîðîæåííîñòè. Ðàññìîòðèì äâå ÷àñòèöû æèäêîñòè,

ñîåäèíåííûå âåêòîðîì a(t) (ñì. ðèñ. 9). Ñïóñòÿ âðåìÿ ∆t íà÷àëî âåêòîðà ïåðåìåñòèò-

ñÿ íà ðàññòîÿíèå v(r, t)∆t, à åãî êîíåö � ðàññòîÿíèå v(r+ a, t). Âåêòîð, ñîîòâåòñòâó-

þùèé ìîìåíòó âðåìåíè t+∆t, âûðàæàåòñÿ òàê [12]:

a(t+∆t) = a(t) + v(r+ a, t)− v(r, t),

èëè:

a(t+∆t)− a(t) = v(r+ a, t)− v(r, t).

63



Ðàçíîñòè ìîæíî ïåðåïèñàòü ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíûõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

da

dt
∆t ∼= (a,∇)v∆t.

Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè íà ∆t è óñòðåìèì åãî ê íóëþ:

da

dt
= (a,∇)v. (16)

Ðèñ. 9: Äâèæåíèå ñðåäû.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû õîòèì, ÷òîáû íåêîòîðîå ïîëå a îáëàäàëî ñâîéñòâîì âìî-

ðîæåííîñòè, íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû îíî óäîâëåòâîðÿëî óðàâíåíèþ (16). Ïî-

êàæåì, ÷òî òàêèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò H/ρ, ò.å. ïîëå, êðîìå âñåãî ïðî÷åãî, åùå è

¾ðàñòÿãèâàåòñÿ¿ ïðè èçìåíåíèè ïëîòíîñòè ñðåäû.

Ðàññìîòðèì îñíîâíîå óðàâíåíèå ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè ïðè óñëîâèè áåñêî-

íå÷íîé ïðîâîäèìîñòè:

∂H

∂t
= rot[v,H].

Åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê [13]:

∂H

∂t
= (H,∇)v− (v,∇)H+ v divH−H div v. (17)
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Â ñèëó óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà divH = 0. Êðîìå òîãî, ìû èìååì óñëîâèå íåðàçðûâíî-

ñòè:

∂ρ

∂t
+ div(ρv) = 0;

â ñèëó êîòîðîãî:

∂ρ

∂t
+ ρ div v+ (v,∇)ρ = 0.

Òîãäà:

div v = −1

ρ

(
∂ρ

∂t
+ (v,∇)ρ

)
.

Òîãäà (17) çàïèøåòñÿ â âèäå:

∂H

∂t
= (H,∇)v− (v,∇)H+

H

ρ
(
∂ρ

∂t
+ (v,∇)ρ).

Ýòî ìîæíî ïåðåïèñàòü:

∂H

∂t
+ (v,∇)H− H

ρ
(
∂ρ

∂t
+ (v,∇)ρ) = (H,∇)v.

Â ëåâîé ÷àñòè ÿâíî âûðàæàþòñÿ ïîëíûå ïðîèçâîäíûå:

dH

dt
− H

ρ

dρ

dt
= (H,∇)v.

Åñëè ðàçäåëèòü îáå ÷àñòè íà ρ, òî ìîæíî ïîëó÷èòü äðîáü [12]:

dH
dt
ρ−Hdρ

dt

ρ2
= (

H

ρ
,∇)v.

Â ëåâîé ÷àñòè â ÷èñòîì âèäå ïîÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ÷àñòíîãî:

d

dt

(
H

ρ

)
= (

H

ρ
,∇)v.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëå H

ρ
ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ âìîðîæåííûì â ñðåäó. Äàí-

íûé ôàêò áóäåò èãðàòü âàæíóþ ðîëü ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèè äèíàìî è äðóãèõ óðàâ-

íåíèé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè.
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�4. Ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêèå âîëíû

Òàêæå, êàê è âî ìíîãèõ äðóãèõ çàäà÷àõ, îòíîñÿùèõñÿ ê æèäêîñòÿì è ãàçàì, â

ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêå âîçìîæíî ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí. Îíè èìåþò ñàìóþ ðàç-

ëè÷íóþ ïðèðîäó. Äëÿ íà÷àëà áûëî áû èíòåðåñíî èçó÷èòü ñàìûé ïðîñòîé ñëó÷àé

ëèíåéíûõ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â ïðîâîäÿùåé ñðåäå. Âîçüìåì èäåàëüíóþ æèä-

êîñòü, îïèñûâàåìóþ óðàâíåíèåì Ýéëåðà:

∂v

∂t
+ (v,∇)v = −1

ρ
∇p− 1

4πρ
[H, rotH]

è îñíîâíûì óðàâíåíèåì ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â æèäêîñòè

ñóùåñòâóåò ìàãíèòíîå ïîëå:

H = H0ex + hey,

ïðè÷åì

h≪ H0.

Áóäåì òàêæå ïîëàãàòü, ÷òî ïîëå

H0

ïîñòîÿííî è íå ìåíÿåòñÿ íè ñî âðåìåíåì, íè â ïðîñòðàíñòâå.

Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñêîðîñòü íàïðàâëåíà âäîëü îñè y:

v = vey

è äîñòàòî÷íî ìàëà, ïîýòîìó ìîæíî ïðåíåáðå÷ü êîíâåêòèâíûì ñëàãàåìûì â óðàâíåíèè

Ýéëåðà:

∂v

∂t
= −1

ρ
∇p− 1

4πρ
[H, rotH].
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Ñ÷èòàÿ, ÷òî âñå âåëè÷èíû çàâèñÿò ëèøü îò ïåðåìåííîé x, ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå

äëÿ v :

∂v

∂t
= − 1

4πρ
[H, rotH]y.

Ðîòîð ìàãíèòíîãî ïîëÿ áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

rotH = −∂h
∂z
ex +

∂h

∂x
ez.

Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå çàïèøåòñÿ òàê:

[H, rotH] = h
∂h

∂x
ex −H0

∂h

∂x
ey + h

∂h

∂z
ez.

Îòáðàñûâàÿ ñëàãàåìûå, êâàäðàòè÷íûå ïî h è åå ïðîèçâîäíûì, ïîëó÷èì:

[H, rotH] ∼= −H0
∂h

∂x
ey.

Òîãäà óðàâíåíèå Ýéëåðà ïðèáëèæåííî ñâåäåòñÿ ê:

∂v

∂t
=

H0

4πρ

∂h

∂x
.

Âîçüìåì îñíîâíîå óðàâíåíèå ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè â èäåàëüíîì ñëó÷àå:

∂H

∂t
= rot[v,H].

Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âûãëÿäèò â íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ òàê:

[v,H] = −vH0ez.

Äëÿ ðîòîðà ïîëó÷èì:

rot[v,H] = H0
∂v

∂x
H0ey.
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Òîãäà â ïðîåêöèè íà îñü y:

∂h

∂t
= H0

∂v

∂x
H0.

Ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé: 
∂v
∂t

= H0

4πρ
∂h
∂x
;

∂h
∂t

= H0
∂v
∂x
.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì îáå ÷àñòè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïî x, ñ÷èòàÿ ÷òî ïëîòíîñòü ìåíÿ-

åòñÿ ìàëî:

∂2v

∂x∂t
=

H0

4πρ

∂2h

∂x2
.

Îáå ÷àñòè âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî t:

∂2h

∂t2
= H0

∂2v

∂x∂t
.

Ïîäñòàâèì ∂2v
∂x∂t

èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âî âòîðîå:

∂2h

∂t2
=

H2
0

4πρ

∂2h

∂x2
,

èëè

∂2h

∂t2
− H2

0

4πρ

∂2h

∂x2
= 0.

Åñëè ââåñòè ñêîðîñòü ïî ôîðìóëå

cH =
H0√
4πρ

,

òî ìû ïîëó÷èì âîëíîâîå óðàâíåíèå [11]:

∂2h

∂t2
− c2H

∂2h

∂x2
= 0.

Àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü è äëÿ ñêîðîñòè:

∂2v

∂t2
− c2H

∂2v

∂x2
= 0.
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Òàêèì îáðàçîì, âîçìóùåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ñêîðîñòè ñðåäû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ

ñî ñêîðîñòüþ, ïðîïîðöèîíàëüíîé âåëè÷èíå ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Ãëàâà 5. Òåîðèÿ äèíàìî

�1. Îáøèå âîïðîñû. Óíèïîëÿðíîå äèíàìî

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàäåæíî óñòàíîâëåíî, ÷òî ðÿä êîñìè÷åñêèõ îáúåêòîâ îáëàäàåò

ìàãíèòíûìè ïîëÿìè. Ñâîè ïîëÿ åñòü ó Ñîëíöà, äðóãèõ çâåçä, ãàëàêòèê, ó Çåìëè è

îñòàëüíûõ ïëàíåò. Äîâîëüíî ÷àñòî âîçíèêàþò âîïðîñû î òîì, ¾êòî èõ íàìàãíèòèë¿ è

îòêóäà ó òåë â ãëóáîêîì êîñìîñå â ïðèíöèïå ìîæåò ïîÿâèòüñÿ ìàãíèòíîå ïîëå. Îêàçû-

âàåòñÿ, ÷òî ãåíåðàöèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â íåáåñíûõ òåëàõ � ñàìîïîääåðæèâàþùèéñÿ

ïðîöåññ, êîòîðûé îáóñëîâëåí õàðàêòåðîì ìåõàíè÷åñêèõ äâèæåíèé â ñðåäå. Ïî ñóòè,

êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òóðáóëåíòíûõ äâèæåíèé ïðîâîäÿùåé æèäêîñòè ïåðåõîäèò â

ýíåðãèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ýòîò ïðîöåññ íàçûâàþò äèíàìî [16].

Êîíå÷íî, îïèñàíèå ýòîãî ïðîöåññà îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíûì. Íà ïåðâûé

âçãëÿä, ââèäó òîãî, ÷òî îñíîâíîå óðàâíåíèå ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè ÿâëÿåòñÿ ïàðà-

áîëè÷åñêèì, îíî ìîæåò îïèñûâàòü ëèøü çàòóõàþùèå ðåøåíèÿ. Êðîìå òîãî, ïîñêîëü-

êó ýâîëþöèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåííîé êîíôèãóðàöèè

òîêîâ, òî íåëüçÿ íå âñïîìíèòü òàê íàçûâàåìîå ïðàâèëî Ëåíöà èç ýëåêòðîäèíàìèêè,

ñîãëàñíî êîòîðîìó âîçíèêàþùåå â òàêèõ ñëó÷àÿõ ìàãíèòíîå ïîëå ìîæåò ëèøü îñëàá-

ëÿòü âûçâàâøèå èõ òîêè. Ïîýòîìó êàê ïîëÿ, òàê è òîêè áóäóò ñî âðåìåíåì çàòóõàòü.

Ïî êðàéíåé ìåðå, íåîáõîäèìà íåêîòîðàÿ ñïåöèàëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ òå÷åíèÿ, êîòî-

ðóþ ìû îáñóäèì äàëüíåéøåì. Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì íàèáîëåå ïðîñòîé ïðèìåð �

òàê íàçûâàåìîå óíèïîëÿðíîå äèíàìî, ïîêàçûâàþùèé ïðèíöèïèàëüíóþ âîçìîæíîñòü
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ãåíåðàöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ [17]. Õîòÿ ýòî è äîâîëüíî ïðîñòîé è íà ïåðâûé âçãëÿä

äîâîëüíî èñêóññòâåííûé ïðèìåð, îí äåìîíñòðèðóåò âñå îñíîâíûå ñâîéñòâà, õàðàêòåð-

íûå äëÿ áîëåå ñëîæíûõ ïðîöåññîâ ãåíåðàöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Ðàññìîòðèì äèñê, êîòîðûé ñîåäèíåí ñ êàòóøêîé èíäóêòèâíîñòüþ L, íàâèòîé íà

îñü âðàùåíèÿ äèñêà (ðèñ. 10). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ñîïðîòèâëåíèå R ñîñðåäîòî÷åíî

â îñè âðàùåíèÿ, à äèñê âðàùàåòñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω.

Ðèñ. 10: Óíèïîëÿðíîå äèíàìî.

Óðàâíåíèå äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì [17]:

L

c2
dI

dt
+RI = ϵ,

ãäå ϵ � âîçíèêàþùàÿ ÝÄÑ. Åå âåëè÷èíà ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà

îò âåëè÷èíû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ [10]:

ϵ =

∫ a

0

Edl,

ãäå a � ðàäèóñ äèñêà. Åñëè âî âðàùàþùåìñÿ äèñêå ïðèñóòñòâóåò ìàãíèòíîå ïîëå

âåëè÷èíû H, òî â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà áóäåò ïðèñóòñòâîâàòü ýëåêòðè÷åñêîå
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ïîëå:

E = −1

c
[v,H],

ãäå v � ñêîðîñòü, ñâÿçàííàÿ ñ âðàùåíèåì äèñêà, êîòîðóþ ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîð-

ìóëå:

v = ωr.

Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå áóäåò íàïðàâëåíî âäîëü ðàäèóñà è ðàâíî:

E =
1

c
ωrH.

Òîãäà:

ϵ =

∫ a

0

1

c
ωrHdr.

Ýòó ôîðìóëó ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϵ =
ω

c

∫ a

0

rHdr =
ω

2πc

∫ a

0

H2πrdr.

Èíòåãðàë, ïî ñóòè, ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ïîòîê ìàãíèòíîãî ïîëÿ ÷åðåç êîíòóð:

Φ =

∫ a

0

H2πrdr.

Åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷åðåç êîýôôèöèåíò âçàèìíîé èíäóêöèè êàòóøêè è äèñêà

M :

Φ =
1

c
MI.

Òîãäà äëÿ ÝÄÑ ïîëó÷èì:

ϵ =
ω

2πc2
MI.

Äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:

L

c2
dI

dt
+RI =

ω

2πc2
MI,
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Åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dI

dt
=

(
−c

2R

L
+
ωM

2πL

)
I,

Òîãäà ñèëà òîêà áóäåò çàâèñåòü îò âðåìåíè ïî çàêîíó:

I = I0 exp(γt),

ãäå I0 � íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ñèëû òîêà, à ñêîðîñòü ðîñòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ âûðàæàåòñÿ

òàê:

γ = −c
2R

L
+
ωM

2πL
.

Äëÿ ìàãíèòíîãî ïîòîêà ìû ìîæåì ïîëó÷èòü:

Φ =
1

c
MI0 exp(γt).

Â ñèëó òîãî, ÷òî H ∼ Φ, ìîæíî çàïèñàòü àíàëîãè÷íóþ ôîðìóëó è äëÿ ðîñòà ìàãíèò-

íîãî ïîëÿ:

H = H0 exp(γt).

Ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, âîçìîæåí êàê ðîñò

ìàãíèòíîãî ïîëÿ, òàê è åãî çàòóõàíèå. Åñëè

ωM

2πL
>
c2R

L
,

òî áóäåò íàáëþäàòüñÿ ðîñò ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíî áóäåò çàòóõàòü.

Îòìåòèì, ÷òî ðîñò ìàãíèòíîãî ïîëÿ îáóñëîâëåí òåì, ÷òî äèñê âðàùàåòñÿ ñ îïðåäå-

ëåííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ, à ïîäñîåäèíåííûé ê íåìó êîíòàêò ïîêîèòñÿ (èëè äâèæåòñÿ

ñ íóëåâîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ). Ýòî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì òàê íàçûâàåìîãî
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äèôôåðåíöèàëüíîãî âðàùåíèÿ, êîãäà ðàçíûå ÷àñòè èññëåäóåìîé ñèñòåìû îáðàùàþòñÿ

ñ ðàçíûìè óãëîâûìè ñêîðîñòÿìè.

�2. Äâóõäèñêîâîå äèíàìî.

Äîâîëüíî áëèçêî ïî ñâîåé èäåå ê óíèïîëÿðíîìó äèíàìî äâóõäèñêîâîå äèíàìî,

íàçûâàåìîå òàêæå äèíàìî Ðèêèòàêå. Íåñìîòðÿ íà âñþ êàæóùóþñÿ ïðîñòîòó, îíà

îêàçûâàåòñÿ ïðèìåíèìîé ïðè ìîäåëèðîâàíèè öåëîãî ðÿäà ïðèðîäíûõ ïðîöåññîâ, íà-

ïðèìåð ïðè èññëåäîâàíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ Çåìëè.

Ðèñ. 11: Äâóõäèñêîâîå äèíàìî.

Ðàññìîòðèì äâà äèñêà, âðàùàþùèõñÿ âîêðóã ñâîèõ îñåé è ñîåäèíåííûõ ñ êàòóø-

êàìè, ïðè÷åì îíè çàêðó÷åíû íå âîêðóã ñâîèõ îñåé, à âîêðóã îñåé ñîñåäíèõ äèñêîâ

(ñì. ðèñ. 11). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îáå êàòóøêè îáëàäàþò îäèíàêîâîé èíäóêòèâíîñòüþ

L, à îáà ñòåðæíÿ - îäèíàêîâûì ñîïðîòèâëåíèåì R, òîãäà ýâîëþöèÿ òîêà â íèõ áóäåò

îïèñûâàòüñÿ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé [18]:

L

c2
dI1
dt

+RI1 = ϵ1,
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L

c2
dI2
dt

+RI2 = ϵ2,

ãäå

ϵ1 =
ω1

2πc2
MI2.

ϵ2 =
ω2

2πc2
MI1.

Â òàêîì ñëó÷àå ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ òîêè, áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

L

c2
dI1
dt

+RI1 =
ω1

2πc2
MI2,

L

c2
dI2
dt

+RI2 =
ω2

2πc2
MI1,

ãäå M � êîýôôèöèåíò âçàèìíîé èíäóêöèè êîíòóðîâ. Ýòó ñèñòåìó óðàâíåíèé ìîæíî

çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

dI1
dt

= −c
2R

L
I1 +

M

2πL
ω1I2,

dI2
dt

=
M

2πL
ω2I1 −

c2R

L
I2.

Íà äàííîì ýòàïå äëÿ áîëåå óäîáíîãî àíàëèçà èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü áåçðàçìåð-

íûå ïåðåìåííûå. Áóäåì èçìåðÿòü âðåìåíà â åäèíèöàõ T = L
c2R

:

t = t̃T,

à ÷àñòîòû � â åäèíèöàõ 1/T :

ω = ω̃/T.

Êðîìå òîãî, ââåäåì êîýôôèöèåíò k, õàðàêòåðèçóþùèé ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñîáñòâåí-

íûìè è âçàèìíûìè èíäóêòèâíîñòÿìè:

k =
M

2πL
.
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Â òàêîì ñëó÷àå ñèñòåìà óðàâíåíèé ñâåäåòñÿ ê âèäó:

dI1

dt̃
= −I1 + kω̃1I2, (18)

dI2

dt̃
= kω̃2I1 − I2. (19)

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì îïóñêàòü ¾òèëüäû¿ íàä âåëè÷èíàìè, ïîäðàçóìåâàÿ, ÷òî âñå

âåëè÷èíû èçìåðÿþòñÿ â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé â âèäå:

I1(t) = I01 exp (γt) ;

I2(t) = I02 exp (γt) .

Òîãäà âñå ñâåäåòñÿ ê ñèñòåìå àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

γI01 = −I01 + kω1I02,

γI2 = kω2I01 − I02,

èëè

(γ + 1)I01 − kω1I02 = 0,

−kω2I01 + (γ + 1)I02 = 0.

Óñëîâèåì åå ðàçðåøèìîñòè áóäåò ðàâåíñòâî íóëþ îïðåäåëèòåëÿ ñèñòåìû:

det

(γ + 1) −k

−k (γ + 1)

 = 0.

Èíà÷å ãîâîðÿ,

(γ + 1)2 − k2 = 0,
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èëè

γ = −1± k.

Ìîæíî âèäåòü, ÷òî äàííàÿ ñèñòåìà èìååò äâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ, îäíî èç êîòîðûõ

� âñåãäà çàòóõàþùåå (ñîîòâåòñòâóþùåå çíàêó ¾ìèíóñ¿), à âòîðîå çàâèñèò îò âåëè÷èíû

k è ðàñòåò â ñëó÷àå, åñëè k > 1.

Âûøå ìû íå ó÷èòûâàëè òîãî, ÷òî ïî ìåðå ðîñòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ äâèæåíèå äèñêîâ

áóäåò çàìåäëÿòüñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ÷åðåç êîíòóð ñ òîêîì I1 ïðîõîäèò ìàãíèòíûé

ïîòîê:

Φ2 =MI2,

òî âîçíèêàåò ìîìåíò ñèëû:

Q =
1

c
ΦI1 =

1

c
MI1I2,

êîòîðûé çàìåäëÿåò äâèæåíèå äèñêà. Êðîìå ýòîãî, íà äèñê ìîæåò äåéñòâîâàòü íåêî-

òîðûé âíåøíèé ìîìåíò ñèë Q0, è òîãäà óðàâíåíèå äëÿ åãî âðàùåíèÿ çàïèøåòñÿ òàê:

J
dω1

dt
= Q0 −

1

c
MI1I2,

ãäå J � ìîìåíò èíåðöèè äèñêà. Àíàëîãè÷íóþ ôîðìóëó ìîæíî çàïèñàòü è äëÿ âòîðîãî

äèñêà (ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äèñêè è ñòåðæíè àíàëîãè÷íû ïî ñâîèì ïàðàìåòðàì):

J
dω2

dt
= Q0 −

1

c
MI1I2.

Åñëè âû÷åñòü îäíî óðàâíåíèå âðàùåíèÿ äèñêà èç äðóãîãî, òî ïîëó÷èòñÿ, ÷òî:

J
dω2

dt
− J

dω1

dt
= 0.

Èíà÷å ãîâîðÿ,

dω2

dt
− dω1

dt
=

d

dt
(ω2 − ω1) = 0.
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàçíîñòü ìåæäó ñêîðîñòÿìè äèñêîâ ìîæíî ñ÷èòàòü ïîñòîÿííîé:

ω2 − ω1 = ω0.

Ïî ýòîé ïðè÷èíå ðàçóìíîé áóäåò èñïîëüçîâàòü ëèøü îäíî èç óðàâíåíèé äëÿ äâèæåíèÿ

äèñêîâ, íàïðèìåð:

J
dω1

dt
= Q0 −

1

c
MI1I2.

Åñëè èçìåðÿòü âðåìåíà â åäèíèöàõ T = L/c2R, òî äàííîå óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü

òàê:

Jc2R

L

dω1

dt
= Q0 −

1

cJ
MI1I2;

dω1

dt
=

Q0L

Jc2R
− LM

J2c3R
I1I2.

Åñëè èçìåðÿòü ÷àñòîòû â åäèíèöàõ 1
T
= c2R/L, òî:

c2R

L

dω1

dt
=

Q0L

Jc2R
− LM

J2c3R
I1I2,

dω1

dt
=

Q0L
2

Jc6R2
− L2M

J2c5R2
I1I2.

Áóäåì èçìåðÿòü ñèëû òîêà â åäèíèöàõ Jc5/2R
LM1/2 . Êðîìå ýòîãî, ââåäåì áåçðàçìåðíîå ÷èñ-

ëî:

A =
Q0L

2

Jc6R2
.

Òîãäà óðàâíåíèå äëÿ óãëîâîé ñêîðîñòè çàïèøåòñÿ òàê:

dω1

dt
= A− I1I2.

Ïîëíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äèíàìî Ðèêèòàêå â íåëèíåéíîì ñëó÷àå çàïèøåòñÿ òàê:

dI1
dt

= −I1 + kω1I2; (20)
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dI2
dt

= k(ω1 + ω0)I1 − I2; (21)

dω1

dt
= A− I1I2. (22)

Õàðàêòåðíàÿ çàâèñèìîñòü ñèë òîêîâ (è ïðîïîðöèîíàëüíûõ èì ìàãíèòíûõ ïîëåé)

îò âðåìåíè äëÿ ñëó÷àÿ k = 5, ω0 = 0.5, A = 1, I1(0) = I2(0) = 0.1 ïîêàçàíà íà

ðèñ.12�13.
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t

Ðèñ. 12: Çàâèñèìîñòü I1(t) äëÿ äâóõäèñêîâîãî äèíàìî.

�3. Òåîðåìà çàïðåòà äëÿ ïëîñêîãî òå÷åíèÿ.

Âûøå ìû îáñóäèëè âîçìîæíîñòü ãåíåðàöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïðîñòåéøèõ ñëó÷à-

ÿõ, ñâîäèìûõ ê àíàëîãèÿì èç ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé. Õîòÿ îíè è èìåþò âïîëíå ÷åòêèå

àíàëîãè â ïðèðîäå, ñõîäñòâî ìåæäó íèìè è ðåàëüíî äåéñòâóþùèìè ïðîöåññàìè ãå-

íåðàöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ëèøü êà÷åñòâåííîå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïèñàòü ãåíåðàöèþ

ìàãíèòíîãî ïîëÿ áîëåå òî÷íî, íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü ÿâíî âñå ãèäðîäèíàìè÷å-

ñêèå òå÷åíèÿ, ðåøàÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ æèäêîñòè è îñíîâíîå óðàâíåíèå ìàãíèòíîé
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Ðèñ. 13: Çàâèñèìîñòü I2(t) äëÿ äâóõäèñêîâîãî äèíàìî.

ãèäðîäèíàìèêè. Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê ðàññìîòðåíèþ êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ, æåëà-

òåëüíî îãðàäèòü ñåáÿ îò âîçìîæíûõ îøèáîê � ñëó÷àåâ, äëÿ êîòîðûõ íåâîçìîæíî

ïîëó÷èòü ðàñòóùèå ðåøåíèÿ äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïî ïðèíöèïèàëüíûì ïðè÷èíàì.

Ñîîòâåòñòâóþùèå óòâåðæäåíèÿ íàçûâàþòñÿ òåîðåìàìè çàïðåòà � ïîñêîëüêó îíè

¾çàïðåùàþò¿ ãåíåðàöèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ äëÿ íåêîòîðûõ êîíôèãóðàöèé òå÷åíèé.

Ïîñêîëüêó â íàóêå âñåãäà åñòü ñòðåìëåíèå ñâåñòè ñëîæíûå ÿâëåíèÿ ê ïðîñòûì

çàêîíîìåðíîñòÿì, îäíîé èç ïåðâûõ èäåé ïðè ðàññìîòðåíèè ãåíåðàöèè ìàãíèòíîãî

ïîëÿ áûëî ðàññìîòðåíèÿ ïëîñêîãî òå÷åíèÿ:

v = vxex + vyey.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî æèäêîñòü íåñæèìàåìà, ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü ÷òî ρ = ρ0 è

óñëîâèå íåðàçðûâíîñòè

∂ρ

∂t
+ div(ρv) = 0.
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ñâåäåòñÿ ê ñëåäóþùåìó:

div(v) = 0.

Ïîêîîðäèíàòíî ýòî ìîæíî çàïèñàòü òàê:

∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

= 0.

Îñíîâíîå óðàâíåíèå ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè:

∂H

∂t
= rot[v,H] + ηm∆H

ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê:

∂H

∂t
= (H,∇)v− (v,∇)H+ ηm∆H.

Â ñèëó òîãî, ÷òî æèäêîñòü òå÷åò â ïëîñêîñòè Oxy, ëîãè÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ìàã-

íèòíîå ïîëå áóäåò íàïðàâëåíî âäîëü îñè z. Ïåðåïèøåì äàííîå óðàâíåíèå, ñ÷èòàÿ

íåíóëåâîé ëèøü êîìïîíåíòó ìàãíèòíîãî ïîëÿ Hz :

∂Hz

∂t
= Hz

∂vz
∂z

− vx
∂Hz

∂x
− vy

∂Hz

∂y
+ ηm∆Hz.

Â ñèëó äâóìåðíîãî õàðàêòåðà òå÷åíèÿ, ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè îáíóëèòñÿ è

óðàâíåíèå ïðèìåò âèä:

∂Hz

∂t
+ vx

∂Hz

∂x
+ vy

∂Hz

∂y
= +ηm∆Hz.

Â ïðàâîé ÷àñòè ìû ïîëó÷àåì ëàãðàíæåâó ïðîèçâîäíóþ:

dHz

dt
= ηm∆Hz.

Äîìíîæèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà Hz :

Hz
dHz

dt
= ηmHz∆Hz;
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dH2
z

dt
= ηmHz∆Hz;

Ïðîèíòåãðèðóåì ïî âñåìó èíòåðåñóþùåìó íàñ îáúåìó V :

∫ ∫ ∫
V

dH2
z

dt
dV = ηm

∫ ∫ ∫
V

Hz∆HzdV.

Ñîãëàñíî ïåðâîé ôîðìóëå Ãðèíà

∫ ∫ ∫
V

Hz∆HzdV +

∫ ∫ ∫
V

(∇Hz)
2dV =

∫ ∫
S

Hz
∂Hz

∂n
dS,

ãäå S � ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷èâàþùàÿ èíòåðåñóþùóþ íàñ îáëàñòü. Ðàñøèðÿÿ ãðàíè-

öû, ìû ìîæåì äîáèòñÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèé Äèðèõëå:

Hz|S = 0,

èëè óñëîâèé Íåéìàíà:

∂Hz

∂n
|S = 0.

Òîãäà èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè îáíóëèòñÿ, è ìîæíî çàïèñàòü, ÷òî:

∫ ∫ ∫
V

Hz∆HzdV = −
∫ ∫ ∫

V

(∇Hz)
2dV.

Òîãäà äëÿ ýâîëþöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïîëó÷èì:

∫ ∫ ∫
V

dH2
z

dt
dV = −ηm

∫ ∫ ∫
V

(∇Hz)
2dV.

Òàêèì îáðàçîì, ýíåðãèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ áóäåò çàòóõàòü ñ ðîñòîì âðåìåíè. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ïëîñêîå òå÷åíèå ïðèíöèïèàëüíî íå ìîæåò âûçûâàòü óñòîé÷èâóþ ãåíåðà-

öèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå íàçûâàåòñÿ äèññèïàöèîííîé

òåîðåìîé è áûëî âïåðâûå ñôîðìóëèðîâàíî Çåëüäîâè÷åì [17].
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Èç ýòîãî ìû ìîæåì ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ìåõàíèçì äèíàìî ìîæåò ôóíêöèîíèðîâàòü

ëèøü â ñóùåñòâåííî òðåõìåðíûõ òå÷åíèÿõ. Êîíå÷íî, â ðÿäå ñëó÷àåâ ðàññìàòðèâàþò

ðàçëè÷íûå äâóìåðíûå ìîäåëè, íî âñå îíè ÿâëÿþòñÿ â òîé èëè èíîé ñòåïåíè ðåçóëü-

òàòîì óñðåäíåíèÿ äâèæåíèé ïðîâîäÿùåé ñðåäû ïî íåêîòîðûì ìàëûì ìàñøòàáàì.

�4. Óðàâíåíèå Øòååíáåêà � Êðàóçå � Ðýäëåðà.

Ïðè èññëåäîâàíèè ìàãíèòíûõ ïîëåé â êîñìè÷åñêèõ îáúåêòàõ, â öåíòðå Çåìëè è

ò.ä. îáíàðóæèâàåòñÿ äîâîëüíî âàæíûé ôàêò. Ïðîñëåæèâàåòñÿ ÷åòêîå ðàçäåëåíèå ïî-

ëÿ íà ìåëêîìàñøòàáíóþ ñîñòàâëÿþùóþ b, è êðóïíîìàñøòàáíóþ ÷àñòü B, ïîëó÷àþ-

ùóþñÿ ïîñëå óñðåäíåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïî íåêîòîðîìó îáúåìó:

H = B+ b,

ãäå

B =< H > .

Êàê ïðàâèëî, ìàãíèòíîå ïîëå óñðåäíÿåòñÿ ïî ëèíåéíûì ìàñøòàáàì, ñîïîñòàâèì ñ

ðàçìåðàìè òóðáóëåíòíûõ ÿ÷ååê. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ëîãè÷íî áûëî áû òî÷íî òàê æå

ðàçäåëèòü è ñêîðîñòü íà äâå ñîñòàâëÿþùèå:

v = V+ u,

ãäå

V =< v > .

Ïîñìîòðèì, ê ÷åìó ïðåîáðàçóåòñÿ â òàêîì ñëó÷àå óðàâíåíèå äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ

(äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì åãî èäåàëèçèðîâàííûé âàðèàíò):

∂H

∂t
= rot[v,H].
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Óñðåäíèì îáå ÷àñòè ïî òåì æå ïðîñòðàíñòâåííûì ìàñøòàáàì:

∂B

∂t
=< rot[V+u,B+b] >;

∂B

∂t
= rot[V,B] + rot < [u,B] > +rot < [V,b] > +rot < [u,b] > .

Ïðè óñðåäíåíèè ñëàãàåìûõ, ñîäåðæàùèõ òîëüêî îäíó èç ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (u èëè

b) ïîëó÷èòñÿ íóëåâîå çíà÷åíèå:

rot < [u,B] >= 0;

rot < [V,b] >= 0.

×òî êàñàåòñÿ ñëàãàåìîãî rot < [u,b] >, òî ñ íèì äåëî îáñòîèò ñëîæíåå. Îíî ñîäåð-

æèò ïðîèçâåäåíèå ìåëêîìàñøòàáíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ìåëêîìàøñòàáíîé ñêîðîñòè.

Ñêîðîñòü ìåëêîìàñøòàáíûõ äâèæåíèé è ìåëêîìàñøòàáíîå ïîëå òàê èëè èíà÷å ñâÿ-

çàíû ñ âåëè÷èíîé êðóïíîìàñøòàáíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ B. Â ñàìîì ãðóáîì ñëó÷àå

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ áóäåò ëèíåéíîé:

< [u,b] >= αB.

Òåì íå ìåíåå, êðîìå ñàìîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, äàííîå ïðîèçâåäåíèå ìîæåò çàâèñåòü

è îò ïðîèçâîäíîé ïîëÿ. Ïîñêîëüêó ìû èìååì äåëî ñ âåêòîðíûìè âåëè÷èíàìè, òî

åäèíñòâåííîé èçâåñòíîé êîìáèíàöèåé èç ïðîèçâîäíûõ áóäåò ðîòîð, ïîýòîìó áîëåå

òî÷íî ìîæíî çàïèñàòü òàê:

< [u,b] >= αB− β rotB.

Òîãäà:

rot < [u,b] >= rot (αB)− β rot rotB;
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rot < [u,b] >= rot (αB) + β∆B;

Óðàâíåíèå äëÿ ñðåäíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïåðåïèøåòñÿ â ôîðìå [19, 20]:

∂B

∂t
= rot (αB) + rot[V,B] + β∆B.

Äàííîå óðàâíåíèå íàçûâàþò óðàâíåíèåì Øòååíáåêà � Êðàóçå � Ðýäëåðà. Îíî èãðàåò

êëþ÷åâóþ ðîëü â èññëåäîâàíèè ãåíåðàöèè ìàãíèòíûõ ïîëåé ïðè ïîìîùè ìåõàíèçìà

äèíàìî â æèäêîñòÿõ è ãàçàõ.

Îáñóäèì ñìûñë âõîäÿùèõ â íåãî êîýôôèöèåíòîâ. Êîýôôèöèåíò ïðè ëàïëàñèàíå

õàðàêòåðèçóåò çíà÷åíèå äèôôóçèè. Ïîñêîëüêó îíà ñâÿçàíà ñ íàëè÷èåì òóðáóëåíòíûõ

äâèæåíèé, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü (è ýòîò ôàêò âîçìîæíî îáîñíîâàòü), ÷òî ýòî áóäåò

ïðèìåðíî òî æå, ÷òî è âñòðå÷àøèéñÿ íàì ðàíåå êîýôôèöèåíò ν, èìåþùèé ñìûñë

âÿçêîñòè:

ν = β.

×òî êàñàåòñÿ α, òî îíî õàðàêòåðèçóåò òàê íàçûâàåìûé àëüôà-ýôôåêò, êîòîðûé õàðàê-

òåðèçóåò çàêðó÷åííîñòü òóðáóëåíòíûõ äâèæåíèé ñðåäû. Äëÿ íåãî ìîæíî ïîëó÷èòü

âûðàæåíèå:

α =
τ

3
< (u, rotu) > .

�5. Äèíàìî Ïàðêåðà.

Êàê ïðàâèëî, âàæíóþ ðîëü èãðàþò âïîëíå êîíêðåòíûå êîíôèãóðàöèè äâèæåíèé

æèäêîñòè èëè ãàçà, âûçûâàþùèå ãåíåðàöèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Îäèí èç õàðàêòåðíûõ

ïðèìåðîâ � ìåõàíèçì äèíàìî, äåéñòâóþùèé íà Ñîëíöå, èëè òàê íàçûâàåìîå äèíàìî

Ïàðêåðà [21].
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Ââèäó òîãî, ÷òî Ñîëíöå ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ øàð, óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñôåðè÷å-

ñêèå êîîðäèíàòû r− θ−φ. Ãåíåðàöèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðîèñõîäèò â äîâîëüíî óçêîì

äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà Ñîëíöà:

rmin < r < rmax.

Ïðåäñòàâèì ìàãíèòíîå ïîëå â âèäå êîìáèíàöèè òîðîèäàëüíîãî (íàïðàâëåííîãî â

íàïðàâëåíèè âðàùåíèÿ ãàëàêòèêè) è ïîëîèäàëüíîãî ïîëÿ:

B = Beφ + rot (Aeφ) .

Ðàñêðîåì ðîòîð â ïðàâîé ÷àñòè:

rot (Aeφ) =
1

r sin θ

∂

∂θ
(A sin θ) er −

1

r

∂(rA)

∂r
eθ.

Äàëåå âåçäå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îñíîâíóþ ðîëü èãðàåò òîðîèäàëüíàÿ ñîñòàâëÿþ-

ùàÿ. Îöåíèì âñå ñëàãàåìûå â óðàâíåíèè Øòååíáåêà � Êðàóçå � Ðýäëåðà:

∂B

∂t
= rot (αB) + rot[v,B] + η∆B.

Ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè çàïèñûâàåòñÿ ïðîùå âñåãî:

∂B

∂t
=
∂B

∂t
eφ + rot

(
∂A

∂t
eφ

)
.

Ó÷èòûâàÿ ìàëîñòü A, ìîæíî ñ÷èòàòü ÷òî:

rot (αB) ∼= rot (αBeφ) .

Îöåíèì òåïåðü âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ñêîðîñòè è ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Óãëîâàÿ ñêî-

ðîñòü â ñëó÷àå Ñîëíöà � ñêîðîñòü åãî âðàùåíèÿ âîêðóã ñâîåé îñè. Îíà çàâèñèò îò

óãëà θ :

v = rΩ sin θeφ
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Òîãäà:

[v,B] = Ω sin θ
∂(rA)

∂r
er + Ω

∂(A sin θ)

∂θ
eθ

Âîçüìåì ðîòîð îò äàííîãî âûðàæåíèÿ:

rot[v,B] =
1

r

(
∂

∂r
(rΩ

∂(A sin θ)

∂θ
)

)
eφ − 1

r

∂

∂θ

(
Ω sin θ

∂(rA)

∂r

)
eφ

Åñëè ìû ïîëîæèì, ÷òî A = A(θ), òî äàííîå âûðàæåíèå çàìåòíî óïðîñòèòñÿ:

rot[v,B] =
1

r
Ω
∂(A sin θ)

∂θ
eφ − 1

r

∂

∂θ
(AΩ sin θ) eφ;

rot[v,B] = −Ω

r

∂A

∂θ
sin θeφ;

Äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà ìîæíî çàïèñàòü:

∆(Beφ + rot(Aeφ)) = ∆Beφ + rot(∆Aeφ).

Â òàêîì ñëó÷àå:

∂B

∂t
eφ + rot

(
∂A

∂t
eφ

)
= rot (αBeφ)−

Ω

r

∂A

∂θ
sin θeφ + η∆Beφ + rot(η∆Aeφ)

Åñëè ðàçäåëèòü ñëàãàåìûå, ñòîÿùèå ïîä çíàêîì ðîòîðà, è òå, ÷òî äîìíîæàþòñÿ íà

eφ, òî ìû ïîëó÷èì:

∂A

∂t
= αB + η∆A;

∂B

∂t
= −Ω

r

∂A

∂θ
sin θ + η∆B.

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ìåíÿåòñÿ ìàëî, ìîæíî âûáðàòü íåêîòîðîå

õàðàêòåðíîå çíà÷åíèå R:

∂A

∂t
= αB + η∆A;

∂B

∂t
= −Ω

R

∂A

∂θ
sin θ + η∆B.

Óêàçàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé îïèñûâàåò òàê íàçûâàåìîå äèíàìî Ïàðêåðà.
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�6. Ãàëàêòè÷åñêîå äèíàìî. Ïëàíàðíîå ïðèáëèæåíèå

Äðóãàÿ ðàñïðîñòðàíåííàÿ ìîäåëü, èñïîëüçóåìàÿ ïðè îïèñàíèè ãåíåðàöèè ìàãíèò-

íûõ ïîëåé, ñâÿçàíà ñ ãàëàêòèêàìè. Îíà òàêæå ïîçâîëÿåò ñâåñòè çàäà÷ó äëÿ ìàãíèò-

íîãî ïîëÿ, çàâèñÿùåãî îò òðåõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, ê ñëó÷àþ çàâèñèìîñòè

îò äâóõ ïåðåìåííûõ [22, 23].

Ãàëàêòèêà ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ â ãðóáîì ïðèáëèæåíèè äîñòàòî÷íî òîíêèé äèñê,

ïîëóòîëùèíà h êîòîðîãî çíà÷èòåëüíî ìåíüøå åãî ðàäèóñà R. Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ëî-

ãè÷íî èñïîëüçîâàòü öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû r − φ− z. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàã-

íèòíîå ïîëå íå çàâèñèò îò óãëîâîé êîîðäèíàòû φ. Êðîìå òîãî, ÷àñòü ìàãíèòíîãî

ïîëÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ê äèñêó, ñ÷èòàåòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëîé. Çàâèñèìîñòü ïîëÿ îò

êîîðäèíàòû z ïðåäïîëàãàåòñÿ êîñèíóñîèäàëüíîé:

B(r, z, t) = B(r, 0, t) cos
(πz
2h

)
.

Äëÿ àëüôà-ýôôåêòà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îí çàâèñèò òîëüêî îò êîîðäèíàòû z ïî

çàêîíó ñèíóñà:

α = α(0)z.

Äëÿ ñêîðîñòè êðóïíîìàñøòàáíûõ äâèæåíèé ëîãè÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îíà ñâÿ-

çàíà ñ âðàùåíèåì ãàëàêòè÷åñêîãî äèñêà:

V = rΩeφ.

Îòìåòèì, ÷òî ãàëàêòè÷åñêèé äèñê âðàùàåòñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ Ω(r), çàâèñÿ-

ùåé îò ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà ãàëàêòèêè. Â ýòîì çàêëþ÷àåòñÿ òàê íàçûâàåìîå äèô-

ôåðåíöèàëüíîå âðàùåíèå.
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Çàïèøåì îñíîâíûå ñëàãàåìûå â óðàâíåíèè Øòååíáåêà � Êðàóçå � Ðýäëåðà, åñëè

ãîâîðèòü ïðî ïëîñêîñòü äèñêà (z = 0):

∂B

∂t
= rot (αB) + rot[V,B] + ηm∆B.

Ðàäèàëüíàÿ êîìïîíåíòà ïåðâîãî ðîòîðà âûãëÿäèò òàê:

rotr (αB) =
1

r

∂(αBz)

∂φ
− ∂(αBφ)

∂z
= −∂(αBφ)

∂z
=

= − ∂

∂z
(α(0)Bφ(r, 0, t)z cos

(πz
2h

)
) =

= −α(0)Bφ(r, 0, t).

Äëÿ óãëîâîé êîìïîíåíòû èìååì:

rotφ (αB) =
∂(αBr)

∂z
− ∂(αBz)

∂r
=

=
∂

∂z

(
α(0)Br(r, 0, t)z cos

(πz
2h

))
− ∂(αBz)

∂r
=

= α(0)Br(r, 0, t)−
∂(αBz)

∂r
.

Èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî z-êîìïîíåíòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ

äîñòàòî÷íî ìàëà, ïîýòîìó:

rotφ (αB) =
π

2h
αBr.

×òî êàñàåòñÿ ÷àñòè ðîòîðà, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê äèñêó, òî îíà âûãëÿäèò òàê:

rotz(αB) =
1

r

(
∂

∂r
(rαBr)−

∂(αBr)

∂φ

)
=

1

r

∂

∂r
(rαBr).

Ðàññìîòðèì òåïåðü âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå:

[V,B] = rΩBzer − rΩBrez.
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Äëÿ ðàäèàëüíîé êîìïîíåíòû åãî ðîòîðà ïîëó÷èì:

rotr[V,B] =
1

r

∂

∂φ
(−rΩBr) = 0;

äëÿ óãëîâîé:

rotφ[V,B] =
∂

∂z
(rΩBz) +

∂

∂r
(rΩBr) .

Äàííîå âûðàæåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

rotφ[V,B] = rΩ
∂Bz

∂z
+ Ω

∂

∂r
(rBr) + r

dΩ

dr
Br.

Ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ ïðåîáðàçóþòñÿ òàê:

rΩ
∂Bz

∂z
+ Ω

∂

∂r
(rBr) = rΩ

(
1

r

∂(rBr)

∂r
+
∂Bz

∂z

)
= divB = 0.

Òîãäà:

rotφ[V,B] = r
dΩ

dr
Br.

Íàêîíåö, çàïèøåì êîìïîíåíòó ðîòîðà, íàïðàâëåííóþ ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ãàëàêòè÷å-

ñêîìó äèñêó:

rotz[V,B] =
1

r

∂(rBφ

∂r
.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ êîìïîíåíò ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ëåæàùèõ â ïëîñêîñòè äèñêà,

âûãëÿäèò òàê:

∂Br

∂t
= −α

h
Bφ + η

(
∂2Br

∂z2
+

∂

∂r
(
1

r

∂

∂r
(rBr))

)
;

∂Bφ

∂t
= r

dΩ

dr
Br + η

(
∂2Bφ

∂z2
+

∂

∂r
(
1

r

∂

∂r
(rBφ))

)
.

Âòîðûå ïðîèçâîäíûå ìàãíèòíîãî ïîëÿ âäîëü íàïðàâëåíèÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíîãî ê

äèñêó, ìîæíî çàìåíèòü íà àëãåáðàè÷åñêèå âûðàæåíèÿ:

∂2Br

∂z2
= −π

2Br

4h2
;
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∂2Bφ

∂z2
= −π

2Bφ

4h2
.

Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé ïåðåïèøåòñÿ òàê:

∂Br

∂t
= −α

h
Bφ − ηπ2Br

4h2
+ η

(
∂

∂r
(
1

r

∂

∂r
(rBr))

)
;

∂Bφ

∂t
= r

dΩ

dr
Br −

ηπ2Bφ

4h2
+ η

(
∂

∂r
(
1

r

∂

∂r
(rBφ))

)
.

Ïðèâåäåííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé âûãëÿäèò äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêî. Áûëî áû äî-

ñòàòî÷íî óäîáíî ïåðåéòè ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì. Áóäåì èçìåðÿòü ðàññòîÿíèÿ

â åäèíèöàõ ðàäèóñà ãàëàêòèêè R :

r = r̃R,

à âðåìåíà � â åäèíèöàõ h2/η :

t = t̃
h2

η
.

Òîãäà:

∂B

∂t
=
ηm
h2
∂B

∂t̃
;

∂2B

∂r2
=

1

R2

∂2B

∂r̃
.

Â òàêîì ñëó÷àå ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðåîáðàçóåòñÿ:

ηm
h2
∂Br

∂t̃
= −α

h
Bφ − ηπ2Br

4h2
+

η

R2

(
∂

∂r̃
(
1

r̃

∂

∂r̃
(r̃Br))

)
;

ηm
h2
∂Bφ

∂t̃
= r̃

dΩ

dr̃
Br −

ηπ2Bφ

4h2
+

η

R2

(
∂

∂r̃
(
1

r̃

∂

∂r̃
(r̃Bφ))

)
.

Äîìíîæèì îáå ÷àñòè íà h2

ηm
, òîãäà:

∂Br

∂t̃
= −hα

η
Bφ − π2Br

4
+
h2

R2

(
∂

∂r̃
(
1

r̃

∂

∂r̃
(r̃Br))

)
;
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∂Bφ

∂t̃
= r̃

dΩ

dr̃

h2

η
Br −

π2Bφ

4
+
h2

R2

(
∂

∂r̃
(
1

r̃

∂

∂r̃
(r̃Bφ))

)
.

Íàêîíåö, áóäåì èçìåðÿòü óãëîâóþ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ â õàðàêòåðíûõ äëÿ íåå âåëè-

÷èíàõ Ω0 :

Ω = Ω̃Ω0.

Ïîýòîìó:

∂Br

∂t̃
= −hα

η
Bφ − π2Br

4
+
h2

R2

(
∂

∂r̃
(
1

r̃

∂

∂r̃
(r̃Br))

)
;

∂Bφ

∂t̃
= r̃

dΩ̃

dr̃

Ω0h
2

η
Br −

π2Bφ

4
+
h2

R2

(
∂

∂r̃
(
1

r̃

∂

∂r̃
(r̃Bφ))

)
.

Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ââåäåì ñëåäóþùèå áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû:

Rα =
hα

η
;

Rω =
Ω0h

2

η
;

λ =
h2

R2
.

Êàê ïðàâèëî, ïðèíÿòî ñ÷èòàòü ÷òî Rα ∼ −1, Rω ∼ 10, λ ∼ 10−2.

Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé ïëàíàðíîãî ïðèáëèæåíèÿ (òèëüäû ìû áóäåì îïóñêàòü)

çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂Br

∂t
= −RαBφ − π2Br

4
+ λ2

(
∂

∂r
(
1

r

∂

∂r
(rBr))

)
;

∂Bφ

∂t
= Rωr

dΩ

dr
Br −

π2Bφ

4
+ λ2

(
∂

∂r
(
1

r

∂

∂r
(rBφ))

)
.

Îïðåäåëèì, ïðè êàêèõ ïàðàìåòðàõ áóäåò ãåíåðèðîâàòüñÿ ìàãíèòíîå ïîëå. Äëÿ ýòîãî

ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà λ = 0. Òîãäà ïîëå çàâèñèò òîëüêî îò âðåìåíè, ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå ïðåâðàùàþòñÿ â ïîëíûå, è óðàâíåíèÿ ïåðåõîäÿò ê âèäó:

dBr

dt
= −RαBφ − π2Br

4
;
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dBφ

dt
= −RωBr −

π2Bφ

4
.

Áóäåì èñêàòü ìàãíèòíîå ïîëå â âèäå:

Br(t) = B0r exp(γt);

Bφ(t) = B0φ exp(γt).

Óðàâíåíèÿ äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñâåäóòñÿ ê ñëåäóþùèì:

γB0r = −RαB0φ − π2B0r

4
;

γB0φ = −Rωr
dΩ

dr
B0r −

π2B0φ

4
.

Ïåðåïèøåì èõ â ñëåäóþùåì âèäå:

(−γ − π2

4
)B0r −RαB0φ = 0;

−Rωr
dΩ

dr
B0r + (−γ − π2

4
)B0φ = 0.

Äëÿ ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü îáðàùåíèÿ â íóëü

îïðåäåëèòåëÿ ñèñòåìû:

det

−γ − π2

4
−Rα

−Rωr
dΩ
dr

−γ − π2

4

 = 0.

Èíà÷å ãîâîðÿ,

(γ +
π2

4
)2 −RαRωr

dΩ

dr
= 0;

γ +
π2

4
= ±

√
RαRωr

dΩ

dr
;

γ = −π
2

4
±

√
RαRωr

dΩ

dr
.
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Êàê âèäíî, ñóùåñòâóþò äâà ðåøåíèÿ, îäíî èç êîòîðûõ âñåãäà îòðèöàòåëüíî. Âòîðîå

áîëüøå íóëÿ, åñëè √
RαRωr

dΩ

dr
>
π2

4
.

Âîçâåäåì îáå ÷àñòè â êâàäðàò:

RαRωr
dΩ

dr
>
π4

16
.

Êàê ïðàâèëî, ãàëàêòèêè îáëàäàþò òàê íàçûâàåìîé ïëîñêîé êðèâîé âðàùåíèÿ: íà÷è-

íàÿ ñ îïðåäåëåííîãî ìîìåíòà ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ïîñòîÿííà:

V = const .

Ïî ýòîé ïðè÷èíå:

Ω =
V

r
.

Òîãäà

dΩ

dr
= −V

r2
= −Ω

r
;

r
dΩ

dr
= −Ω.

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî Ω èçìåðÿåòñÿ â õàðàêòåðíûõ åäèíèöàõ,

r
dΩ

dr
= −1.

Ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî α = −Ω0l2

h
, ãäå l � ðàçìåð òóðáóëåíòíûõ ÿ÷ååê, òîãäà ñ

ó÷åòîì òîãî ÷òî η = lv/3:

Rα = −3Ω0l

v
.

Äëÿ âòîðîãî êîýôôèöèåíòà ìîæíî ïîëó÷èòü:

Rω =
3Ω0h

2

lv
.

93



Óñëîâèå ãåíåðàöèè òàêîâî:

3Ω0l

v

3Ω0h
2

lv
>
π4

16
;

èëè

9h2Ω2
0

v2
>
π4

16
.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ìîæíî ââåñòè ïðîèçâåäåíèå

D = |RαRω| =
9h2Ω2

0

v2
.

Åñëè D > Dcr, òî âîçìîæåí ðîñò ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíî çàòóõàåò.

Íàìè áûëî ïîëó÷åíî, ÷òî

Dcr ≈ 6.

Áîëåå òî÷íûå îöåíêè ïîêàçûâàþò, ÷òî Dcr ≈ 7. Îïðåäåëèì ñîîòíîøåíèå ìåæäó ðàç-

ëè÷íûìè ñîñòàâëÿþùèìè ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ñ ó÷åòîì âûøåñêàçàííîãî,

γ = −π
2

4
+
√

−RαRω.

Èíà÷å ãîâîðÿ,

(
π2

4
−
√

−RαRω − π2

4
)B0r −RαB0φ = 0.

Òîãäà:

−
√

−RαRωB0r −RαB0φ = 0.

B0φ = −B0r

√
−Rω/Rα.

Åñëè Rω = 9, Rα = −1, òî

B0φ = −3B0r.
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Ðîñò ìàãíèòíîãî ïîëÿ îáóñëîâëåí ïåðåõîäîì êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè òóðáóëåíò-

íûõ äâèæåíèé â ýíåðãèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Åñëè ïëîòíîñòè ýòèõ ýíåðãèé ñòàíîâÿòñÿ

îäèíàêîâû:

B∗2

8π
=
ρv2

2
;

òî ðîñò ìàãíèòíîãî ïîëÿ äîëæåí îñòàíàâëèâàòüñÿ. Ýòî ìîæíî ó÷åñòü ïóòåì ñëåäóþ-

ùåé ìîäèôèêàöèè êîýôôèöèåíòà àëüôà-ýôôåêòà:

Rα → Rα(1−B2/B∗2).

Åñëè èçìåðÿòü ìàãíèòíîå ïîëå â åäèíèöàõ B∗, òî ìîæíî ñâåñòè ñèñòåìó óðàâíåíèé

ê ñëåäóþùåìó:

∂Br

∂t
= −Rα(1−B2

r −B2
φ)Bφ − π2Br

4
+ λ2

(
∂

∂r
(
1

r

∂

∂r
(rBr))

)
;

∂Bφ

∂t
= Rωr

dΩ

dr
Br −

π2Bφ

4
+ λ2

(
∂

∂r
(
1

r

∂

∂r
(rBφ))

)
.

�7. Ýâîëþöèÿ ñïèðàëüíîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ

Èç äðóãèõ ðàçäåëîâ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè èçâåñòåí ðÿä çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ: òàê,

ñîõðàíÿþòñÿ ýíåðãèÿ, èìïóëüñ, ìîìåíò èìïóëüñà è äðóãèå âàæíûå âåëè÷èíû. Â ìàã-

íèòíîé ãèäðîäèíàìèêå ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ åùå îäíîé âåëè÷èíîé, êîòîðàÿ òîæå ñîõðà-

íÿåòñÿ. Ðå÷ü èäåò î òàê íàçûâàåìîé ìàãíèòíîé ñïèðàëüíîñòè, êîòîðàÿ ñîõðàíÿåòñÿ

ïðè óñëîâèè îòñóòñòâèÿ äèôôóçèè. Îòìåòèì, ÷òî äàæå â òîì ñëó÷àå, êîãäà êîýôôè-

öèåíò òóðáóëåíòíîé äèôôóçèè îòëè÷åí îò íóëÿ, â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ñïèðàëüíîñòü

ìåíÿåòñÿ êðàéíå ìåäëåííî, è ýòèì èçìåíåíèåì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.
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Ñïèðàëüíîñòüþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðíî-

ãî ïîòåíöèàëà ìàãíèòíîãî ïîëÿ A è íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ H :

χ = (A,H).

Èíîãäà òàêæå óïîòðåáëÿþò ðàâíîñèëüíûé òåðìèí � ìàãíèòíàÿ ñïèðàëüíîñòü.

Îïðåäåëèì çàêîí èçìåíåíèÿ ñïèðàëüíîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Âû÷èñëèì åå ÷àñò-

íóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè [24]:

∂χ

∂t
=

(
∂A

∂t
,H

)
+

(
A,

∂H

∂t

)
.

Âñïîìíèì, ÷òî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñîâîêóïíîñòü ãðàäèåíòà ñêà-

ëÿðíîãî ïîòåíöèàëà è ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè âåêòîðíîãî:

E = − gradφ− 1

c

∂A

∂t
.

Äîìíîæèì îáå ÷àñòè íà ñêîðîñòü ñâåòà c :

cE = −c gradφ− ∂A

∂t
.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðîèçâîäíàÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà ïî âðåìåíè âûðàæàåòñÿ òàê [24]:

∂A

∂t
= −c (gradφ+ E) .

Êðîìå òîãî, ìîæíî âñïîìíèòü ïåðâîå èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà:

rotE = −1

c

∂H

∂t
.

Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî

1

c

∂H

∂t
= − rotE.
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Óìíîæèì îáå ÷àñòè íà ñêîðîñòü ñâåòà c:

∂H

∂t
= −c rotE.

Òîãäà óðàâíåíèå äëÿ ìàãíèòíîé ñïèðàëüíîñòè áóäåò âûãëÿäåòü òàê [24]:

∂χ

∂t
= −c ((gradφ+ E),H)− c (A, rotE) ,

èëè

∂χ

∂t
= −c ((gradφ,H) + (E,H) + (A, rotE)) .

Ðàññìîòðèì êàæäîå èç ñëàãàåìûõ â ñêîáêàõ ïî îòäåëüíîñòè. Âñïîìíèì, ÷òî ñî-

ãëàñíî ïðàâèëàì âåêòîðíîãî àíàëèçà [13],

div(φH) = φ divH+ (gradφ,H).

Â ñèëó òîãî, ÷òî ñîãëàñíî òðåòüåìó óðàâíåíèþ Ìàêñâåëëà divH = 0, ìîæíî ïî-

ëó÷èòü ÷òî:

div(φH) = (gradφ,H).

Èç ôîðìóë âåêòîðíîãî àíàëèçà [13] òàêæå ñëåäóåò, ÷òî

div[A,E] = (E, rotA)− (A, rotE) = (E,H)− (A, rotE).

Èíà÷å ãîâîðÿ,

(A, rotE) = (E,B)− div[A,E].

Óðàâíåíèå äëÿ ñïèðàëüíîñòè òîãäà çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂χ

∂t
= − (div(φH) + 2(E,H) + div[A,E]) . (23)
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Ïðîèíòåãðèðóåì îáå ÷àñòè ïî èíòåðåñóþùåé íàñ îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà V, ïðåä-

ïîëàãàÿ, ÷òî íà åå ãðàíèöå E = B = 0:

∫ ∫ ∫
V

∂χ

∂t
dV = −c

∫ ∫ ∫
V

(div(φH) + 2(E,H) + div[A,E]) dV

Âûíåñåì îïåðàöèþ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ çà çíàê èíòåãðèðîâàíèÿ:

d

dt

∫ ∫ ∫
V

χdV = −c
∫ ∫ ∫

V

(div(φH) + 2(E,H) + div[A,E]) dV

Âûäåëèì äèâåðãåíòíûå ñëàãàåìûå:

d

dt

∫ ∫ ∫
V

χdV = −
∫ ∫ ∫

V

div (φH+ [A,E]) dV − 2c

∫ ∫ ∫
V

(E,H)dV.

Îáúåìíûé èíòåãðàë îò äèâåðãåíöèè ìîæíî çàìåíèòü íà èíòåãðàë ïî ïîâåðõíîñòè,

îãðàíè÷èâàþùåé äàííûé îáúåì:

∫ ∫ ∫
V

div (φH+ [A,E]) dV =

∫ ∫
S

(φH+ [A,E])n dS.

Â ñèëó òîãî, ÷òî íà ãðàíèöå ïîëÿ ðàâíû íóëþ,

∫ ∫
S

(φH+ [A,E])n dS = 0.

Òîãäà äëÿ èíòåãðàëà ìàãíèòíîé ñïèðàëüíîñòè ïîëó÷èì:

d

dt

∫ ∫ ∫
V

χdV = −2c

∫ ∫ ∫
V

(E,H)dV.

Îöåíèì èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè. Ïëîòíîñòü òîêà ñâÿçàíà ñ íàïðÿæåííîñòüþ ýëåê-

òðè÷åñêîãî ïîëÿ è èíäóêöèåé ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

j = λ

(
E+

1

c
[v,H]

)
.
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Åñëè ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñðåäó ñ áåñêîíå÷íîé ïðîâîäèìîñòüþ, òî λ → ∞. Ïî

ýòîé ïðè÷èíå êîíå÷íûé òîê â ëåâîé ÷àñòè ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè åäèíñòâåííîì óñëî-

âèè: åñëè

E+
1

c
[v,H] = 0.

Òîãäà:

E = −1

c
[v,H].

Äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ñòîÿùåãî â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè, ìû ìîæåì

ïîëó÷èòü:

(E,H) = −1

c
([v,H],H) = −1

c
(v, [H,H]) = 0.

Â òàêîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì:

d

dt

∫ ∫ ∫
V

χdV = 0.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ∫ ∫ ∫
V

χdV = const .

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïðè áåñêîíå÷íîé ïðîâîäèìîñòè èíòåãðàë îò ñïèðàëüíîñòè ìàãíèò-

íîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé è íå ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì. Ýòî çíà÷èò,

÷òî îí ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ [24].

Îòìåòèì, ÷òî ðåàëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü ñðåä, â êîòîðûõ èçó÷àåòñÿ ãåíåðàöèÿ ìàã-

íèòíîãî ïîëÿ, õîòÿ è äîñòàòî÷íî âåëèêà, íî âñå-òàêè êîíå÷íà. Èññëåäóåì, êàê ïðå-

îáðàçóåòñÿ (23) â ñëó÷àå, êîãäà ñðåäà îáëàäàåò êîíå÷íîé ïðîâîäèìîñòüþ. Òàê æå,

êàê ýòî äåëàëîñü ðàíåå, ðàçäåëèì ìàãíèòíîå ïîëå íà êðóïíîìàñøòàáíóþ è ìåëêî-

ìàñøòàáíóþ êîìïîíåíòû:

H = B+ b.
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Òî æå ñàìîå ìîæíî ñäåëàòü è äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ:

E = E + e,

ãäå E � êðóïíîìàñøòàáíîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, e � ìåëêîìàñøòàáíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ

ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà ìàãíèòíîãî ïîëÿ ìîæíî âçÿòü àíà-

ëîãè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå:

A = A+ a,

ãäå A � êðóïíîìàñøòàáíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ïîòåíöèàëà, a � åãî ìåëêîìàñøòàáíàÿ êîì-

ïîíåíòà. Òî æå ñàìîå ìîæíî çàïèñàòü è äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêîãî

ïîëÿ:

ϕ = Φ+ ψ,

ãäå Φ � ïîòåíöèàë êðóïíîìàñøòàáíîãî ïîëÿ, ψ � ïîòåíöèàë ìåëêîìàñøòàáíîé ÷àñòè.

Óðàâíåíèå (23) â òàêîì ñëó÷àå çàïèøåòñÿ òàê [25, 26]:

∂χ

∂t
= −c (div((Φ + ψ)(B+ b)) + 2((E + e), (B+ b)) + div[(A+ a), (E + e)]) .

∂χ

∂t
= −c(div(ΦB) + div(Φb) + div(ψB) + div(ψb)+

+2(E ,B) + 2(E ,b) + 2(e,B) + 2(b, e)+

+div(A, E) + div(A, e) + div(a, E) + div(a, e)).

Îòìåòèì, ÷òî êðóïíîìàñøòàáíûå âåëè÷èíû ìåíÿþòñÿ ìåäëåííî, ïîýòîìó, ê ïðè-

ìåðó, äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ìîæíî ñ÷èòàòü:

∂B

∂x
≪ ∂b

∂x
.
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Ïî ýòîé ïðè÷èíå äèâåðãåíöèåé îò âåëè÷èí, ñîäåðæàùèõ òîëüêî êðóïíîìàñøòàáíûå

êîìïîíåíòû, äîïóñòèìî ïðåíåáðå÷ü:

∂χ

∂t
= −c(div(Φb) + div(ψB) + div(ψb) + 2(E ,B) + 2(E ,b)+

+2(e,B) + 2(b, e) + div(A, e) + div(a, E) + div(a, e)).

Óñðåäíèì òåïåðü óðàâíåíèå ïî îáëàñòÿì, õàðàêòåðíûé ðàçìåð êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò

ìàñøòàáó òóðáóëåíòíîñòè, à íà ãðàíèöå êîòîðîé ìîæíî ïîëîæèòü:

a = b = e = ψ = 0.

Â òàêîì ñëó÷àå ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå ëèøü îäíó èç ìåëêîìàñøòàáíûõ âåëè÷èí,

äîëæíû áóäóò èñ÷åçíóòü, ò.ê.

< a >=< b >=< e >=< ψ >= 0.

Óðàâíåíèå äëÿ ñïèðàëüíîñòè çàïèøåòñÿ òàê:

∂ < χ >

∂t
= −c(< div(ψb) > +2(E ,B) + 2(b, e)+ < div(a, e) >).

Äëÿ îöåíêè ñðåäíåãî îò äèâåðãåíöèè íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî ïîä ïðîöåäó-

ðîé óñðåäíåíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâó îáû÷íî ïîíèìàåòñÿ ñëåäóþùèé èíòåãðàë ïî íàøåé

ÿ÷åéêå îáúåìîì V :

< div(ψb) >=
1

V

∫ ∫ ∫
V
div(ψb)dV =

1

V

∫ ∫
S
(ψb)ndS,

ãäå S � ãðàíèöà ÿ÷åéêè. Â ñèëó îáîçíà÷åííûõ ïðåäïîëîæåíèé ïîëó÷èòñÿ:

< div(ψb) >= 0.
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Òî÷íî òàêæå ìîæíî çàïèñàòü è äëÿ âòîðîé äèâåðãåíöèè:

< div(a, e) >=

∫ ∫
S
(ψb)ndS = 0.

Òîãäà äëÿ ñïèðàëüíîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ áóäåì èìåòü óðàâíåíèå:

∂ < χ >

∂t
= −2(E ,B)− 2(b, e).

Îöåíèì òåïåðü ñðåäíþþ ñïèðàëüíîñòü:

< χ >=< ((A+ a), (B+ b)) >=< (A,B) > + < (A,b) > + < (a,B) > + < (a,b) > .

Äàëåå ìû áóäåì îïóñêàòü ñèìâîë óñðåäíåíèÿ:

∂χ

∂t
= −2(E ,B)− 2(b, e).

Îöåíèì âåëè÷èíó ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ïîëàãàÿ, ÷òî â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà

ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå îòñóòñòâóåò. Â ñëó÷àå ó÷åòà äâèæåíèé ñðåäû ìû äîëæíû ïîëó-

÷èòü ïðè ïåðåõîäå ê äâèæóùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

E =<
1

c
[u,H] >

Âíîâü ïðåäñòàâëÿÿ ïîëå â âèäå ñóììû:

H = B+ b,

ìû ìîæåì ïîëó÷èòü:

E =
1

c
< [u,Â] > +

1

c
< [u,b] > .

Ïåðâîå ñëàãàåìîå îáðàòèòñÿ â íóëü. ïîýòîìó:

E =
1

c
< [u,b] > .
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Ýòî âûðàæåíèå íàì óæå âñòðå÷àëîñü è ìû ïîëó÷àëè äëÿ íåãî ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå

< [u,b] >= αB− β rotB.

Òîãäà:

−2(E ,B) = −2α(B,B) + 2β(B, rotB).

Íàêîíåö, îöåíèì ñëó÷àéíóþ ñîñòàâëÿþùóþ. Äëÿ ñëó÷àéíîãî òîêà ìîæíî ïîëàãàòü:

j = λe,

èëè

e =
1

λ
j;

2(b, e) =
2c

λ
(b, j).

Âñïîìíèì, ÷òî

j =
c

4π
rotb,

Òîãäà ìîæíî ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ñ÷èòàòü:

j ≈ b

l
,

ãäå l � õàðàêòåðíûé ëèíåéíûé ìàñøòàá. Â ñâîþ î÷åðåäü, ìåëêîìàñøòàáíîå ìàãíèòíîå

ïîëå ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàê:

b = rot a,

èëè

b ≈ a

l
.

Äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìîæíî ïðèáëèæåííî ñ÷èòàòü, ÷òî:

(b, j) ≈ bj ≈ c

4π

ab

l2
≈ c

4π

χ

l2
.
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Òîãäà ìû ïîëó÷àåì, ÷òî:

2c(b, e) =
2c2

4πλ

χ

l2
.

Ïðè óñëîâèè, ÷òî µ = 1, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü äëÿ ìàãíèòíîé âÿçêîñòè ñëåäóþùåå:

ηm =
c2

4πµλ
=

c2

4πλ
.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî

2c(b, e) = 2ηmχ/l
2.

Óðàâíåíèå äëÿ èçìåíåíèÿ ñïèðàëüíîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ ó÷åòîì óêàçàííûõ ñîîá-

ðàæåíèé çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [?]:

∂χ

∂t
= −2α(B,B) + 2β(B, rotB)− 2ηmχ/l

2.

Âûøå ìû íåÿâíî ïðåäïîëàãàëè, ÷òî êðóïíîìàñøòàáíûå äâèæåíèÿ â ñðåäå îòñóòñòâó-

þò. Â ðåàëüíîñòè ýòî íå âñåãäà òàê: ñ îäíîé ñòîðîíû, åñòü ïîòîêè ñïèðàëüíîñòè,

ïðîïîðöèîíàëüíûå äèâåðãåíöèè åå ïðîèçâåäåíèÿ íà êðóïíîìàñøòàáíóþ ñêîðîñòü

div(χV. Íàêîíåö, åñòü òóðáóëåíòíîå ¾ðàçìàçûâàíèå¿, ïðîïîðöèîíàëüíîå ëàïëàñèàíó.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî, óðàâíåíèå äëÿ ñïèðàëüíîñòè çàïèøåòñÿ òàê:

∂χ

∂t
+ div(χV) = −2αB2 + 2β(B, rotB)− 2ηmχ/l

2 + ηm∆χ.

Óðàâíåíèå äëÿ ýâîëþöèè ñïèðàëüíîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ èãðàåò âàæíóþ ðîëü â èçó-

÷åíèè ýâîëþöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ìåõàíèçìà äèíàìî â öåëîì. Â ðÿäå ñëó÷àåâ ìîæíî

ïîëàãàòü, ÷òî ñïèðàëüíîñòü ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü îïðåäåëåííîé äîáàâêå ê êîýôôè-

öèåíòó àëüôà-ýôôåêòà è çàìåòíî ìåíÿòü õàðàêòåð ðîñòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ýòî ïîç-

âîëÿåò ââåñòè ïðîöåññ íàñûùåíèÿ ðîñòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïî ìåðå åãî ïðèáëèæåíèÿ
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ê óðîâíþ ðàâíîðàñïðåäåëåíèÿ ïî ýíåðãèè áåç ó÷åòà ¾ýìïèðè÷åñêèõ¿ ñîîòíîøåíèé,

êàê ýòî äåëàëîñü â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå.

Ãëàâà 6. Òå÷åíèÿ â æèäêèõ ìåòàëëàõ

�1. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ

Îïèñàííûå âûøå çàäà÷è, ïîñâÿùåííûå ýâîëþöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, îòíîñèëèñü

êàê ïðàâèëî ê àñòðîôèçè÷åñêèì ïðèëîæåíèÿì. Ïîäîáíûå ïðîáëåìû èìåþò ñâîþ ñïå-

öèôèêó. Òàê, ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ñðåäû òàì äîñòàòî÷íî âåëèêè, ïîýòîìó âî ìíîãèõ

ñëó÷àÿõ ìîæíî ïðåíåáðåãàòü òóðáóëåíòíîé äèôôóçèåé è äðóãèìè ïîäîáíûìè ýô-

ôåêòàìè. Êðîìå òîãî, êàê ïðàâèëî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî äâèæåíèÿ ñðåäû æåñòêî çàäàíû,

è âëèÿíèåì ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà íèõ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Çàòåì, äîâîëüíî ÷àñòî ðå÷ü

èäåò î ãàçàõ, êîòîðûå ÿâëÿåòñÿ õîðîøî ñæèìàåìûìè.

Òåì íå ìåíåå, çàäà÷è ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè íå îãðàíè÷èâàþòñÿ àñòðîôèçè-

êîé. Ìàãíèòíûå ýôôåêòû èãðàþò áîëüøóþ ðîëü ïðè èçó÷åíèè ýôôåêòîâ, âîçíèêà-

þùèõ ïðè ïåðåïëàâêå ìåòàëëîâ, ýëåêòðîñâàðêå è ò.ä. Äâèæåíèå ðàñïëàâîâ æèäêèõ

ìåòàëëîâ îáíàðóæèâàåò öåëûé ðÿä ñïåöèôè÷åñêèõ ïðèçíàêîâ, íå ñâîéñòâåííûì ìàã-

íèòîãèäðîäèíàìè÷åñêèì ïðîöåññàì íà Ñîëíöå èëè â ãàëàêòèêàõ. Òàê, êàê ïðàâèëî

ñêîðîñòè òå÷åíèé òàì äîñòàòî÷íî ìàëû, è èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü íå áîëüøèå,

à ìàëûå ÷èñëà Ðåéíîëüäñà. Íàêîíåö, çäåñü ïðèõîäèòñÿ ñ÷èòàòü, ÷òî ìàãíèòíûå ïîëÿ

î÷åíü çíà÷èòåëüíî âëèÿþò íà õàðàêòåð äâèæåíèé. Êàê íè ñòðàííî, â òàêèõ çàäà÷àõ

÷àñòî èìååò ñìûñë íàïðîòèâ ïðåíåáðåãàòü âëèÿíèåì õàðàêòåðà òå÷åíèé íà ìàãíèòíîå

ïîëå.
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Íàïîìíèì, ÷òî òå÷åíèå æèäêîñòè îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ Íàâüå �

Ñòîêñà:

∂v

∂t
+ (v,∇)v = −1

ρ
∇p+ f+ ν∆v,

ãäå v � ñêîðîñòü äâèæåíèé, p � äàâëåíèå, ν � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè, f � ïëîòíîñòü

ìàññîâûõ ñèë.

Â êà÷åñòâå ñèëû ïðè íàëè÷èè ìàãíèòíîãî ïîëÿ H áóäåò ôèãóðèðîâàòü ñèëà Ëî-

ðåíöà, ïëîòíîñòü êîòîðîé áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

F =
1

cρ
[j,H],

ãäå j � ïëîòíîñòü òîêà. Òîãäà óðàâíåíèå Íàâüå � Ñòîêñà çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì [27]:

∂v

∂t
+ (v,∇)v = −1

ρ
∇p+ 1

cρ
[j,H] + ν∆v.

Íàêîíåö, æèäêîñòè (îñîáåííî æèäêèå ìåòàëëû) ÿâëÿþòñÿ ñ áîëüøîé ñòåïåíüþ òî÷-

íîñòè íåñæèìàåìûìè. Ïîýòîìó óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè:

∂ρ

∂t
+ div(ρv) = 0,

ïîýòîìó

ρ = const

è óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê âèäó

div v = 0.

Òî æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü è ïðî òîêè:

div j = 0.
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Êðîìå òîãî, íå ñòîèò çàáûâàòü ïðî âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè òîêà:

j = λ(E+
1

c
[v,H]) (24)

è ïðî îñíîâíîå óðàâíåíèå ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè:

∂H

∂t
= rot[v,H] + ηm∆H.

�2. Óðàâíåíèÿ äëÿ òå÷åíèÿ æèäêèõ ìåòàëëîâ â áåçðàçìåðíîì âèäå

Êàê è â äðóãèõ çàäà÷àõ, îïèñàííûå âûøå óðàâíåíèÿ èìååò ñìûñë çàïèñàòü â áåç-

ðàçìåðíîì âèäå. Ïîñêîëüêó äëÿ óðàâíåíèÿ Íàâüå � Ñòîêñà è îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ

ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè ïîõîæàÿ ïðîöåäóðà óæå äåëàëàñü, îáîçíà÷èì ëèøü îñíîâ-

íûå ìîìåíòû. Ñêîðîñòè, êîîðäèíàòû, âðåìåíà, ïëîòíîñòè è äàâëåíèÿ èçìåðÿþòñÿ â

õàðàêòåðíûõ âåëè÷èíàõ:

v = ṽV ;

x = x̃L;

t = t̃T ;

ρ = ρ̃ρ0;

p = p̃P.

Óðàâíåíèå Íàâüå � Ñòîêñà äëÿ æèäêîãî ìåòàëëà áóäåò òàêèì:

V

T

∂ṽ

∂t̃
+
V 2

L
(ṽ, ∇̃)ṽ = − P

ρ0L

1

ρ̃
∇̃p̃+ 1

ρ0

1

cρ̃
[j,H] + ν

V

L2
∆̃ṽ.

Êðîìå òîãî, áóäåì èçìåðÿòü ìàãíèòíîå ïîëå â íåêîòîðûõ õàðàêòåðíûõ âåëè÷èíàõ

H0:

H = H̃H0.
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Ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà áóäåì èçìåðÿòü â åäèíèöàõ:

j0 =
c

4π

H0

L
,

ò.å.

j = j̃j0 = j̃
c

4π

H0

L
.

Òîãäà óðàâíåíèå Íàâüå � Ñòîêñà ñ ó÷åòîì ìàãíèòíîãî ïîëÿ áóäåò òàêîâûì:

V

T

∂ṽ

∂t̃
+
V 2

L
(ṽ, ∇̃)ṽ = − P

ρ0L

1

ρ̃
∇̃p̃+ H2

0

4πρ0L

1

ρ̃
[̃j, H̃] + ν

V

L2
∆̃ṽ.

Äîìíîæèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà L
V 2 , òîãäà ïîëó÷èòñÿ:

L

V T

∂ṽ

∂t̃
+ (ṽ, ∇̃)ṽ = − P

ρ0V 2

1

ρ̃
∇̃p̃+ H2

0

4πρ0V 2

1

ρ̃
[̃j, H̃] +

ν

LV
∆̃ṽ.

Â ñèëó íåñæèìàåìîñòè æèäêîñòè ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî ρ̃ = 1, ïîýòîìó:

L

V T

∂ṽ

∂t̃
+ (ṽ, ∇̃)ṽ =

P

ρ0V 2
∇̃p̃+ H2

0

4πρ0V 2
[̃j, H̃] +

ν

LV
∆̃ṽ.

Ââåäÿ ÷èñëî Ñòðóõàëà St = L
V T
, ÷èñëî Ýéëåðà Eu = ρ0V 2

2P
è ÷èñëî Ðåéíîëüäñà Re =

LV
ν
, óðàâíåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî òàê:

St
∂ṽ

∂t̃
+ (ṽ, ∇̃)ṽ = − 1

2Eu
∇̃p̃+ H2

0

4πρ0V 2
[̃j, H̃] +

1

Re
∆̃ṽ.

Ìîæíî ââåñòè åùå îäíó áåçðàçìåðíóþ âåëè÷èíó � ÷èñëî Àëüôâåíà:

Al =
H2

0

4πρ0V 2
.

Ïî ñìûñëó îíî õàðàêòåðèçóåò ñîîòíîøåíèå ìåæäó õàðàêòåðíîé ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè

ìàãíèòíîãî ïîëÿ:

Eìàãí =
H2

0

8π
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è õàðàêòåðíîé ïëîòíîñòüþ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè òóðáóëåíòíûõ äâèæåíèé:

Eêèí =
ρ0V

2

2
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

Al =
Eìàãí
Eêèí

.

Îïóñêàÿ òèëüäû, ïîëó÷èì âûðàæåíèå:

St
∂v

∂t
+ (v,∇)v = − 1

2Eu
∇p+ Al[j,H] +

1

Re
∆v. (25)

Ðàññìîòðèì òåïåðü âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà (24), èñïîëü-

çóÿ áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû:

j̃j0 = λ(E+
V B0

c
[ṽ, H̃]);

j̃
cH0

4πL
= λ(E+

V H0

c
[ṽ, H̃]).

Â êà÷åñòâå åäèíèöû èçìåðåíèÿ äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü

E0 =
V H0

c
.

Òîãäà:

E = ẼE0 = Ẽ
V H0

c
.

Â òàêîì ñëó÷àå:

j̃
cH0

4πL
=
λV B0

c
(Ẽ+ [ṽ, H̃]);

j̃ =
4πλLV

c2
(Ẽ+ [ṽ, H̃]).

Âñïîìíèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåëè÷èíà, êàê ìàãíèòíàÿ âÿçêîñòü:

ηm =
c2

4πλ
;
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òîãäà:

j̃ =
LV

ηm
(Ẽ+ [ṽ, H̃]).

Çäåñü ÿâíî âîçíèêàåò ìàãíèòíîå ÷èñëî Ðåéíîëüäñà Rem = LV
ηm
. Áåç óêàçàíèÿ ¾òèëüä¿

âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè òîêà áóäåò òàêîâî:

j = Rem(E+ [v,H]).

Óðàâíåíèå (25) â òàêîì ñëó÷àå áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

St
∂v

∂t
+ (v,∇)v = − 1

2Eu
∇p+ Al ·Rem[(E+ [v,H]),H] +

1

Re
∆v.

Óäîáíî ââåñòè ÷èñëî Ñòþàðòà:

N = Al ·Rem =
H2

0Lλ

c2ρ0V
.

Óðàâíåíèå äëÿ ñêîðîñòè áóäåò òàêèì:

St
∂v

∂t
+ (v,∇)v = − 1

2Eu
∇p+N [(E+ [v,B]),H] +

1

Re
∆v.

Íàêîíåö, íå ñòîèò çàáûâàòü ïðî îñíîâíîå óðàâíåíèå ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè,

êîòîðîå â áåçðàçìåðíîì âèäå çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [27]:

∂H

∂t
= rot[v,H] +

1

Rem
∆H.

�3. Ïëîñêîïàðàëëåëüíîå òå÷åíèå

Áîëüøîé èíòåðåñ â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ ïðåäñòàâëÿåò òàê íàçûâàåìîå ïëîñêîïà-

ðàëëåëüíîå òå÷åíèå [27]. Ðàññìîòðèì æèäêîñòü, ñêîðîñòè òå÷åíèé â êîòîðîé íàïðàâ-

ëåíû ïàðàëëåëüíî ïëîñêîñòè Oxy, à ìàãíèòíîå ïîëå íàïðàâëåíî âäîëü îñè z. Êðîìå
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òîãî, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ëèíåéíûå ðàçìåðû íåâåëèêè ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðîèçâåäåíèåì

ñêîðîñòè íà õàðàêòåðíîå âðåìÿ, ò.å. St≪ 1 è ìîæíî ïðèáëèæåííî ñ÷èòàòü:

(v,∇)v = − 1

2Eu
∇p+N [(E+ [v,B]),H] +

1

Re
∆v. (26)

Ïðåäñòàâèì ñêîðîñòü â ñëåäóþùåì âèäå:

v = uex + vey.

Äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíî íàïðàâëåíî âäîëü îñè z è ðàâíî ñâîåìó

õàðàêòåðíîìó çíà÷åíèþ:

H = ez.

Äëÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñêîðîñòè òå÷åíèÿ è ìàãíèòíîãî ïîëÿ èìååì:

[v,H] = vex − uey.

Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå çàïèñûâàåòñÿ òàê:

E = Exex + Eyey.

Äëÿ ñèëû Ëîðåíöà ìû ïîëó÷èì:

[(E+ [v,H]),H] = [(Ex + v)ex + (Ey − u)ey, ez] = (Ey − u)ex − (Ex + v)ey.

Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ââèäó ïîñòîÿíñòâà ìàãíèòíîãî ïîëÿ (è íåçàâèñèìîñòè åãî

âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà îò âðåìåíè) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî ñ ïîìîùüþ ãðàäèåíòà

ïîòåíöèàëà:

E = − gradφ = −∂φ
∂x
ex −

∂φ

∂y
ey.
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Òàêèì îáðàçîì:

[(E+ [v,H]),H] = (−∂φ
∂y

− u)ex + (−∂φ
∂x

− v)ey.

Òîãäà (26) áóäåò òàêîâûì:

u
∂u

∂x
ex + v

∂u

∂y
ex + u

∂v

∂x
ey + v

∂v

∂y
ey =

= − 1

2Eu

∂p

∂x
ex −

1

2Eu

∂p

∂y
ey +N(

∂φ

∂y
− u)ex +N(−∂φ

∂x
− v)ey +

1

Re
∆uex +

1

Re
∆vey.

Äâèæåíèå ñðåäû áóäåò â òàêîì ñëó÷àå îïèñûâàòüñÿ ñèñòåìîé èç äâóõ óðàâíåíèé:

u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
= − 1

2Eu

∂p

∂x
+N(

∂φ

∂y
− u) +

1

Re
∆u; (27)

u
∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
= − 1

2Eu

∂p

∂y
+N(−∂φ

∂x
− v) +

1

Re
∆v. (28)

�4. Òå÷åíèå Ãàðòìàíà

Îäíèì èç âàæíûõ ïðèìåðîâ òå÷åíèé æèäêèõ ìåòàëëîâ ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìîå

òå÷åíèå Ãàðòìàíà [27]. Ðàññìîòðèì æèäêîñòü, òåêóùóþ ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíû-

ìè ïëîñêîñòÿìè. Ïóñòü åäèíèöû èçìåðåíèÿ âûáðàíû òàê, ÷òî óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòåé

âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

z = ±1.

Ïóñòü ìàãíèòíîå ïîëå, êàê è ðàíüøå, íàïðàâëåíî âäîëü îñè z :

B = ez.

Êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî òå÷åíèå æèäêîñòè íàïðàâëåíî âäîëü îñè x, ò.å. v = 0.

Ñêîðîñòü òå÷åíèÿ çàâèñèò òîëüêî îò êîîðäèíàòû z, ïîýòîìó ∂u
∂x

= 0 è (27) ïðåîáðà-

çóåòñÿ ê âèäó:

0 = − 1

2Eu

∂p

∂x
+N(

∂φ

∂y
− u) +

1

Re
∆u.
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Îïåðàòîð Ëàïëàñà ïðèâåäåòñÿ ê âèäó:

∆u =
∂2u

∂z2
.

Äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî îíî ïîñòîÿííî, ò.å.:

∂φ

∂y
= E0.

Òîãäà ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïîëÿ ñòàíóò ïîëíûìè, à óðàâíåíèå çàïèøåòñÿ òàê:

0 = − 1

2Eu

∂p

∂x
+N(E0 − u) +

1

Re

d2u

dz2
;

Äîìíîæèâ îáå ÷àñòè íà Re, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü:

d2u

dz2
−N ·Re(u+ 1

2Eu

∂p

∂x
− E0) = 0;

Â êà÷åñòâå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ââèäó òîãî, ÷òî ìû ó÷èòûâàåì âÿçêîñòü, âîçíèêíåò

Ðèñ. 14: Òå÷åíèå Ãàðòìàíà.

óñëîâèå ïðèëèïàíèÿ, êîòîðîå äëÿ òàêîé óïðîùåííîé çàäà÷è âûãëÿäèò òàê (ââèäó

òîãî, ÷òî ïëîñêîñòè íåïîäâèæíû):

u|z=±1 = 0.
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Óäîáíî ââåñòè òàê íàçûâàåìîå ÷èñëî Ãàðòìàíà:

Ha =
√
N ·Re.

Ââåäåì íîâóþ ôóíêöèþ:

ξ = u+
1

2Eu

∂p

∂x
− E0.

Äëÿ íåå ìû áóäåì èìåòü óðàâíåíèå:

d2ξ

dz2
−Ha2ξ(z) = 0.

Ãðàíè÷íûì óñëîâèåì äëÿ íåãî áóäåò:

ξ|z=±1 = +
1

2Eu

∂p

∂x
− E0.

Â êà÷åñòâå åãî ðåøåíèÿ áóäåì èìåòü:

ξ = C1 ch(Ha · z) + C2 sh(Ha · z),

ãäå C1 è C2 � ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ. Òå÷åíèå äîëæíî áûòü ñèììåòðè÷íî, ïî-

ýòîìó íóæíî âûáðàòü ëèøü ãèáåðáîëè÷åñêèé êîñèíóñ:

ξ = C1 ch(Ha · z).

Óäîâëåòâîðèì òåïåðü ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì ïðè z = ±1 :

1

2Eu

∂p

∂x
− E0 = C1 ch(Ha).

Â òàêîì ñëó÷àå:

C1 =
1

2Eu
∂p
∂x

− E0

ch(Ha)
.
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Äëÿ ðåøåíèÿ ìû ïîëó÷èì

ξ =

(
1

2Eu

∂p

∂x
− E0

)
ch(Ha · z)
ch(Ha)

.

Ñêîðîñòü áóäåò ñëåäóþùåé:

u = E0 −
1

2Eu

∂p

∂x
+

(
1

2Eu

∂p

∂x
− E0

)
ch(Ha · z)
ch(Ha)

;

u =

(
E0 −

1

2Eu

∂p

∂x

)(
1− ch(Ha · z)

ch(Ha)

)
.
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