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1. Ñåìåñòð 1, ÌÀ�1 11
1.1. Ïðåäåë ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé. 1.1.4. Ñòàíäàðòíûå ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà.

1. Ñåìåñòð 1, ÌÀ�1

Ïðîäîëæèòåëüíîñòü êàæäîé ëåêöèè ñîñòàâëÿåò 2 àêàäåìè÷åñêèõ ÷àñà, ò.å.
90 ìèíóò. Â íàçâàíèå ëåêöèè âûíåñåíà òîëüêî îñíîâíàÿ òåìà äàííîé ëåêöèè.
Êîëè÷åñòâî ñåìèíàðîâ

1.1. Ïðåäåë ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé.

Ëåêöèÿ MA1�1 (2019-09-09�01) Âåùåñòâåííûå ÷èñëà

1.1.1. Ïîíÿòèå âåùåñòâåííîãî ÷èñëà.

Ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè. Ñðàâíåíèå ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë. Áåñêîíå÷íûå äåñÿòè÷íûå äðîáè. Ïåðèîäè÷åñêèå äðîáè è ðàöèîíàëüíûå
÷èñëà. Áåñêîíå÷íûå íåïåðèîäè÷åñêèå äðîáè (ïðèìåð). Ðàâíûå âåùåñòâåííûå
÷èñëà. Ñðàâíåíèå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ñâîéñòâà îòíîøåíèÿ ¾áîëüøå¿ è ¾ìåíü-
øå¿.

1.1.2. Ãðàíè è òî÷íûå ãðàíè ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà.

Ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ñ÷åòíûå è íåñ÷åòíûå ìíîæåñòâà. Îãðàíè-
÷åííûå è íåîãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà. Âåðõíèå è íèæíèå ãðàíè. Ïîíÿòèå òî÷íîé
âåðõíåé ãðàíè. Ïðèìåðû.
♦ Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè ó íåïóñòîãî îãðàíè÷åí-

íîãî ñâåðõó ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

1.1.3. Îïåðàöèè íàä âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè.

Ñëîæåíèå, óìíîæåíèå, âû÷èòàíèå, äåëåíèå. Îáîñíîâàíèå êîððåêòíîñòè.
Ñâîéñòâà îïåðàöèé (áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ãåîìåòðè÷åñêîå èçîáðàæåíèå âåùå-
ñòâåííûõ ÷èñåë, òî÷êè íà êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé.

1.1.4. Ñòàíäàðòíûå ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà.

Ñòàíäàðòíûå ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà: èíòåðâàë, ñåãìåíò (îòðåçîê), ïðîìåæó-
òîê, ïîëóïðÿìàÿ, ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ. Îêðåñòíîñòü òî÷êè, ïðîêîëîòàÿ îêðåñò-
íîñòü.

×èòàòü:
[ÈÑÑ1] Ãëàâà 2, �1-5, ñòð. 29-54.
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1. Ñåìåñòð 1, ÌÀ�1 12
1.1. Ïðåäåë ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé. 1.1.9. Ïðåäåë â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå.

Ëåêöèÿ MA1�2 (2018-09-11�02) Ïðåäåë ôóíêöèè

1.1.5. Ïîíÿòèå ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé.

Ïîíÿòèå ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, ìíîæåñòâî çíà-
÷åíèé.

Ãðàôèê ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé.
×åòíûå è íå÷åòíûå ôóíêöèè. Ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè.
Ãðàôèêè ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.
Ïðåîáðàçîâàíèå ãðàôèêîâ ôóíêöèé, ñäâèã, îòðàæåíèå, ðàñòÿæåíèå.

1.1.6. Îãðàíè÷åííûå è íåîãðàíè÷åííûå ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå îãðàíè÷åííîé è íåîãðàíè÷åííîé ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå. Ñèì-
âîë O(1) ïðè x ∈ X (îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ íà ìíîæåñòâå X). Ñèìâîë O(1)
ïðè x→ a (ëîêàëüíî îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = a).
♦ Òåîðåìû îá îãðàíè÷åííîñòè ñóììû (ñ äîêàçàòåëüñòâîì), ðàçíîñòè, ïðî-

èçâåäåíèÿ (äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû) äâóõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé.

1.1.7. Ïðåäåë ôóíêöèè â òî÷êå.

Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè â òî÷êå ïî Êîøè (íà ÿçûêå ëîãè÷åñêèõ ôîð-
ìóë). Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè. Ïðèìåðû ïðÿìîãî äî-
êàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà, lim

x→2
x3 = 8, lim

x→π
2

sinx = 1, lim
x→2

3x = 9.

♦ Òåîðåìà î ëîêàëüíîé îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè, èìåþùåé ïðåäåë.
Ìåòîäèêà âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

1.1.8. Îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû.

Îïðåäåëåíèå îäíîñòîðîííåãî ïðåäåëà. n Òåîðåìû î ñâÿçè ñóùåñòâîâàíèÿ è
ðàâåíñòâà îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ è ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè â òî÷êå.
Ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ òèïà lim

x→2+0

x−2
|x−2| . Ïðåäåë ôóíê-

öèè ïðè x→ +0, x→ −0.
1.1.9. Ïðåäåë â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå.

Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè ïðè x → +∞ (ïî Êîøè). Îïðåäåëåíèå ïðå-

äåëà ôóíêöèè ïðè x→ −∞. Âû÷èñëåíèå ïðåäåëîâ òèïà lim
x→+∞

x2−6x+8
x2−5x+6

.
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1. Ñåìåñòð 1, ÌÀ�1 13
1.1. Ïðåäåë ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé. 1.1.12. Áåñêîíå÷íî áîëüøèå ôóíêöèè.

×èòàòü:
[ÌÀÂÇ] Ãëàâà III, �1, 2, ñòð. 40-52.
[ÇÓÌÀ] Ãëàâà II, �1, ñòð. 48-66.
[ÈÑÑ1] Ãëàâà 3, �1-5, ñòð. 68-105.

Ëåêöèÿ MA1�3 (2018-xx-xx�03) Áåñêîíå÷íî ìàëûå ôóíêöèè

1.1.10. Áåñêîíå÷íî ìàëûå ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå áåñêîíå÷íî ìàëîé ôóíêöèè. Îáîçíà÷åíèå f(x) = o(1) ïðè x→
0.
♦ Òåîðåìà î ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèè, èìåþùåé ïðåäåë, â âèäå ñóììû êîí-

ñòàíòû è áåñêîíå÷íî ìàëîé ôóíêöèè.
♦ Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä áåñêîíå÷íî ìàëûìè ôóíêöèÿìè: o(1) +

o(1) = o(1), o(1)− o(1) = o(1), o(1) · o(1) = o(1). Ïîíÿòèå íåîïðåäåëåííîñòè òèïà
0
0 .
♦ Òåîðåìà î ñóììå áåñêîíå÷íî ìàëîé ôóíêöèè è îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè â

òî÷êå, o(1) +O(1) = O(1).
♦ Òåîðåìà î ïðîèçâåäåíèè áåñêîíå÷íî ìàëîé ôóíêöèè è îãðàíè÷åííîé

ôóíêöèè â òî÷êå, o(1) ·O(1) = o(1) (äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû).

1.1.11. Òåîðåìû î ïðåäåëàõ ôóíêöèé.

♦ Òåîðåìû î ïðåäåëå ñóììû äâóõ ôóíêöèé (ñ äîêàçàòåëüñòâîì), î ïðåäåëå
ðàçíîñòè, î ïðåäåëå ïðîèçâåäåíèÿ è î ïðåäåëå ÷àñòíîãî (äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé
ðàáîòû).
♦ Òåîðåìû î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â íåðàâåíñòâàõ.

1.1.12. Áåñêîíå÷íî áîëüøèå ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè â òî÷êå. Îïðå-
äåëåíèå áåñêîíå÷íî áîëüøîé îòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè â òî÷êå. ♦ Ñîîòíîøåíèå
ïîíÿòèé áåñêîíå÷íî ìàëîé ôóíêöèè è áåñêîíå÷íî áîëüøîé ôóíêöèè (òåîðåìà,
äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû). ♦ Ñîîòíîøåíèå ïîíÿòèé áåñêîíå÷íî áîëüøîé
ôóíêöèè è íåîãðàíè÷åííîé ôóíêöèè. (òåîðåìà, äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû).
Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä áåñêîíå÷íî áîëüøèìè ôóíêöèÿìè: ñóììà, ïðî-
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1. Ñåìåñòð 1, ÌÀ�1 14
1.1. Ïðåäåë ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé. 1.1.14. Ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë

èçâåäåíèå. Ïîíÿòèå íåîïðåäåëåííîñòè òèïà +∞−∞. Áåñêîíå÷íî áîëüøèå ôóíê-
öèè ïðè x→ +∞. Áåñêîíå÷íî áîëüøèå ôóíêöèè ïðè x→ −∞.

×èòàòü:
[ÌÀÂÇ] Ãëàâà III, �3, ñòð. 52-58.
[ÇÓÌÀ] Ãëàâà II, �1, ñòð. 48-66.
[ÈÑÑ1] Ãëàâà 3, �1-5, ñòð. 68-105.

Ëåêöèÿ MA1�4 (2018-xx-xx�04) Ñðàâíåíèå áåñêîíå÷íî ìàëûõ

1.1.13. Ñðàâíåíèå áåñêîíå÷íî ìàëûõ ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå o(x) ïðè x → 0, o(xn) ïðè x → 0. Îïðåäåëåíèå o(x−1), o(x−n)
ïðè x→ +∞.
♦ Ñâîéñòâà o(xp).
♦ Äîêàçàòåëüñòâî àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë√

1 + x = 1 +
x

2
+ o(x),

√
1 + x = 1 +

x

2
− x2

8
+ o(x2),

3
√
1 + x = 1 +

x

3
+ o(x)

ïðè x→ 0.
×èòàòü:
[ÌÀÂÇ] Ãëàâà III, �3, ñòð. 52-58.
[ÇÓÌÀ] Ãëàâà II, �1, ñòð. 48-66.
[ÈÑÑ1] Ãëàâà 3, �1-5, ñòð. 68-105.

1.1.14. Ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë

♦ Ôîðìóëà, âûðàæàþùàÿ ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ
èíòåðïðåòàöèÿ.

Àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû sinx = x+o(x), sinx = x+o(x2), cosx = 1+o(1),

cosx = 1 + o(x), cosx = 1 − x2

2 + o(x3), sinx = 1 − x3

6 + o(x3), tg x = x + o(x2),

tg x = x+ x3

3 + o(x4) ïðè x→ 0.

Âû÷èñëåíèå ïðåäåëîâ òèïà lim
x→0

sinαx

sinβx
, lim

x→0

sinαx− sinβx

x
,
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ÌÃÓ èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà
Ôèçè÷åñêèé Ôàêóëüòåò Êàôåäðà ìàòåìàòèêè

1. Ñåìåñòð 1, ÌÀ�1 15
1.1. Ïðåäåë ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé. 1.1.19. Ïðèìåíåíèå ôîðìóëû âòîðîãî çàìå÷àòåëüíîãî ïðåäåëà.

lim
x→0

sin(a+ x)− sin a

x
lim
x→0

cos(a+ x)− cos a

x
, lim
x→0

sin(a+ x)− 2 sin a+ sin(a− x)
x2

,

lim
x→0

tg(a+ x)− 2 tg a+ tg(x− a)
x2

, lim
x→0

sin 3x− 2 sin 2x+ sinx

x3
, lim

x→0

sinαx2

x2
,

lim
x→0

tgαx

tg βx
.

×èòàòü:
[ÌÀÂÇ] Ãëàâà III, �4, ñòð. 58-65.
[ÇÓÌÀ] Ãëàâà II, �1, ñòð. 77-80.
[ÈÑÑ1] Ãëàâà 3, �1-5, ñòð. 68-105.
[ÈÑÑ1] Ãëàâà 4, �4, ñòð. 158-162.

Ëåêöèÿ MA1�5 (2018-xx-xx�05) Âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë

1.1.15. Òåîðåìà î ïðåäåëå ìîíîòîííîé îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè.

♦ Òåîðåìà î ïðåäåëå ìîíîòîííîé îãðàíè÷åííîé íà èíòåðâàëå ôóíêöèè.
♦ Òåîðåìà î ïðåäåëå ìîíîòîííîé îãðàíè÷åííîé íà ïîëóïðÿìîé ôóíêöèè.

1.1.16. Òåîðåìà î ïðåäåëå ìîíîòîííîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè.

Ïîíÿòèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïîíÿòèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïîíÿ-
òèå îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
♦ Òåîðåìà î ïðåäåëå ìîíîòîííîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

1.1.17. Âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

♦ Íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè. ♦ Ìîíîòîííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
(
1 + 1

n

)n
(ñ äîêàçàòåëüñòâîì) è

(
1 + 1

n

)n+1
(äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû).

Ôîðìóëà, âûðàæàþùàÿ âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë äëÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé. ×èñëî e.

1.1.18. Âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë äëÿ ôóíêöèé.

♦ Ôîðìóëà, âûðàæàþùàÿ âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë äëÿ ôóíêöèé.

1.1.19. Ïðèìåíåíèå ôîðìóëû âòîðîãî çàìå÷àòåëüíîãî ïðåäåëà.
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ÌÃÓ èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà
Ôèçè÷åñêèé Ôàêóëüòåò Êàôåäðà ìàòåìàòèêè

1. Ñåìåñòð 1, ÌÀ�1 16
1.1. Ïðåäåë ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé. 1.1.23. Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ.

Âû÷èñëåíèå ïðåäåëîâ òèïà lim
x→0

(1 + αx)
β/x, lim

x→∞

(
1 + α

x

)βx
, lim
x→0

(cosx)
1/x2 .

Àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû ln(1 + x) = o(1), ln(1 + x) = x + o(x), ïðèìåíå-

íèå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷, ln(1 + x) = x − x2

2 + o(x2) ïðè x → 0 è àíàëîãè÷íûå.

Àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû ex = 1+o(1), ex = 1+x+o(x), ex = 1+x+ x2

2 +o(x2)
ïðè x→ 0 è àíàëîãè÷íûå è èõ ïðèìåíåíèå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷.
Âû÷èñëåíèå ïðåäåëîâ, âêëþ÷àþùèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèå è èððàöèîíàëüíûå

ôóíêöèè.
×èòàòü:
[ÌÀÂÇ] Ãëàâà III, �4, ñòð. 58-65.
[ÇÓÌÀ] Ãëàâà II, �1, ñòð. 77-80.
[ÈÑÑ1] Ãëàâà 3, �1-5, ñòð. 68-105.
[ÈÑÑ1] Ãëàâà 4, �4, ñòð. 158-162.

Ëåêöèÿ MA1�6 (2018-xx-xx�06) Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè

1.1.20. Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé.

Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé â òî÷êå. Îäíîñòîðîííÿÿ íåïðå-
ðûâíîñòü ñïðàâà è ñëåâà, ñâÿçü ñ íåïðåðûâíîñòüþ â òî÷êå. ♦ Àðèôìåòè÷åñêèå
îïåðàöèè íàä íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè (ñ äîêàçàòåëüñòâîì). Íåïðåðûâíîñòü
îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé (äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû).

1.1.21. Êëàññèôèêàöèÿ òî÷åê ðàçðûâà.

Òî÷êè ðàçðûâà óñòðàíèìûå, ïåðâîãî ðîäà, âòîðîãî ðîäà. Ïðèìåðû.

1.1.22. Ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ.

Ïîíÿòèå ñëîæíîé ôóíêöèè. ♦ Òåîðåìà î íåïðåðûâíîñòè ñëîæíîé ôóíêöèè.
Íåïðåðûâíîñòü ìíîãî÷ëåíà è äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè.

1.1.23. Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ.

Ïîíÿòèå îáðàòíîé ôóíêöèè. ♦ Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè è íåïðåðûâíîñòè
îáðàòíîé ôóíêöèè (òîëüêî äëÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèè). Íåïðåðûâíîñòü îáðàò-
íûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé. Íåïðåðûâíîñòü ïîêàçàòåëüíîé è ëîãàðèô-
ìè÷åñêîé ôóíêöèè. Ãðàôèêè.

×èòàòü:
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ÌÃÓ èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà
Ôèçè÷åñêèé Ôàêóëüòåò Êàôåäðà ìàòåìàòèêè

1. Ñåìåñòð 1, ÌÀ�1 17
1.2. Ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàëû 1.2.5. Âû÷èñëåíèå ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ.

[ÌÀÂÇ] Ãëàâà I, �2, ñòð. 48-52.
[ÇÓÌÀ] Ãëàâà I, �2, 3, ñòð. 14-20.
[ÈÑÑ1] Ãëàâà 4, �1-6, ñòð. 127-184.

Ëåêöèÿ MA1�7 (2018-xx-xx�07) Ïðîèçâîäíàÿ, êàñàòåëüíàÿ

1.2. Ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàëû

1.2.1. Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé.

Ïîíÿòèå, îïðåäåëåíèå è óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé.

1.2.2. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé.

Îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè, åå ãåîìåòðè÷åñêèé, ôèçè÷åñêèé è ýêî-
íîìè÷åñêèé ñìûñë. Òàáëèöà ïðîèçâîäíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Îäíîñòîðîí-
íèå ïðîèçâîäíûå. ♦ Òåîðåìà î ñâÿçè ñóùåñòâîâàíèÿ è ðàâåíñòâà îäíîñòîðîííèõ
ïðîèçâîäíûõ è ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè â òî÷êå.

1.2.3. Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíîé.

Ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ♦ ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ è ♦ ÷àñòíîãî îò
äåëåíèÿ äâóõ ôóíêöèé. Ïðîèçâîäíàÿ ñòåïåííîé è ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèé. ♦
Òåîðåìà î ïðîèçâîäíîé îáðàòíîé ôóíêöèè è åå ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ.
♦ Òåîðåìà î ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè.

Ëåêöèÿ MA1�8 (2018-xx-xx�08) Ïðîèçâîäíûå ñòàðøèõ ïîðÿäêîâ

1.2.4. Ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ.

Ïîíÿòèå âòîðîé ïðîèçâîäíîé. Ïîíÿòèå è óðàâíåíèå ñîïðèêàñàþùåéñÿ ïàðà-
áîëû. Ïîíÿòèå è óðàâíåíèå ñîïðèêàñàþùåéñÿ îêðóæíîñòè. Îïðåäåëåíèå ïðîèç-
âîäíîé n-ãî ïîðÿäêà. ♦ Ôîðìóëà Ëåéáíèöà äëÿ n-é ïðîèçâîäíîé ïðîèçâåäåíèÿ
äâóõ ôóíêöèé.

1.2.5. Âû÷èñëåíèå ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ.

Ñòàðøèå ïðîèçâîäíûå ñòåïåííîé è ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèé. Ñòàðøèå ïðîèç-
âîäíûå ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè. Ñòàðøèå ïðîèçâîäíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
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ÌÃÓ èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà
Ôèçè÷åñêèé Ôàêóëüòåò Êàôåäðà ìàòåìàòèêè

1. Ñåìåñòð 1, ÌÀ�1 18
1.2. Ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàëû 1.2.9. Ïåðâîîáðàçíàÿ è íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë.

ôóíêöèé. Ñòàðøèå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé òèïà xex, x2ex. Ðåêóððåíòíûå ìåòî-
äû.

×èòàòü:
[ÌÀÂÇ] Ãëàâà IV, �1, ñòð. 65-74.
[ÇÓÌÀ] Ãëàâà III, �1, ñòð. 89-100.
[ÈÑÑ1] Ãëàâà 5, �1, ñòð. 189-192.

Ëåêöèÿ MA1�9 (2018-xx-xx�09) Äèôôåðåíöèàë

1.2.6. Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé.

Îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè â òî÷êå. Îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöè-
ðóåìîé ôóíêöèè â òî÷êå. ♦ Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äèôôåðåíöè-
ðóåìîñòè. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äèôôåðåíöèàëà. ♦ Òåîðåìà î íåïðåðûâíîñòè
äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè â òî÷êå.

1.2.7. Ñâîéñòâà ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà.

♦ Ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ äèôôåðåíöèàëà ñóììû, ðàçíîñòè, ïðîèçâåäåíèÿ è
÷àñòíîãî äâóõ ôóíêöèé. Âû÷èñëåíèå ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà ñëîæíîé ôóíê-
öèè. Èíâàðèàíòíîñòü ôîðìû ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà.

1.2.8. Äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ.

Ïîíÿòèå äèôôåðåíöèàëà âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïîíÿòèå äèôôåðåíöèàëà n-ãî ïî-
ðÿäêà. Äèôôåðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà ñëîæíîé ôóíêöèè. Íåèíâàðèàíòíîñòü
ôîðìû âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà.

×èòàòü:
[ÌÀÂÇ] Ãëàâà IV, �2, 3, ñòð. 77-85.
[ÇÓÌÀ] Ãëàâà III, �2, ñòð. 101-103.
[ÈÑÑ1] Ãëàâà 5, �2-6, ñòð. 193-220.

Ëåêöèÿ MA1�10 (2018-xx-xx�10) Íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë

1.2.9. Ïåðâîîáðàçíàÿ è íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë.

Ïîíÿòèå ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé íà ïðîìåæóòêå. ♦ Òåî-
ðåìà î òîì, ÷òî ëþáûå äâå ïåðâîîáðàçíûå äëÿ äàííîé ôóíêöèè îòëè÷àþòñÿ íà
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ÌÃÓ èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà
Ôèçè÷åñêèé Ôàêóëüòåò Êàôåäðà ìàòåìàòèêè

1. Ñåìåñòð 1, ÌÀ�1 19
1.2. Ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàëû 1.2.14. Èíòåãðèðîâàíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé.

êîíñòàíòó. Íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë - ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ çàäàí-
íîé ôóíêöèè íà çàäàííîì ïðîìåæóòêå. ♦ Îñíîâíûå ñâîéñòâà íåîïðåäåëåííûõ
èíòåãðàëîâ.

1.2.10. Òàáëè÷íîå èíòåãðèðîâàíèå.

Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ îò ïðîñòåéøèõ ðàöèîíàëüíûõ, èððàöèîíàëüíûõ,
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ, ïîêàçàòåëüíûõ, ëîãàðèôìè÷åñêèõ ôóíêöèé.

1.2.11. Ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ.

Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ìåòîäîì çàìåíû ïåðåìåííîé. Èíòåãðèðîâàíèå ïî
÷àñòÿì. Äâóêðàòíîå èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ òèïà∫ b
a e

ax sin bx dx,
∫ b
a e

ax cos bx dx,
∫ b
a sin(lnx) dx,

∫ b
a cos(lnx) dx.

×èòàòü:
[ÌÀÂÇ] Ãëàâà V, �1, 2, ñòð. 87-96.
[ÇÓÌÀ] ×àñòü 2, Ãëàâà I, �1, 2, ñòð. 174-181.
[ÈÑÑ1] Ãëàâà 8, �1-3, ñòð. 291-327.

Ëåêöèÿ MA1�11 (2018-xx-xx�11) Ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ

1.2.12. Èíòåãðèðîâàíèå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé.

Ïîíÿòèå î ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè. Âûäåëåíèå öåëîé è äðîáíîé ÷àñòåé. Äå-
ëåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñòîëáèêîì. Ðàçëîæåíèå ïðàâèëüíîé ðàöèîíàëüíîé äðîáè íà
ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé. Ïðàêòè÷åñêèå ïðèåìû íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ
ðàçëîæåíèÿ.

×åòûðå âèäà ïðîñòåéøèõ äðîáåé è èõ èíòåãðèðîâàíèå.

1.2.13. Èíòåãðèðîâàíèå èððàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé.

Ðàçëè÷íûå ïðèåìû èíòåãðèðîâàíèÿ èððàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé. Óíèâåðñàëü-
íàÿ ïîäñòàíîâêà, ñâåäåíèå ê èíòåãðàëó îò ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè.

1.2.14. Èíòåãðèðîâàíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Ðàçëè÷íûå ïðèåìû èíòåãðèðîâàíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé. Óíèâåð-
ñàëüíàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ïîäñòàíîâêà, ñâåäåíèå ê èíòåãðàëó îò ðàöèîíàëü-
íîé ôóíêöèè.

×èòàòü:
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ÌÃÓ èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà
Ôèçè÷åñêèé Ôàêóëüòåò Êàôåäðà ìàòåìàòèêè

1. Ñåìåñòð 1, ÌÀ�1 20
1.3. ×èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. 1.3.1. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

[ÌÀÂÇ] Ãëàâà V, �3, 4, ñòð. 91-96.
[ÇÓÌÀ] ×àñòü 2, Ãëàâà I, �3, 4, 5, ñòð. 182-208.
[ÈÑÑ1] Ãëàâà 8, �1-3, ñòð. 291-327.

Ëåêöèÿ MA1�12 (2018-xx-xx�12) Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë

1.2.15. Ïîíÿòèå îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.

Ïîíÿòèå ïëîñêîé ôèãóðû. Îïèñàííûå è âïèñàííûå ìíîãîóãîëüíèêè. Âíåø-
íÿÿ ïëîùàäü, âíóòðåííÿÿ ïëîùàäü. Ïëîùàäü ïëîñêîé ôèãóðû. Îïðåäåëåííûé
èíòåãðàë êàê ðåàëèçàöèÿ ïîíÿòèÿ ïëîùàäè ïëîñêèõ ôèãóð îïðåäåëåííîãî êëàñ-
ñà. Ðàçáèåíèå. Âåðõíÿÿ ñóììà, íèæíÿÿ ñóììà. Âåðõíèé èíòåãðàë, íèæíèé èí-
òåãðàë. Òåîðåìû î òî÷íûõ ãðàíÿõ ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ. Òåîðåìû îá èíòåãðè-
ðóåìîñòè ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé.

1.2.16. Âû÷èñëåíèå îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.

Ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà (ïîêà áåç äîêàçàòåëüñòâà). Äèôôåðåíöèðîâà-
íèå ïî âåðõíåìó è íèæíåìó ïðåäåëó.

1.2.17. Ïðèëîæåíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.

Ïëîùàäü ïëîñêîé ôèãóðû. Äëèíà ïëîñêîé êðèâîé. Ïîâåðõíîñòü òåëà âðà-
ùåíèÿ. Îáúåì òåëà âðàùåíèÿ. Ìîìåíò èíåðöèè.

[ÈÑÑ1] Ãëàâà 9, �4-5, ñòð. 347-365.

Ëåêöèÿ MA1�13 (2018-xx-xx�13) ×èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

1.3. ×èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

1.3.1. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïîíÿòèå ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Îãðàíè÷åííûå è íåîãðàíè÷åííûå
÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. ♦
Îãðàíè÷åííîñòü ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Îïðåäåëåíèå áåñêîíå÷íî ìà-
ëîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. ♦ Âçàèìîñâÿçü áåñêîíå÷íî ìàëûõ è ñõîäÿùèõñÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé. ♦ Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ñ áåñêîíå÷íî ìàëûìè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòÿìè. Îïðåäåëåíèå áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. ♦
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1.3. ×èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. 1.3.7. Âåðõíèé è íèæíèé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ñ áåñêîíå÷íî áîëüøèìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè. ♦
Òåîðåìû î âçàèìîñâÿçè ìåæäó áåñêîíå÷íî ìàëûìè è áåñêîíå÷íî áîëüøèìè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòÿìè.

1.3.2. Ñâîéñòâà ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

♦ Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè, ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â íåðàâåíñòâàõ. Ïîíÿ-
òèå î íåîïðåäåëåííîñòÿõ òèïà 0

0 ,
∞
∞ , 0 · ∞. Äðóãèå òèïû íåîïðåäåëåííîñòåé,

ïðèìåðû. Èññëåäîâàíèå íåîïðåäåëåííîñòåé ìåòîäîì àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë.
Âû÷èñëåíèå ïðåäåëîâ âûðàæåíèé, ñîäåðæàùèõ ðàäèêàëû. Ïîíÿòèå è îïðåäå-
ëåíèå ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. ♦ Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå
ñõîäèìîñòè ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

1.3.3. Ýòàëîííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. ×èñëî e. Âû÷èñëå-

íèå ïðåäåëîâ òèïà lim
n→∞

(
1 + α

n

)βn
. Ýòàëîííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: n

√
b, loga n,

nβ , bn, n!, nn. Ïðåäåë lim
n→∞

n
√
b ïðè β > 0. Ïðåäåë lim

n→∞
loga n
nβ

ïðè β > 0, a > 1.

Ïðåäåë lim
n→∞

nβ

bn ïðè b > 1. Ïðåäåë lim
n→∞

bn

n! . Ïðåäåë lim
n→∞

n!
nn .

1.3.4. ×èñëîâûå ðÿäû.

×èñëîâîé ðÿä, îáùèé ÷ëåí, ÷àñòè÷íàÿ ñóììà, îñòàòîê. Ñõîäÿùèåñÿ ÷èñëîâûå
ðÿäû.

[ÈÑÑ1] Ãëàâà 3, �1-3, ñòð. 68-105.

Ëåêöèÿ MA1�14 (2018-xx-xx�14) Ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ïðåäåëüíûå òî÷êè

1.3.5. Ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïîíÿòèå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. ♦ Òåîðåìà
Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà: èç ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî
âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

1.3.6. Ïðåäåëüíûå òî÷êè.

Äâà ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëüíîé òî÷êè ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè. ♦ Ñâîéñòâà ìíîæåñòâà âñåõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè.
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1.4. Òåîðåìû î íåïðåðûâíûõ è äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèÿõ. 1.4.3. Âîçðàñòàíèå è óáûâàíèå ôóíêöèè â òî÷êå.

1.3.7. Âåðõíèé è íèæíèé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ìíîæåñòâî âñåõ âåðõíèõ ãðàíåé, òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü, âåðõíèé ïðåäåë. ♦
Êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ âåðõíåãî ïðåäåëà (ñ äîêàçàòåëüñòâîì). Âåðõíèé è
íèæíèé ïðåäåëû íåîãðàíè÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

1.3.8. Ôóíäàìåíòàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Êðèòåðèé Êîøè.

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Îãðàíè÷åííîñòü ôóíäàìåíòàëüíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Êðèòåðèé ♦ Êîøè ñõîäèìîñòè ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé. ♦ Êðèòåðèé Êîøè ïðåäåëà ôóíêöèè â òî÷êå.

1.3.9. Ïðåäåë ïî Ãåéíå.

Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïî Ãåéíå (íà îñíîâå ïîíÿòèÿ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè. ♦ Òåîðåìà îá ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ îïðåäåëåíèé ïðåäåëà ôóíêöèè.

×èòàòü:
[ÌÀÂÇ] Ãëàâà II, �1-5, ñòð. 16-33.
[ÇÓÌÀ] Ãëàâà II, �2, ñòð. 67-70.
[ÈÑÑ1] Ãëàâà 3, �3, ñòð. 92-105.

Ëåêöèÿ MA1�15 (2018-xx-xx�15) Òåîðåìû î íåïðåðûâíûõ è äèôôåðåíöèðóå-
ìûõ ôóíêöèÿõ

1.4. Òåîðåìû î íåïðåðûâíûõ è äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöè-

ÿõ.

1.4.1. Òåîðåìû îá îãðàíè÷åííîñòè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

♦ Òåîðåìû î ëîêàëüíîé îãðàíè÷åííîñòè è îá óñòîé÷èâîñòè çíàêà íåïðåðûâ-
íîé ôóíêöèè â òî÷êå. ♦ Îãðàíè÷åííîñòü íåïðåðûâíîé íà ñåãìåíòå ôóíêöèè
(ïåðâàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà).

1.4.2. Òåîðåìû î êîðíÿõ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè.

♦ Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè êîðíÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè, ïðèíèìàþùåé
çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ íà êîíöàõ ñåãìåíòà. ♦ Òåîðåìà î ïðîõîæäåíèè íåïðå-
ðûâíîé íà ñåãìåíòå ôóíêöèè ÷åðåç ëþáîå ïðîìåæóòî÷íîå çíà÷åíèå. Ìåòîä äå-
ëåíèÿ îòðåçêà ïîïîëàì äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ f(x) = 0.

1.4.3. Âîçðàñòàíèå è óáûâàíèå ôóíêöèè â òî÷êå.
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1.4. Òåîðåìû î íåïðåðûâíûõ è äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèÿõ. 1.4.6. Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ.

Âîçðàñòàíèå è óáûâàíèå ôóíêöèè â òî÷êå. ♦ Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âîçðàñ-
òàíèÿ ôóíêöèè â òî÷êå. Ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ïîëîæèòåëüíîñòü ïðîèç-
âîäíîé â òî÷êå íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè â ýòîé
òî÷êå.

1.4.4. Ôîðìóëà êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé.

♦ Òåîðåìà Ðîëëÿ è åå ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. ♦ Òåîðåìà Ëàãðàí-
æà, åå ãåîìåòðè÷åñêèé è ýêîíîìè÷åñêèé ñìûñë. ♦ Ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû
Ëàãðàíæà: óñëîâèå ïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè íà ïðîìåæóòêå, ïðèçíàê ìîíîòîííî-
ñòè ôóíêöèè íà ïðîìåæóòêå. Èññëåäîâàíèå âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ ôóíêöèè.
Ôîðìóëà Êîøè.

1.4.5. Èòåðàöèîííîå ðåøåíèå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Èòåðàöèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x = f(x). ♦ Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå
ñõîäèìîñòè. Ìåòîä õîðä äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ f(x) = 0. ♦ Ìåòîä êàñàòåëü-
íûõ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ f(x) = 0.

×èòàòü:
[ÌÀÂÇ] Ãëàâà VI, �1, 3, ñòð. 108-111, 116-121.
[ÇÓÌÀ] Ãëàâà III, �3, ñòð. 110-113.
[ÈÑÑ1] Ãëàâà 4, �6, ñòð. 167-184.
[ÈÑÑ1] Ãëàâà 11, �1-2, ñòð. 422-442.

1.4.6. Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ.

♦ Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ: ðàñêðûòèå íåîïðåäåëåííîñòåé òèïà 0
0 (òåîðåìà).

Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà x→ +∞ (áåç äîêàçàòåëüñòâà).
Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ äëÿ íåîïðåäåëåííîñòè òèïà ∞∞ (áåç äîêàçàòåëüñòâà).
Âû÷èñëåíèå ïðåäåëîâ ñ ïîìîùüþ îäíîêðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà Ëîïè-

òàëÿ.
Âû÷èñëåíèå ïðåäåëîâ ñ ïîìîùüþ ìíîãîêðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà Ëî-

ïèòàëÿ.
×èòàòü:
[ÌÀÂÇ] Ãëàâà VI, �4, ñòð. 122-125.
[ÇÓÌÀ] Ãëàâà III, �3, ñòð. 113-117.
[ÈÑÑ1] Ãëàâà 6, �5-6, ñòð. 234-245.
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1.4. Òåîðåìû î íåïðåðûâíûõ è äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèÿõ. 1.4.12. Ïðèáëèæåííûå âû÷èñëåíèÿ.

Ëåêöèÿ MA1�16 (2018-xx-xx�16) Ôîðìóëà Òåéëîðà (Ïåàíî)

1.4.7. Ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî.

Ìíîãî÷ëåí Òåéëîðà. ♦ Ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïå-
àíî (òåîðåìà). Ôîðìóëà Ìàêëîðåíà. Ðàçëîæåíèå ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ýëåìåí-
òàðíûõ ôóíêöèé.

1.4.8. Àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû.

Ïîíÿòèå àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëû. ♦ Âûâîä è ïðèìåíåíèå ôîðìóë
sinx = x− x3

3! + o
(
x4
)
, cosx = 1− x2

2! + o
(
x3
)
, tg x = x+ x3

3 + o
(
x4
)
,

n
√
1 + x = 1 + x

n + o (x) , lnx = x− x2

2 + x3

3 + o
(
x3
)
, ex = 1 + x

1! +
x2

2! + o
(
x2
)
,

1
1−x = 1 + x+ x2 + o

(
x2
)
, 1
1+x = 1− x+ x2 + o

(
x2
)
,

1
1+x2

= 1− x2 + x4 + o
(
x5
)
, arctg x = x− x3

3 + x4

5 + o
(
x5
)
.

è àíàëîãè÷íûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ.

Ëåêöèÿ MA1�17 (2018-xx-xx�17) Ôîðìóëà Òåéëîðà (Ëàãðàíæà)

1.4.9. Ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â îáùåé ôîðìå.

♦ Îñòàòî÷íûé ÷ëåí â îáùåé ôîðìå.

1.4.10. Ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàí-
æà.

♦ Îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå Ëàãðàíæà. Ìåòîäèêà îöåíêè îñòàòî÷íîãî ÷ëå-
íà ôîðìóëû Òåéëîðà â ôîðìå Ëàãðàíæà. Âû÷èñëåíèå íàèáîëüøåãî ñëàãàåìîãî
ìíîãî÷ëåíà Òåéëîðà. Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè. Âû÷èñëå-
íèå ñëîæíûõ ïðîöåíòîâ ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñè-
ìûõ èñïûòàíèé. Èíòåðïðåòàöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà, pn = λne−λ

n! , n ≥ 0.

1.4.11. Ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Êîøè.

♦ Îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå Êîøè. Ïðèìåíåíèå äëÿ èññëåäîâàíèÿ îñòàòî÷-
íîãî ÷ëåíà.

1.4.12. Ïðèáëèæåííûå âû÷èñëåíèÿ.
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ÌÃÓ èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà
Ôèçè÷åñêèé Ôàêóëüòåò Êàôåäðà ìàòåìàòèêè

1. Ñåìåñòð 1, ÌÀ�1 25
1.5. Ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ ôóíêöèé. 1.5.4. Ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì.

Ïðèìåíåíèå ôîðìóëû Òåéëîðà äëÿ ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèé. Èñïîëüçî-
âàíèå ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà äëÿ ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèé. Èñïîëüçîâàíèå
âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà äëÿ ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèé.

×èòàòü:
[ÌÀÂÇ] Ãëàâà VI, �5, ñòð. 125-130.
[ÇÓÌÀ] Ãëàâà III, �3, ñòð. 113-117.
[ÈÑÑ1] Ãëàâà 6, �7-10, ñòð. 245-257.

Ëåêöèÿ MA1�18 (2018-xx-xx�18) Ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ ôóíêöèé-1

1.5. Ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ ôóíêöèé.

1.5.1. Êëàññèôèêàöèÿ òî÷åê ðàçðûâà (íàïîìèíàíèå).

Òî÷êè íåïðåðûâíîñòè è òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèé. Êëàññèôèêàöèÿ òî÷åê ðàç-
ðûâà: òî÷êè óñòðàíèìîãî ðàçðûâà, òî÷êè ðàçðûâà 1 ðîäà, òî÷êè ðàçðûâà 2 ðîäà.

1.5.2. Àñèìïòîòû ãðàôèêà ôóíêöèè.

Âåðòèêàëüíûå è íàêëîííûå àñèìïòîòû ãðàôèêà ôóíêöèè. ♦ Íåîáõîäèìîå
è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ íàêëîííîé àñèìïòîòû.

1.5.3. Âîçðàñòàíèå è óáûâàíèå ôóíêöèè.

Âîçðàñòàíèå è óáûâàíèå ôóíêöèè. Îòûñêàíèå ïðîìåæóòêîâ ìîíîòîííîñòè
ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé.

1.5.4. Ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì.

Ïîíÿòèå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè. ♦ Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ëîêàëü-
íîãî ýêñòðåìóìà äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè (òåîðåìà Ôåðìà). ♦ Äîñòàòî÷-
íîå óñëîâèå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè.
♦ Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé
ôóíêöèè. Èññëåäîâàíèå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà. Ïðèìåðû (äëÿ ýòîãî è ñëåäóþ-
ùåãî ðàçäåëîâ): f(x) = 2x3−3x2, f(x) = x3−9x2+15x, f(x) = x lnx, f(x) = lnx

x ,
f(x) = x

lnx , f(x) = x2 lnx, f(x) = x ln |x| , f(??) = 0, f(x) = x2 ln |x| , f(??) = 0,

f(x) = xe−x, f(x) = x2e−x, f(x) = xne−x, f(x) = e−
1
x2 , f(x) = 3

√
x(3− x)2,

f(x) = 5
√
x3(5− x)2, f(x) = 5

√
x8

(x−2)3 , f(x) = xx, f(x) = x
1
x , f(x) =

(
1 + 1

x

)x
,
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ÌÃÓ èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà
Ôèçè÷åñêèé Ôàêóëüòåò Êàôåäðà ìàòåìàòèêè

1. Ñåìåñòð 1, ÌÀ�1 26
1.5. Ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ ôóíêöèé. 1.5.8. Âîçðàñòàíèå è óáûâàíèå ïàðàìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè, ëîêàëüíûé

ýêñòðåìóì.

×èòàòü:
[ÌÀÂÇ] Ãëàâà VIII, �1, ñòð. 130-136.
[ÌÀÂÇ] Ãëàâà VI, �3, ñòð. 116-121.
[ÇÓÌÀ] Ãëàâà III, �3, ñòð. 110-122.
[ÈÑÑ1] Ãëàâà 7, �1-6, ñòð. 262-284.

Ëåêöèÿ MA1�19 (2018-xx-xx�19) Ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ ôóíêöèé-2

1.5.5. Âûïóêëîñòü ãðàôèêà ôóíêöèè.

Ïîíÿòèå è îïðåäåëåíèå íàïðàâëåíèÿ âûïóêëîñòè ãðàôèêà ôóíêöèè íà äàí-
íîì èíòåðâàëå. ♦ Òåîðåìà î äîñòàòî÷íîì óñëîâèè âûïóêëîñòè âíèç (ââåðõ)
ãðàôèêà ôóíêöèè íà äàííîì èíòåðâàëå. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ýòîé
òåîðåìû.

1.5.6. Òî÷êè ïåðåãèáà ãðàôèêà ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå òî÷åê ïåðåãèáà ãðàôèêà ôóíêöèè. n yÍåîáõîäèìîå óñëîâèå ïå-
ðåãèáà ãðàôèêà äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè. Ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé,
÷òî óñëîâèå íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ïåðåãèáà äâàæäû äèôôåðåí-
öèðóåìîé ôóíêöèè. Òî÷êè âîçìîæíîãî ïåðåãèáà ãðàôèêà ôóíêöèè. n yyyÐàç-
ëè÷íûå ôîðìû äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ïåðåãèáà, èñïîëüçóþùèå ïåðâûå, âòîðûå,
òðåòüè ïðîèçâîäíûå.

×èòàòü:
[ÌÀÂÇ] Ãëàâà VIII, �1, ñòð. 130-136.
[ÇÓÌÀ] Ãëàâà III, �3, ñòð. 117-122.
[ÈÑÑ1] Ãëàâà 7, �1-6, ñòð. 262-284.

Ëåêöèÿ MA1�20 (2018-xx-xx�20) Ãðàôèêè ïàðàìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé

1.5.7. Àñèìïòîòû ãðàôèêà ïàðàìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè.

Âåðòèêàëüíûå è íàêëîííûå àñèìïòîòû ãðàôèêà ôóíêöèè. n yyÍåîáõîäèìîå
è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ íàêëîííîé àñèìïòîòû.

1.5.8. Âîçðàñòàíèå è óáûâàíèå ïàðàìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè, ëî-
êàëüíûé ýêñòðåìóì.
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ÌÃÓ èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà
Ôèçè÷åñêèé Ôàêóëüòåò Êàôåäðà ìàòåìàòèêè

1. Ñåìåñòð 1, ÌÀ�1 27
1.6. Èíòåãðàë Ðèìàíà. 1.6.3. Èíòåãðèðóåìîñòü íåêîòîðûõ êëàññîâ ôóíêöèé.

Âîçðàñòàíèå è óáûâàíèå ôóíêöèè. Îòûñêàíèå ïðîìåæóòêîâ ìîíîòîííîñòè
ôóíêöèè ìåòîäîì èññëåäîâàíèÿ çíàêà ïåðâîé ïðîèçâîäíîé. Òî÷êè âîçìîæíîãî
ýêñòðåìóìà ôóíêöèè. n yyyÄîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà, îñíî-
âàííûå íà èññëåäîâàíèè ïåðâûõ è âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ.

1.5.9. Âûïóêëîñòü ãðàôèêà ïàðàìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè, òî÷êè
ïåðåãèáà.

n yyyÒåîðåìà î äîñòàòî÷íîì óñëîâèè âûïóêëîñòè âíèç (ââåðõ) ãðàôèêà
ôóíêöèè íà äàííîì èíòåðâàëå. n yÍåîáõîäèìîå óñëîâèå ïåðåãèáà ãðàôèêà äâà-
æäû äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè. Ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî óñëîâèå íå ÿâ-
ëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ïåðåãèáà äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè.
Òî÷êè âîçìîæíîãî ïåðåãèáà ãðàôèêà ôóíêöèè.

1.5.10. Èññëåäîâàíèå è ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ ôóíêöèé, çàäàí-
íûõ ïàðàìåòðè÷åñêè.

Ïðèìåðû: 1) x = 3t
1+t3

, y = 3t2

1+t3
, 2) x = r cosφ, y = r sinφ,

(
x2 + y2

)2
= 2xy,

×èòàòü:
[ÌÀÂÇ] Ãëàâà VIII, �2, ñòð. 137-142.
[ÇÓÌÀ] Ãëàâà III, �3, ñòð. 117-122.
[ÈÑÑ1] Ãëàâà 7, �1-6, ñòð. 262-284.

1.6. Èíòåãðàë Ðèìàíà.

Ëåêöèÿ MA1�21 (2018-xx-xx�21) Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë

1.6.1. Èíòåãðàë Ðèìàíà.

Ðàçáèåíèå. Âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ñóììû. Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë � ÷èñëî, ðàâ-
íîå òî÷íîé íèæíåé ãðàíè ïëîùàäåé îïèñàííûõ ñòóïåí÷àòûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ
è òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè âïèñàííûõ ñòóïåí÷àòûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ. Òåîðåìû î
òî÷íûõ ãðàíÿõ ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ. Òåîðåìû îá èíòåãðèðóåìîñòè ñóììû,
ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé. Èíòåãðèðóåìûå è íåèíòåãðèðóåìûå ôóíêöèè. Ïðèìåð
îãðàíè÷åííîé íåèíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè.

1.6.2. Ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü.

Ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü.
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ÌÃÓ èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà
Ôèçè÷åñêèé Ôàêóëüòåò Êàôåäðà ìàòåìàòèêè

2. Ñåìåñòð 2, ÌÀ�2 28
2.1. Ïðåäåë è íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. 2.1.2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå.

♦ Òåîðåìà Êàíòîðà äëÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé.
Êëàññû èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé

1.6.3. Èíòåãðèðóåìîñòü íåêîòîðûõ êëàññîâ ôóíêöèé.

Íåêîòîðûå êëàññû èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé: ♦ íåïðåðûâíûå, ♦ êóñî÷íî-
íåïðåðûâíûå, ♦ ìîíîòîííûå îãðàíè÷åííûå.

1.6.4. Ñâîéñòâà îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.

♦ Ôîðìóëû ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ.
♦ Äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî âåðõíåìó è íèæíåìó ïðåäåëàì.
♦ Ñóùåñòâîâàíèå ïåðâîîáðàçíîé äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè.
♦ Ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà.
×èòàòü:
[ÌÀÂÇ] Ãëàâà VIII, �5, ñòð. 167-171
[ÇÓÌÀ] ×àñòü 2, Ãëàâà II, �1, ñòð. 236-246
[ÈÑÑ1] Ãëàâà 9, �1-5, ñòð. 330-370.

2. Ñåìåñòð 2, ÌÀ�2

Îáîçíà÷åíèÿ:
♦ òåîðåìà ñ äîêàçàòåëüñòâîì,
2 ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû äàåòñÿ íà ëåêöèè, äîêàçàòåëüñòâî â êà÷åñòâå

óïðàæíåíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû.
Äëÿ êàæäîé ëåêöèè óêàçàíà íåäåëÿ, ô�ôåâðàëü, ì�ìàðò, à�àïðåëü, é�ìàé.

Ëåêöèÿ MA2�1 (2017-02-10�201) Òî÷êè è ìíîæåñòâà òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå

2.1. Ïðåäåë è íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåí-

íûõ.

2.1.1. Ïîíÿòèå m-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Åâêëèäîâî m-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî.
Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è åãî ñâîéñòâà.
Ðàññòîÿíèå è åãî ñâîéñòâà. Íåðàâåíñòâî Êîøè.
Øàðîâàÿ, ïðÿìîóãîëüíàÿ è êóáè÷åñêàÿ îêðåñòíîñòè òî÷êè.
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Ôèçè÷åñêèé Ôàêóëüòåò Êàôåäðà ìàòåìàòèêè

2. Ñåìåñòð 2, ÌÀ�2 29
2.1. Ïðåäåë è íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. 2.1.4. Ïðåäåë ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.

Òåîðåìû î âêëþ÷åíèè øàðîâûõ è ïðÿìîóãîëüíûõ îêðåñòíîñòåé.

2.1.2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê.
Îãðàíè÷åííûå è íåîãðàíè÷åííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê.
Áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê.
Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê.
Ñõîäèìîñòü è ïîêîîðäèíàòíàÿ ñõîäèìîñòü.
p Òåîðåìà î ðàâíîñèëüíîñòè ñõîäèìîñòè è ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè.
Ïðåäåëüíûå òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. p Îñíîâíûå òåîðåìû. Ïðèìåðû.
Óñëîâèå Êîøè. p Êðèòåðèé Êîøè.
♦ Òåîðåìà Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà.

2.1.3. Îòêðûòûå, çàìêíóòûå, âûïóêëûå ìíîæåñòâà òî÷åê.

Âíóòðåííèå è ãðàíè÷íûå òî÷êè ìíîæåñòâà, ïðåäåëüíûå òî÷êè, èçîëèðîâàí-
íûå òî÷êè. Ïðèìåðû.

Îòêðûòûå è çàìêíóòûå ìíîæåñòâà íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå. Çàìûêà-
íèå ìíîæåñòâà.

Êàæäîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî ðàçáèâàåò âñå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà íà 4 êàòåãî-
ðèè, âíóòðåííèå è íå âíóòðåííèå òî÷êè ñàìîãî ìíîæåñòâà è åãî äîïîëíåíèÿ.

Îãðàíè÷åííûå è íåîãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå.
Ïðèìåðû.

Íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ â ïðîñòðàíñòâå. Ñâÿçíûå è íåñâÿçíûå ìíîæåñòâà. Ïðè-
ìåðû.

Îêðåñòíîñòè. Ïðèìåðû îêðåñòíîñòåé.
Âûïóêëûå ìíîæåñòâà â ïðîñòðàíñòâå. Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà òî÷åê

íà ïëîñêîñòè. Ïðèìåðû.
×èòàòü:
[ÌÀÂÇ] Ãëàâà X, �1, 2, ñòð. 191-204.
[ÇÓÌÀ] Ãëàâà III, �1, ñòð. 286-291.
[ÈÑÑ1] Ãëàâà 12, �1, ñòð. 442-451.

Ëåêöèÿ MA2�2 (2017-02-17xx�202) Ïðåäåë ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ
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Ôèçè÷åñêèé Ôàêóëüòåò Êàôåäðà ìàòåìàòèêè

2. Ñåìåñòð 2, ÌÀ�2 30
2.1. Ïðåäåë è íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. 2.1.6. Ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

2.1.4. Ïðåäåë ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.

Ïîíÿòèå ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ (ÔÍÏ).
Ñïîñîáû âèçóàëèçàöèè. Êàðòà ëèíèé ðàâíîãî óðîâíÿ. Êâàçèòðåõìåðíûé ãðà-

ôèê. Ïðèìåðû.
Äâà îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè â òî÷êå (ïî Êîøè è ïî Ãåéíå).
Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïî Êîøè è ïî Ãåéíå. n Òåîðåìà î ðàâíîñèëüíîñòè äâóõ

îïðåäåëåíèé.
Áåñêîíå÷íî ìàëûå ôóíêöèè â òî÷êå.
Ïðèìåðû 1: lim

(x,y)→(0;0)

√
x2 + y2 = 0, lim

(x,y)→(0;0)

3
√
x3 + y3 = 0,

lim
(x,y)→(0;0)

(x+ y) sin 1
x sin

1
y = 0, lim

(x,y)→(0;0)
x ln

√
x2 + y2 = 0,

Ïðèìåðû 2: lim
(x,y)→(0;0)

2xy
x2+y2

íå ñóùåñòâóåò, lim
(x,y)→(0;0)

2x2y
x4+y2

íå ñóùåñòâóåò.

Ïðåäåë ôóíêöèè â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå.

Ïðèìåðû: lim
(x,y)→∞

x+y
x2+y2

= 0, lim
(x,y)→∞

x2+y2

x4+y4
= 0, lim

(x,y)→∞
xy

x2+y2
íå ñóùåñòâóåò.

p Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä áåñêîíå÷íî ìàëûìè ôóíêöèÿìè.
p Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä îãðàíè÷åííûìè è áåñêîíå÷íî ìàëûìè

ôóíêöèÿìè.
p Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä ôóíêöèÿìè, èìåþùèìè ïðåäåë â äàííîé

òî÷êå.
Ïðåäåë ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ è ïîâòîðíûå ïðåäåëû. Ïðèìåðû.
[ÈÑÑ1] Ãëàâà 12, �2, ñòð. 451-460.

2.1.5. Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.

Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåí-
íûõ è ïî êàæäîé ïåðåìåííîé. Ñîîòíîøåíèå ìåæäó íèìè.

Ïðèìåðû: 1) lim
(x,y)→(0;0)

(x+ y) sin 1
x sin

1
y = 0, lim

x→0
(x+ y) sin 1

x sin
1
y íå ñóùå-

ñòâóåò,
2) lim

x→0

xy
x2+y2

= 0, lim
(x,y)→(0;0)

xy
x2+y2

íå ñóùåñòâóåò.

p Òåîðåìû îá àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèÿõ íàä íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè.
p Ïîíÿòèå ñëîæíîé ôóíêöèè. Òåîðåìà î íåïðåðûâíîñòè ñëîæíîé ôóíêöèè.

2.1.6. Ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.
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2.2. Äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. 2.2.2. Äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè.

p Òåîðåìà î ïðîõîæäåíèè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ÷åðåç ëþáîå ïðîìåæóòî÷-
íîå çíà÷åíèå.

p Ïåðâàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà.
p Âòîðàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà.
×èòàòü:
[ÌÀÂÇ] Ãëàâà X, �3, 4, ñòð. 205-212.
[ÇÓÌÀ] Ãëàâà III, �1, ñòð. 286-291.
[ÈÑÑ1] Ãëàâà 12, �3, ñòð. 460-469.

Ëåêöèÿ MA2�3 (2018-02-19�203) Äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè

2.2. Äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.

2.2.1. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå.

×àñòíûå ïðèðàùåíèÿ. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ÷àñò-
íîé ïðîèçâîäíîé.

Ïðèìåðû (äèôôåðåíöèðóåìûõ) ôóíêöèé, èìåþùèõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå:
1) f (x, y) = x3 + y3 − 3xy, 2) f (x, y) = xy, 3) f (x, y) ={ (
x2 + y2

)
sin 1√

x2+y2
, x 6= 0

⋂
y 6= 0,

0, x = y = 0.
,

Åùå ïðèìåðû (íå äèôôåðåíöèðóåìûõ) ôóíêöèé, èìåþùèõ ÷àñòíûå ïðîèç-
âîäíûå:

1) f (x, y) = 3
√
x3 + y3, 2) f (x, y) =

{
2xy
x2+y2

, x2 + y2 > 0,

0, x = y = 0.

2.2.2. Äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèðóåìîé ÔÍÏ.
♦ Òåîðåìà î ñâÿçè ìåæäó äèôôåðåíöèðóåìîñòüþ è ñóùåñòâîâàíèåì ÷àñò-

íûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè â òî÷êå.
♦ Òåîðåìà î ñâÿçè ìåæäó äèôôåðåíöèðóåìîñòüþ è íåïðåðûâíîñòüþ ôóíê-

öèè â òî÷êå.
♦ Òåîðåìà î íåîáõîäèìîì óñëîâèè äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè â òî÷êå.
♦ Òåîðåìà î äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè.
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2.2. Äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. 2.2.6. Ãðàäèåíò è ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ.

Ïðèìåðû äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé:
1) f (x, y) = x3 + y3 − 3xy, 2) f (x, y) = xy,

3) f (x, y) =

{ (
x2 + y2

)
sin 1√

x2+y2
, x 6= 0

⋃
y 6= 0,

0, x = y = 0.
,

Ïðèìåðû íå äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé:

1) f (x, y) = 3
√
x3 + y3, 2) f (x, y) =

{
2xy
x2+y2

, x2 + y2 > 0,

0, x = y = 0.

2.2.3. Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.

Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Îïåðàòîð äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ.

Ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.
♦ Äèôôåðåíöèàë ñóììû, p ðàçíîñòè, ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî äâóõ ôóíê-

öèé.

2.2.4. Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü.

Îïðåäåëåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè.
n Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ãðàôèêó äèôôåðåíöè-

ðóåìîé ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ. Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè.
Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ.
[ÈÑÑ1] Ãëàâà 12, �4, ñòð. 469-485.

Ëåêöèÿ MA2�4 (2017-02-24�204) Äèôôåðåíöèðîâàíèå ñëîæíîé ôóíêöèè

2.2.5. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ñëîæíîé ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðå-
ìåííûõ.

Ïîíÿòèå ñëîæíîé ôóíêöèè. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ñëîæíîé ôóíêöèè.
♦ Äèôôåðåíöèàë ñëîæíîé ôóíêöèè. Èíâàðèàíòíîñòü ôîðìû ïåðâîãî äèô-

ôåðåíöèàëà.

2.2.6. Ãðàäèåíò è ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ.

Ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ. Ãðàäèåíò. Íàïðàâëåíèå ãðàäèåíòà
è íàïðàâëåíèå ëèíèè ðàâíîãî óðîâíÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè â çàäàííîé
òî÷êå. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ãðàäèåíòà ôóíêöèè â òî÷êå.
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2.2. Äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. 2.2.10. Âòîðîé äèôôåðåíöèàë ñëîæíîé ôóíêöèè.

♦ Òåîðåìà î âûðàæåíèè ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ äèôôåðåíöèðóåìîé
ÔÍÏ ÷åðåç åå ãðàäèåíò.

Ïðèìåðû íå äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, èìåþùèõ ïðîèçâîäíóþ ïî ëþáî-
ìó íàïðàâëåíèþ â òî÷êå (0; 0):

1) f (x, y) = 3
√
x3 + y3, 2) f (x, y) = 3

√
x2y, 3) f (x, y, z) = 3

√
xyz, 4) f (x, y, z) =

3
√
x3 + y3 + z3.
p Òåîðåìà Ýéëåðà îá îäíîðîäíûõ ôóíêöèÿõ.

2.2.7. Âåêòîðíûå ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

Ïîíÿòèå âåêòîðíîé ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.
Äèôôåðåíöèðîâàíèå ñëîæíûõ âåêòîðíûõ ôóíêöèé.
Âåêòîðíî-ìàòðè÷íàÿ ôîðìà çàïèñè ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà.
Îòîáðàæåíèÿ, çàäàâàåìûå ïðîñòåéøèìè âåêòîðíûìè ôóíêöèÿìè è èõ ãåî-

ìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. Ôóíêöèè ðàçìåðíîñòè 2 è 3 îò äâóõ è òðåõ ïåðå-
ìåííûõ.

Ïîíÿòèÿ îäíîçíà÷íîãî è îäíîëèñòíîãî îòîáðàæåíèÿ.
Ìàòðèöà ßêîáè è ÿêîáèàí. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ÿêîáèàíà.
×èòàòü:
[ÌÀÂÇ] Ãëàâà X, �4, ñòð. 213-224.
[ÇÓÌÀ] Ãëàâà III, �2, 3, ñòð. 291-302.
[ÈÑÑ1] Ãëàâà 12, �4, ñòð. 469-485.

Ëåêöèÿ MA2�5 (2017-03-03�205) Ñòàðøèå ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàëû

2.2.8. Ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ.

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ.
♦ Òåîðåìà î äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ ðàâåíñòâà ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ.

2.2.9. Äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ.

Äèôôåðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà. Äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ.
Îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Âû÷èñëåíèå ñòåïåíè îïåðàòîðà äèôôåðåí-

öèðîâàíèÿ.
♦ Ôîðìóëà Ëåéáíèöà.

2.2.10. Âòîðîé äèôôåðåíöèàë ñëîæíîé ôóíêöèè.

33 À.À.Áûêîâ, abkov@yandex.ru, abkov.ru



ÌÃÓ èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà
Ôèçè÷åñêèé Ôàêóëüòåò Êàôåäðà ìàòåìàòèêè

2. Ñåìåñòð 2, ÌÀ�2 34
2.3. Ôîðìóëà Òåéëîðà è ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì. 2.3.3. Ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.

Âòîðîé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ. Âòîðîé äèôôå-
ðåíöèàë ñëîæíîé ôóíêöèè.

Íåèíâàðèàíòíîñòü ôîðìû äèôôåðåíöèàëà âòîðîãî ïîðÿäêà.
Âåêòîðíî-ìàòðè÷íàÿ ôîðìà çàïèñè ïåðâîãî è âòîðîãî äèôôåðåíöèàëîâ

ÔÍÏ. Ìàòðèöà Ãåññå.
[ÈÑÑ1] Ãëàâà 12, �5, ñòð. 485-504.

Ëåêöèÿ MA2�6 (2017-03-05�206) Ôîðìóëà Òåéëîðà

2.3. Ôîðìóëà Òåéëîðà è ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì.

2.3.1. Ôîðìóëà Òåéëîðà�Ïåàíî.

Ìíîãî÷ëåí Òåéëîðà. Îñòàòî÷íûé ÷ëåí.
♦ Òåîðåìà î ôîðìóëå Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî.

2.3.2. Ôîðìóëà Òåéëîðà�Ëàãðàíæà.

Îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå Ëàãðàíæà.
♦ Òåîðåìà î ôîðìóëå Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà äëÿ

âûïóêëîé îáëàñòè.
Ìåòîäèêà îöåíêè îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà äëÿ ôóíêöèè ñ îãðàíè÷åííûìè ïðîèç-

âîäíûìè.
Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ôîðìóëû Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì ïåðâîãî ïî-

ðÿäêà.
Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ôîðìóëû Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì âòîðîãî ïî-

ðÿäêà.
×èòàòü:
[ÌÀÂÇ] Ãëàâà X, �5, ñòð. 225-235.
[ÇÓÌÀ] Ãëàâà III, �4, ñòð. 303-309.
[ÈÑÑ1] Ãëàâà 12, �5, ñòð. 485-504.

Ëåêöèÿ MA2�7 (2017-03-10�207) Ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì

2.3.3. Ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.
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2.4. Íåÿâíûå ôóíêöèè. 2.4.2. Ýêñòðåìóì íåÿâíîé ôóíêöèè.

Ïîíÿòèå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ÔÍÏ.
♦ Òåîðåìà î íåîáõîäèìîì óñëîâèè ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà äèôôåðåíöèðó-

åìîé ÔÍÏ.
Ïîíÿòèå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû è åå ìàòðèöû. Ïîíÿòèå çíàêîîïðåäåëåííîé

êâàäðàòè÷íîé ôîðìû. Êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà.
♦ Òåîðåìà î äîñòàòî÷íîì óñëîâèè ýêñòðåìóìà ÔÍÏ.
Èññëåäîâàíèå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà. Îñîáåííîñòè ãðàôèêà è êàðòû ëèíèé

ðàâíîãî óðîâíÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè òî÷êè ëî-
êàëüíîãî ýêñòðåìóìà.

p Âûïóêëûå è ñòðîãî âûïóêëûå ôóíêöèè. Ýêñòðåìóì âûïóêëîé ôóíêöèè.
×èòàòü:
[ÌÀÂÇ] Ãëàâà X, �6, ñòð. 236-242.
[ÇÓÌÀ] Ãëàâà III, �8, ñòð. 336-351.
[ÈÑÑ1] Ãëàâà 12, �6, ñòð. 504-514.

Ëåêöèÿ MA2�8 (2017-03-17�208) Íåÿâíûå ôóíêöèè-1

2.4. Íåÿâíûå ôóíêöèè.

2.4.1. Íåÿâíûå ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìûå îäíèì óðàâíåíèåì.

Ïîíÿòèå íåÿâíîé ôóíêöèè.
♦ Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè è íåïðåðûâíîñòè íåÿâíîé ôóíêöèè, îïðåäåëÿ-

åìîé îäíèì óðàâíåíèåì.
♦ Òåîðåìû î äèôôåðåíöèðóåìîé íåÿâíîé ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìîé îäíèì

óðàâíåíèåì, çàäàííûì â îêðåñòíîñòè òî÷êè. Ôîðìóëà äëÿ ïðîèçâîäíûõ íåÿâíîé
ôóíêöèè.

Ïðèìåðû: x2 + y2 = 1, x3 + y3 = 3xy,
(
x2 + y2

)2
= 2xy.

2.4.2. Ýêñòðåìóì íåÿâíîé ôóíêöèè.

Ýêñòðåìóì íåÿâíîé ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìîé îäíèì óðàâíåíèåì. Ìåòîäèêà
àíàëèçà ýêñòðåìóìà íåÿâíîé ôóíêöèè.

Ïðèìåðû: x2 + y2 = 1, x3 + y3 = 3xy,
(
x2 + y2

)2
= 2xy.

×èòàòü:
[ÌÀÂÇ] Ãëàâà XI, �1, ñòð. 243-256.
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2.5. Óñëîâíûé ýêñòðåìóì. 2.5.1. Çàâèñèìûå è íåçàâèñèìûå ôóíêöèè.

[ÇÓÌÀ] Ãëàâà III, �5, ñòð. 310-319.
[ÈÑÑ1] Ãëàâà 13, �1, ñòð. 609-619.

Ëåêöèÿ MA2�9 (2017-03-19�209) Íåÿâíûå ôóíêöèè-2

2.4.3. Íåÿâíûå ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìûå ñèñòåìîé óðàâíåíèé.

♦ Òåîðåìû î äèôôåðåíöèðóåìîé íåÿâíîé ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìîé ñèñòåìîé
óðàâíåíèé. Ôîðìóëà äëÿ ïðîèçâîäíûõ íåÿâíîé ôóíêöèè. Äèôôåðåíöèðîâàíèå
íåÿâíûõ ôóíêöèé, îïðåäåëÿåìûõ ñèñòåìîé óðàâíåíèé.

Âû÷èñëåíèå ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ íåÿâíîé ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìîé ñèñòå-
ìîé óðàâíåíèé.

Ïðèìåðû:

{
x2 + y2 = r2,

y
x = tgφ,

{
x2 + y2 + z2 = 6,
x+ y + z = 4,

.

2.4.4. Ýêñòðåìóì íåÿâíîé ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìîé ñèñòåìîé
óðàâíåíèé.

Ýêñòðåìóì íåÿâíîé ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé. Ìåòîäèêà
ðàñ÷åòà òî÷åê âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà è ïðîâåðêà äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé.

Ïðèìåðû:

{
x2 + y2 + z2 = 6,
x+ y + z = 4,

.

×èòàòü:
[ÌÀÂÇ] Ãëàâà XI, �1, ñòð. 243-256.
[ÇÓÌÀ] Ãëàâà III, �5, ñòð. 310-319.
[ÈÑÑ1] Ãëàâà 13, �2, ñòð. 619-626.

2.4.5. Çàìåíà ïåðåìåííûõ.

Çàìåíà ïåðåìåííûõ â äèôôåðåíöèàëüíûõ âûðàæåíèÿõ (äëÿ ðàçáîðà íà ñå-
ìèíàðå).

Ëåêöèÿ MA2�10 (2017-03-24�210) Óñëîâíûé ýêñòðåìóì-1

2.5. Óñëîâíûé ýêñòðåìóì.

2.5.1. Çàâèñèìûå è íåçàâèñèìûå ôóíêöèè.
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2.5. Óñëîâíûé ýêñòðåìóì. 2.5.4. Ìåòîä Ëàãðàíæà ñ íåñêîëüêèìè óñëîâèÿìè ñâÿçè.

Ïîíÿòèÿ çàâèñèìîñòè ôóíêöèé è íåçàâèñèìîñòè ôóíêöèè. Ëèíåéíàÿ çàâè-
ñèìîñòü è çàâèñèìîñòü îáùåãî âèäà. Ôóíêöèîíàëüíàÿ ìàòðèöà. ßêîáèàí. Ïðè-
ìåðû.
♦ Òåîðåìà î çàâèñèìîñòè ôóíêöèé.
♦ Òåîðåìà î íåçàâèñèìîñòè ôóíêöèé.

2.5.2. Ïîíÿòèå óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà.

Ïîíÿòèå óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà.
Ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííûõ, ñâåäåíèå çàäà÷è îá óñëîâíîì ýêñòðåìóìå ê

çàäà÷å î áåçóñëîâíîì ýêñòðåìóìå.
Íåîáõîäèìîå óñëîâèå óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà.

2.5.3. Ìåòîä Ëàãðàíæà.

Ìåòîä Ëàãðàíæà è åãî ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ.
♦ Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà â ôîðìå Ëàãðàíæà.
♦ Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà â ôîðìå Ëàãðàíæà (äîêàçà-

òåëüñòâî äëÿ îäíîãî óñëîâèÿ ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè).
2 Ìåòîä îêàéìëåííîãî ãåññèàíà äëÿ èññëåäîâàíèÿ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé.
×èòàòü:
[ÌÀÂÇ] Ãëàâà XI, �3, ñòð. 261-269.
[ÇÓÌÀ] Ãëàâà III, �8, ñòð. 326-350.
[ÈÑÑ1] Ãëàâà 13, �4, ñòð. 632-638.

Ëåêöèÿ MA2�11 (2017-03-31�211) Óñëîâíûé ýêñòðåìóì-2

2.5.4. Ìåòîä Ëàãðàíæà ñ íåñêîëüêèìè óñëîâèÿìè ñâÿçè.

Ìåòîä Ëàãðàíæà è åãî ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ.
♦ Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà â ôîðìå Ëàãðàíæà.
♦ Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà â ôîðìå Ëàãðàíæà.
×èòàòü:
[ÌÀÂÇ] Ãëàâà XI, �3, ñòð. 261-269.
[ÇÓÌÀ] Ãëàâà III, �8, ñòð. 326-350.
[ÈÑÑ1] Ãëàâà 13, �4, ñòð. 632-638.
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2.6. Ïðèëîæåíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà. 2.6.5. Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.

Ëåêöèÿ MA2�12 (2017-04-02�212) Äëèíà êðèâîé

2.6. Ïðèëîæåíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.

2.6.1. Äëèíà êðèâîé.

Ïîíÿòèå äëèíû ïëîñêîé êðèâîé.
♦ Äëèíà ïëîñêîé êðèâîé, çàäàííîé ÿâíûì îáðàçîì.
Âû÷èñëåíèå äëèíû ïëîñêîé êðèâîé, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè. Âû÷èñëåíèå

äëèíû ïëîñêîé êðèâîé, çàäàííîé íåÿâíûì îáðàçîì.
Ôèçè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ: öåíòð ìàññ è ìîìåíò èíåðöèè.

2.6.2. Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ.

Ïîíÿòèå ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ. Âû÷èñëåíèå ïëîùàäè.
Ôèçè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ: öåíòð ìàññ è ìîìåíò èíåðöèè.
[ÈÑÑ1] Ãëàâà 10, �1-3, ñòð. 391-422.

Ëåêöèÿ MA2�13 (2017-04-07�213) Ïëîùàäè è îáúåìû

2.6.3. Ïëîùàäü ôèãóðû.

Ïîíÿòèå ïëîùàäè ïëîñêîé ôèãóðû. Âû÷èñëåíèå ïëîùàäè ïëîñêîé ôèãóðû,
çàäàííîé ÿâíûì îáðàçîì. Âû÷èñëåíèå ïëîùàäè ïëîñêîé ôèãóðû, çàäàííîé ïà-
ðàìåòðè÷åñêè. Âû÷èñëåíèå ïëîùàäè ïëîñêîé ôèãóðû, çàäàííîé íåÿâíûì îáðà-
çîì.

2.6.4. Îáúåì òåëà.

Ïîíÿòèå îáúåìà. Âû÷èñëåíèå îáúåìà òåëà âðàùåíèÿ, ïîëó÷åííîãî âðàùåíè-
åì ïëîñêîé ôèãóðû, çàäàííîé ÿâíûì îáðàçîì. Âû÷èñëåíèå îáúåìà òåëà âðàùå-
íèÿ, ïîëó÷åííîãî âðàùåíèåì ïëîñêîé ôèãóðû, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè. Âû-
÷èñëåíèå îáúåìà òåëà âðàùåíèÿ, ïîëó÷åííîãî âðàùåíèåì ïëîñêîé ôèãóðû, çà-
äàííîé íåÿâíûì îáðàçîì.

Ôèçè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ: âû÷èñëåíèå êîîðäèíàò öåíòðà ìàññ è ìîìåíòà
èíåðöèè êðèâîé, ïëîñêîé ôèãóðû, òåëà âðàùåíèÿ.

×èòàòü:
[ÌÀÂÇ] Ãëàâà VIII, �5, ñòð. 167-171
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2.7. Êðàòíûå èíòåãðàëû 2.7.5. Ïðèëîæåíèÿ êðàòíûõ èíòåãðàëîâ

[ÇÓÌÀ] ×àñòü 2, Ãëàâà II, �2, 3, ñòð. 246-265.
[ÈÑÑ1] Ãëàâà 10, �1-3, ñòð. 391-422.

2.6.5. Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.

Ìåòîäû ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.
Ôîðìóëû ïðÿìîóãîëüíèêîâ, òðàïåöèé, ïàðàáîë.
Îöåíêà ïîãðåøíîñòè (äëÿ ìåòîäà ïðÿìîóãîëüíèêîâ � ñ îáîñíîâàíèåì).
[ÈÑÑ1] Ãëàâà 11, �1-2, ñòð. 422-442.

Ëåêöèÿ MA2�14 (2017-04-14�214) Êðàòíûå èíòåãðàëû

2.7. Êðàòíûå èíòåãðàëû

2.7.1. Äâîéíîé èíòåãðàë

Ïîíÿòèå äâîéíîãî èíòåãðàëà. Ðàçáèåíèå. Âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ñóììû. Ïîíÿòèå
ïîòîìêà äâóõ ðàçáèåíèé. Òåîðåìà î âåðõíåé è íèæíåé ñóììå ïîòîìêà. Òåîðåìà
îá îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà âåðõíèõ è íèæíèõ ñóìì. Âåðõíèé è íèæíèé èíòå-
ãðàëû. Îïðåäåëåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà. Òåîðåìà î íåîáõîäèìîì è äîñòàòî÷íîì
óñëîâèè èíòåãðèðóåìîñòè îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè â ïðÿìîóãîëüíèêå. Òåîðåìà îá
èíòåãðèðóåìîñòè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè. Ñâîéñòâà äâîéíîãî èíòåãðàëà. Ëèíåé-
íîñòü, àääèòèâíîñòü. Èíòåãðèðóåìîñòü ìîäóëÿ è ïðîèçâåäåíèÿ.

2.7.2. Èíòåãðàë Ðèìàíà.

Âûáîðêà, èíòåãðàëüíûå ñóììû. Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë êàê ïðåäåë èíòå-
ãðàëüíûõ ñóìì. Ëåììà Äàðáó.

2.7.3. Âû÷èñëåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà.

Ñâåäåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà ê ïîâòîðíîìó.
Îðòîãîíàëüíûå êîîðäèíàòû íà ïëîñêîñòè. Ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû.
Çàìåíà ïåðåìåííûõ â äâîéíîì èíòåãðàëå. ßêîáèàí.

2.7.4. Òðîéíîé èíòåãðàë

Ïîíÿòèå è ñâîéñòâà òðîéíîãî èíòåãðàëà. Ñâåäåíèå òðîéíîãî èíòåãðàëà ê ïî-
âòîðíîìó. Îðòîãîíàëüíûå êîîðäèíàòû â ïðîñòðàíñòâå. Öèëèíäðè÷åñêèå è ñôå-
ðè÷åñêèå êîîðäèíàòû. Çàìåíà ïåðåìåííûõ â òðîéíîì èíòåãðàëå. ßêîáèàí.
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2.9. Êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû 2.9.3. Ôîðìóëà Ãðèíà.

2.7.5. Ïðèëîæåíèÿ êðàòíûõ èíòåãðàëîâ

Âû÷èñëåíèå êîîðäèíàò öåíòðà ìàññ. Âû÷èñëåíèå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ è äèñ-
ïåðñèè.

×èòàòü:
[ÌÀÂÇ] Ãëàâà XII, �1, 2, ñòð. 279-300.
[ÇÓÌÀ] ×àñòü 2, Ãëàâà II, �2, 3, ñòð. 43-67.

Ëåêöèÿ MA2�15 (2018-04-16�215) Êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû

2.8. Êðèâûå íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå

2.8.1. Êàñàòåëüíàÿ è íîðìàëü

Ôîðìû çàäàíèÿ êðèâûõ. Óðàâíåíèå êàñàòåëüîé. Óðàâíåíèå íîðìàëè. Óðàâ-
íåíèå îðòîãîíàëüíîé ïëîñêîñòè.

2.8.2. Äëèíà êðèâîé

Äèôôåðåíöèàë äëèíû äóãè. Îïðåäåëåíèå äëèíû êðèâîé. Ôîðìóëû äëèíû
êðèâîé â ðàçëè÷íûõ ôîðìàõ.

2.9. Êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû

2.9.1. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà

Êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà (îïðåäåëåíèå, âû÷èñëåíèå ñ ïîìî-
ùüþ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà).

2.9.2. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà

Êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû âòîðîãî ðîäà (îïðåäåëåíèå, âû÷èñëåíèå ñ ïîìî-
ùüþ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà, ñâÿçü ñ êðèâîëèíåéíûìè èíòåãðàëàìè ïåðâîãî
ðîäà).

Ëåêöèÿ MA2�16 (2017-04-21�216) Ôîðìóëà Ãðèíà

2.9.3. Ôîðìóëà Ãðèíà.
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2.10. Ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû 2.10.2. Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè

Ôîðìóëà Ãðèíà. Óñëîâèÿ íåçàâèñèìîñòè êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî
ðîäà îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ. Ôèçè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ êðèâîëèíåéíûõ èíòå-
ãðàëîâ ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà.

Ëåêöèÿ MA2�17 (2017-04-28�217) Ïëîñêèå êðèâûå, 1

2.9.4. Êàñàíèå ïëîñêèõ êðèâûõ

Ïîíÿòèå ïëîñêîé êðèâîé. Ðàçëè÷íûå ôîðìû óðàâíåíèÿ ïëîñêîé êðèâîé.
Êàñàíèå ïëîñêèõ êðèâûõ. Ïîðÿäîê êàñàíèÿ. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ êàñàíèÿ çàäàííîãî ïîðÿäêà. Ñîïðèêàñàþùàÿñÿ îêðóæíîñòü.

2.9.5. Êðèâèçíà ïëîñêîé êðèâîé

Êðèâèçíà ïëîñêîé êðèâîé. Êðóã, öåíòð è ðàäèóñ êðèâèçíû.

Ëåêöèÿ MA2�18 (2017-04-30�218) Ïëîñêèå êðèâûå

2.9.6. Îãèáàþùàÿ ñåìåéñòâà ïëîñêèõ êðèâûõ

Îãèáàþùàÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà êðèâûõ. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå
îãèáàþùåé. Äèñêðèìèíàíòíàÿ êðèâàÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà êðèâûõ.

Ëåêöèÿ MA2�19 (2017-05-05�219) Ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà

2.10. Ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû

2.10.1. Ïîíÿòèå ïîâåðõíîñòè

Ïîíÿòèå ïîâåðõíîñòè. Ñïîñîáû çàäàíèÿ ïîâåðõíîñòåé. Ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü.
Îñîáûå òî÷êè. Ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü áåç îñîáûõ òî÷åê. Êóñî÷íî�ãëàäêàÿ ïî-
âåðõíîñòü. Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü. Íîðìàëü. Îäíîñòîðîííèå è äâóñòîðîííèå
ïîâåðõíîñòè.

2.10.2. Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè

Ýëåìåíò ïëîùàäè. Îïðåäåëåíèå ïëîùàäè ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè áåç îñîáûõ
òî÷åê. Âûðàæåíèå ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå. Âûðàæåíèå
ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè â äåêàðòîâîé ôîðìå.
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3.1. Ñêàëÿðíûå è âåêòîðíûå ïîëÿ 3.1.1. Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàöèè

Ëåêöèÿ MA2�20 (2017-05-12�220) Ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû âòîðîãî ðîäà

2.10.3. Ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà

Èíòåãðàëüíàÿ ñóììà ïåðâîãî ðîäà. Ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà.
Ìîìåíò çàäàííîé ôóíêöèè ïî çàäàííîé ïîâåðõíîñòè. Ñðåäíåå çíà÷åíèå çàäàí-
íîé ôóíêöèè ïî çàäàííîé ïîâåðõíîñòè. Ñðåäíåå çíà÷åíèå êîîðäèíàòû x, y, z.
Êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ ïîâåðõíîñòè. Êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ ïîâåðõíîñòè ñ
çàäàííîé ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ.

2.10.4. Ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû âòîðîãî ðîäà

Èíòåãðàëüíàÿ ñóììà âòîðîãî ðîäà. Ïðåäåë èíòåãðàëüíîé ñóììû. Ïîâåðõ-
íîñòíûå èíòåãðàëû âòîðîãî ðîäà.

Ëåêöèÿ MA2�21 (2017-05-14�221) Îñíîâíûå èíòåãðàëüíûå òîæäåñòâà

2.10.5. Ôîðìóëà Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî

Òåîðåìà Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî. Ôîðìóëà Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî.

2.10.6. Ôîðìóëà Ñòîêñà

Òåîðåìà Ñòîêñà. Ôîðìóëà Ñòîêñà.

3. Êóðñ 2, ñåìåñòð 3, ÌÀ�3

Ëåêöèÿ MA3�1 (2017-09-xx�301) Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàöèè

3.1. Ñêàëÿðíûå è âåêòîðíûå ïîëÿ

3.1.1. Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàöèè

Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàöèè â ñêàëÿðíûõ è âåêòîðíûõ ïîëÿõ. Îïåðàòîð
Ãàìèëüòîíà.

Èíâàðèàíòíûå îïðåäåëåíèÿ ãðàäèåíòà, äèâåðãåíöèè è ðîòîðà. Ôîðìóëû âåê-
òîðíîãî àíàëèçà ïåðâîãî ïîðÿäêà.
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3.2. ×èñëîâûå ðÿäû 3.2.3. Êðèòåðèé Êîøè

Ëåêöèÿ MA3�2 (2017-09-xx�302) Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàöèè âòîðîãî ïîðÿä-
êà

3.1.2. Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàöèè âòîðîãî ïîðÿäêà

Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàöèè âòîðîãî ïîðÿäêà â ñêàëÿðíûõ è âåêòîðíûõ
ïîëÿõ. Êâàäðàò îïåðàòîðà Ãàìèëüòîíà.

Ôîðìóëû âåêòîðíîãî àíàëèçà âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ëåêöèÿ MA3�3 (2017-09-xx�303) Ïîòåíöèàëüíûå è ñîëåíîèäàëüíûå ïîëÿ

3.1.3. Ïîòåíöèàëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ

Ïîíÿòèå ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ. Ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë.
Ïîâåðõíîñòíî îäíîñâÿçíûå îáëàñòè.
Òåîðåìà î íåçàâèñèìîñòè ðàáîòû ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ îò ïóòè èíòåãðèðî-

âàíèÿ. Ìåòîäèêà âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëà.

3.1.4. Ñîëåíîèäàëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ

Ïîíÿòèå ñîëåíîèäàëüíîãî ïîëÿ.
Îáúåìíî îäíîñâÿçíûå îáëàñòè.
Òåîðåìà î ïîòîêå. Ïîíÿòèå âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà. Ìåòîäèêà âû÷èñëåíèÿ.

Ëåêöèÿ MA3�4 (2017-xx-xx�304) ×èñëîâûå ðÿäû ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè

3.2. ×èñëîâûå ðÿäû

3.2.1. Ñõîäÿùèåñÿ è ðàñõîäÿùèåñÿ ÷èñëîâûå ðÿäû

×èñëîâîé ðÿä è åãî îñíîâíûå ýëåìåíòû. Îáùèé ÷ëåí, ÷àñòè÷íàÿ ñóììà, îñòà-
òîê.

Ñõîäèìîñòü è ñâîéñòâà ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ. Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ñ ÷èñ-
ëîâûìè ðÿäàìè.

3.2.2. Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå ñóììû ðÿäà
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3.2. ×èñëîâûå ðÿäû 3.2.7. Ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè çíàêîïåðåìåííûõ ðÿäîâ

Ìåòîäèêà âû÷èñëåíèÿ ñóììû ðÿäîâ òèïà
∑+∞

k=0 x
k,
∑+∞

k=1 kx
k,
∑+∞

k=1
1

k(k+1) .

3.2.3. Êðèòåðèé Êîøè

Óñëîâèå Êîøè. Êðèòåðèé Êîøè.
Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà.
Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ êðèòåðèÿ Êîøè äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè è ðàñ-

õîäèìîñòè.

3.2.4. Ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè

Ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè.
Îáùèé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ. Îáùèé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ â ïðåäåëüíîé ôîðìå.
Èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê. Ñõîäèìîñòü ðÿäà

∑+∞
k=1

1
kp ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíè-

ÿõ p.
Ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ ñ îáîáùåííûì ãàðìîíè÷åñêèì ðÿäîì. Ñõîäèìîñòü ðÿäà∑+∞
k=0 q

k ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ q.
Ïðèçíàêè Äàëàìáåðà è Êîøè.
×èòàòü:
[Êóäðÿâöåâ, òîì 1] Ãëàâà 4, �35.1-35.4, ñòð. 477-495.
[ÈÑÑ2] Ãëàâà 1, �1-2, ñòð. 7-28.

Ëåêöèÿ MA3�5 (2017-xx-xx�305) Ðÿäû ñ ÷ëåíàìè ïðîèçâîëüíîãî çíàêà

3.2.5. Çíàêî÷åðåäóþùèåñÿ ðÿäû

Çíàêî÷åðåäóþùèåñÿ ðÿäû, ïðèçíàê ñõîäèìîñòè Ëåéáíèöà. Ñõîäèìîñòü ðÿäà∑+∞
k=1

(−1)k
kα .

3.2.6. Çíàêîïåðåìåííûå ðÿäû

Àáñîëþòíî è óñëîâíî ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû.
Ïåðåñòàíîâêà ÷ëåíîâ àáñîëþòíî è óñëîâíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ. Òåîðåìû Ðè-

ìàíà.

3.2.7. Ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè çíàêîïåðåìåííûõ ðÿäîâ

Ïðèçíàêè Äèðèõëå è Àáåëÿ.
Ñõîäèìîñòü ðÿäà

∑+∞
k=1

sin kx
kp ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ k è p.

×èòàòü:
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3.3. Ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû. 3.3.3. Ñâîéñòâà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ

[Êóäðÿâöåâ, òîì 1] Ãëàâà 4, �35.5-35.7, ñòð. 496-513 (äîêàçàòåëüñòâà îïóñêà-
åì).

[ÈÑÑ2] Ãëàâà 1, �3-5, ñòð. 28-43.

Ëåêöèÿ MA3�6 (2017-xx-xx�306) Ôóíêöèîíàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðÿäû

3.3. Ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû.

3.3.1. Ïîíÿòèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè è ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà

Ïîíÿòèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.
Îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.
Ïðèìåðû èññëåäîâàíèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:
1) fn(x) = xn, x ∈ [0; 1].
2) fn(x) = xn, x ∈ (0; 1).
3) fn(x) = xn, x ∈

[
0; 12
]
.

4) fn(x) = nxn (1− x), x ∈ [0; 1].
Ïðèìåðû èññëåäîâàíèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäîâ:
1) S (x) =

∑+∞
k=1 x

k, x ∈ [0; 1).

2) S (x) =
∑+∞

k=1
xk

k , x ∈ [0; 1).

3) S (x) =
∑+∞

k=0
xk

k! , x ∈ [0, b], b > 0.

3.3.2. Ïðèçíàêè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿ-
äîâ

Êðèòåðèé Êîøè.
Ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà.
Ïðèçíàê Àáåëÿ-Äèðèõëå.
×èòàòü:
[Êóäðÿâöåâ, òîì 1] Ãëàâà 4, �36.1-36.3, ñòð. 514-535, �37.6, ñòð. 560-562.
[ÈÑÑ2] Ãëàâà 2, �1-2, ñòð. 67-83.

Ëåêöèÿ MA3�7 (2017-xx-xx�307) Ñâîéñòâà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ôóíêöèî-
íàëüíûõ ðÿäîâ
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3.3. Ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû. 3.3.5. Ðÿäû Òåéëîðà

3.3.3. Ñâîéñòâà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ

Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä, äèôôåðåíöèðîâàíèå è èíòåãðèðîâàíèå ïî ïàðàìåòðó.
Òåîðåìû î êîððåêòíîñòè ýòèõ îïåðàöèé.

Âû÷èñëåíèå ñóììû ðÿäà ìåòîäîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðó.
×èòàòü:
[Êóäðÿâöåâ, òîì 1] Ãëàâà 4, �36.1-36.3, ñòð. 514-535, �37.6, ñòð. 560-562.
[ÈÑÑ2] Ãëàâà 2, �3-4, ñòð. 83-97.

Ëåêöèÿ MA3�8 (2017-xx-xx�308) Ñòåïåííûå ðÿäû

3.3.4. Ñòåïåííûå ðÿäû.

Ïîíÿòèå ñòåïåííîãî ðÿäà. Îáëàñòü ñõîäèìîñòè. Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè.
Ïî÷ëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ñòåïåííîãî ðÿäà.
Âû÷èñëåíèå ñóììû ñòåïåííîãî ðÿäà ìåòîäîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è èíòå-

ãðèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðó.
×èòàòü:
[Êóäðÿâöåâ, òîì 1] Ãëàâà 4, �37.1, ñòð. 536-542.
[ÈÑÑ2] Ãëàâà 2, �6-7, ñòð. 102-116.

Ëåêöèÿ MA3�9 (2017-xx-xx�309) Ðÿäû Òåéëîðà

3.3.5. Ðÿäû Òåéëîðà

Ðÿä Òåéëîðà. Îáëàñòü ñõîäèìîñòè, ðàäèóñ ñõîäèìîñòè è ôîðìóëà äëÿ åãî
âû÷èñëåíèÿ.

Ñòåïåííûå ðÿäû, ïîðîæäåííûå ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé.
Ðÿäû Òåéëîðà äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé, ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè.
Ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ è îáðàòíûõ òðèãîíîìåòðè-

÷åñêèõ ôóíêöèé.
Ïðèáëèæåííûå âû÷èñëåíèÿ ñ ïîìîùüþ ñòåïåííûõ ðÿäîâ.
×èòàòü:
[Êóäðÿâöåâ, òîì 1] Ãëàâà 4, �37.4, ñòð. 547-560.
[ÈÑÑ2] Ãëàâà 2, �7, ñòð. 102-116.
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3.4. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû 3.4.3. Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè

Ëåêöèÿ MA3�10 (2017-xx-xx�310) Ñõîäèìîñòü â ñðåäíåì

3.3.6. Ñõîäèìîñòü â ñðåäíåì

Ñõîäèìîñòü â ñðåäíåì. Òåîðåìà Àðöåëà.
[ÈÑÑ2] Ãëàâà 2, �4, ñòð. 94-97.

Ëåêöèÿ MA3�11 (2017-xx-xx�311) Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû

3.4. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû

3.4.1. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé

Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë - îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ïëîùàäè äëÿ îïðåäåëåííûõ
êëàññîâ íåîãðàíè÷åííûõ ïëîñêèõ îáëàñòåé.

Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû ñ áåñêîíå÷íûìè ïðåäåëàìè èíòåãðèðîâàíèÿ (I ðî-
äà).

Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû îò íåîãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé (II ðîäà).
Ïîíÿòèå ñõîäèìîñòè. Ñõîäÿùèåñÿ è ðàñõîäÿùèåñÿ íåñîáñòâåííûå èíòåãðà-

ëû.

3.4.2. Ýòàëîííûå èíòåãðàëû

Ñõîäèìîñòü è ðàñõîäèìîñòü
∫ +∞
1

dx
xp ,
∫ 1
0
dx
xp ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ p.

Ñõîäèìîñòü è ðàñõîäèìîñòü
∫ +∞
a

dx
xp lnq x ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ p è q.

Ñõîäèìîñòü è ðàñõîäèìîñòü
∫ +∞
a e−pxdx ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ p.

3.4.3. Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè

Ïîíÿòèå ýòàëîííîãî èíòåãðàëà.
Ïðèçíàêè ñðàâíåíèÿ äëÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ îò íåîòðèöàòåëüíûõ

ôóíêöèé.
Ïðåäåëüíûé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ (ñðàâíåíèå ñ

∫ +∞
1

dx
xp èëè ñ

∫ 1
0
dx
xp ).

Ïðèìåðû ñõîäÿùèõñÿ è ðàñõîäÿùèõñÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ.
×èòàòü:
[ÇÓÌÀ] ×àñòü 2, Ãëàâà II, �1, ñòð. 236-246.
[Êóäðÿâöåâ, òîì 1] Ãëàâà 3, �33.1-333., ñòð. 442-456, �34.1-34.3, ñòð. 459-469.
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3.5. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà 3.5.1. Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë, çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðà

[ÈÑÑ1] Ãëàâà 9, �Ä1-Ä3, ñòð. 370-391.
[ÈÑÑ2] Ãëàâà 7, �3, ñòð. 259-267.

Ëåêöèÿ MA3�12 (2017-xx-xx�312) Ñâîéñòâà íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ

3.4.4. Ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ

Çàìåíà ïåðåìåííîé â íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëàõ.
Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì.
Ñõîäèìîñòü è ðàñõîäèìîñòü

∫ +∞
a e−px sin qx dx ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ p,

q.
Ñõîäèìîñòü è ðàñõîäèìîñòü

∫ +∞
a t−p sin(q ln t) dt ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ

p è q.

3.4.5. Àáñîëþòíàÿ è óñëîâíàÿ ñõîäèìîñòü

Àáñîëþòíî ñõîäÿùèåñÿ íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû.
Óñëîâíî ñõîäÿùèåñÿ íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû.
Óñëîâèå Êîøè. Êðèòåðèé Êîøè.

3.4.6. Ïðèçíàêè óñëîâíîé ñõîäèìîñòè

Ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè è óñëîâíîé ñõîäèìîñòè.
Ïðèçíàê Äèðèõëå-Àáåëÿ.
×èòàòü:
[ÇÓÌÀ] ×àñòü 2, Ãëàâà II, �1, ñòð. 236-246.
[Êóäðÿâöåâ, òîì 1] Ãëàâà 3, �33.4., ñòð. 457-459, �34.4, ñòð. 469-476 (äîêàçà-

òåëüñòâà îïóñêàåì).
[ÈÑÑ1] Ãëàâà 9, �Ä1-Ä3, ñòð. 370-391.
[ÈÑÑ2] Ãëàâà 7, �3, ñòð. 259-267.

3.4.7. Êðàòíûå íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû

Ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè.

Ëåêöèÿ MA3�13 (2017-xx-xx�313) Èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà

3.5. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà
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3.6. Ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèåñÿ íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû 3.6.3. Ñâîéñòâà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ íåñîáñòâåííûõ

èíòåãðàëîâ

3.5.1. Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë, çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðà

Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë, çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðà.
Äèôôåðåíöèðîâàíèå è èíòåãðèðîâàíèå ïî ïàðàìåòðó.
Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ òèïà

∫ 1
0 x

p (lnx)q dx ïðè p > 0 è q > 0.
×èòàòü:
[ÇÓÌÀ] ×àñòü 2, Ãëàâà II, �1, ñòð. 236-246.
[Êóäðÿâöåâ, òîì 2] Ãëàâà 6, �53.1-53.2., ñòð. 215-220.
[ÈÑÑ2] Ãëàâà 7, �2, ñòð. 256-259.

3.5.2. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà

Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà. Îáëàñòü ñõîäèìîñòè.
×èòàòü:
[ÇÓÌÀ] ×àñòü 2, Ãëàâà II, �1, ñòð. 236-246.
[Êóäðÿâöåâ, òîì 2] Ãëàâà 6, �54.1-54.2 ñòð. 220-230.
[ÈÑÑ2] Ãëàâà 7, �3, ñòð. 259-267.

Ëåêöèÿ MA3�14 (2017-xx-xx�314) Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííûõ
èíòåãðàëîâ

3.6. Ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèåñÿ íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû

3.6.1. Ïîíÿòèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè

Ïîíÿòèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè. Îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.
Ïðèìåðû ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ èíòåãðàëîâ.

3.6.2. Ïðèçíàêè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè

Ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà.
Ïðèçíàê Àáåëÿ-Äèðèõëå.
Êðèòåðèé Êîøè.
×èòàòü:
[Êóäðÿâöåâ, òîì 2] Ãëàâà 6, �54.1-54.2 ñòð. 220-230.
[ÈÑÑ2] Ãëàâà 7, �3, ñòð. 259-267.
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3.7. Ðÿäû è èíòåãðàëû Ôóðüå 3.7.1. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû Ôóðüå

Ëåêöèÿ MA3�15 (2017-xx-xx�315) Äèôôåðåíöèðîâàíèå è èíòåãðèðîâàíèå ïî
ïàðàìåòðó

3.6.3. Ñâîéñòâà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðà-
ëîâ

Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä, äèôôåðåíöèðîâàíèå è èíòåãðèðîâàíèå ïî ïàðàìåòðó.
Òåîðåìû î êîððåêòíîñòè ýòèõ îïåðàöèé.
Âû÷èñëåíèå íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ ìåòîäîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïà-

ðàìåòðó.
×èòàòü:
[Êóäðÿâöåâ, òîì 2] Ãëàâà 6, �54.1-54.2 ñòð. 220-230.

3.6.4. Ñâîéñòâà èíòåãðàëîâ, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà

Ïðèìåíåíèå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðó
äëÿ âû÷èñëåíèÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ òèïà∫ 1
0 x

p (lnx)q dx ïðè p > −1 è q > −1.
×èòàòü:
[ÇÓÌÀ] ×àñòü 2, Ãëàâà II, �1, ñòð. 236-246.
[Êóäðÿâöåâ, òîì 2] Ãëàâà 6, �54.3 ñòð. 230-235.
[ÈÑÑ2] Ãëàâà 7, �4, ñòð. 267-271.

3.6.5. Ïðèëîæåíèÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ

Âû÷èñëåíèå ìîìåíòîâ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíè-
åì ìåòîäîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðó. Âû÷èñëåíèå ñðåäíèõ çíà÷åíèé
íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé îò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ íîðìàëüíûì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì.

×èòàòü:
[Êóäðÿâöåâ, òîì 2] Ãëàâà 6, �54.3 ñòð. 235-240.

Ëåêöèÿ MA3�16 (2017-xx-xx�316) Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû Ôóðüå

3.7. Ðÿäû è èíòåãðàëû Ôóðüå

3.7.1. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû Ôóðüå
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3.7. Ðÿäû è èíòåãðàëû Ôóðüå 3.7.4. Èíòåãðàë Ôóðüå è åãî ñâîéñòâà

Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé è åå ñâîéñòâà. Îðòîãîíàëüíîñòü. Êó-
ñî÷íî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè. Ïîíÿòèå ðÿäà Ôóðüå. Ñâîéñòâà ðÿäîâ Ôóðüå. Ðàç-
ëîæåíèå ôóíêöèé â ðÿä Ôóðüå. Ðÿä Ôóðüå â êîìïëåêñíîé ôîðìå. Òåîðåìà î
ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå.

Ëåêöèÿ MA3�17 (2017-xx-xx�317) Ðÿäû Ôóðüå ïî îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå
ôóíêöèé

3.7.2. Îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû ôóíêöèé

Îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû ôóíêöèé. Ïîëíîòà è çàìêíóòîñòü. Íåðàâåíñòâî
Áåññåëÿ. Çàìêíóòûå è ïîëíûå ñèñòåìû. Ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ.

3.7.3. Ðàçëîæåíèå ôóíêöèè â ðÿä Ôóðüå

×èòàòü:
[Êóäðÿâöåâ, òîì 2] Ãëàâà 7, �55.1, ñòð. 244-247, �55.9, ñòð. 276-278.
[ÈÑÑ2] Ãëàâà 8, �1, ñòð. 287-298.

Ëåêöèÿ MA3�18 (2017-xx-xx�318) Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêîãî ðÿäà Ôóðüå

Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå. Ïî÷ëåííîå äèô-
ôåðåíöèðîâàíèå è èíòåãðèðîâàíèå ðÿäà Ôóðüå.

Òåîðåìû Âåéåðøòðàññà îá àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè
è àëãåáðàè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè. Çàìêíóòîñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû.

[ÈÑÑ2] Ãëàâà 8, �4-5, ñòð. 304-332.
Êðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû Ôóðüå.
[ÈÑÑ2] Ãëàâà 8, �6, ñòð. 332-338.

Ëåêöèÿ MA3�19 (2017-xx-xx�319) Èíòåãðàë Ôóðüå

3.7.4. Èíòåãðàë Ôóðüå è åãî ñâîéñòâà

Ïîíÿòèå îá èíòåãðàëå Ôóðüå. Ñâîéñòâà èíòåãðàëà Ôóðüå. Ïîòî÷å÷íàÿ ñõî-
äèìîñòü.
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3.7. Ðÿäû è èíòåãðàëû Ôóðüå 3.7.6. Îáîáùåííûå ôóíêöèè

Ëåêöèÿ MA3�20 (2017-xx-xx�320) Ïðèìåíåíèå èíòåãðàëà Ôóðüå

3.7.5. Èíòåãðàë Ôóðüå â êîìïëåêñíîé ôîðìå

Ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Èíòåãðàë Ôóðüå â êîìïëåêñíîé
ôîðìå.

×èòàòü:
[Êóäðÿâöåâ, òîì 2] Ãëàâà 7, �56.1-56.4, ñòð. 278-290.
[ÈÑÑ2] Ãëàâà 8, �3, ñòð. 338-352.

Ëåêöèÿ MA3�21 (2017-xx-xx�321) Îáîáùåííûå ôóíêöèè

3.7.6. Îáîáùåííûå ôóíêöèè

Îáîáùåííûå ôóíêöèè.
×èòàòü:
Âëàäèìèðîâ Â.Ñ. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, 1981, ãëàâà 2.
Ãåëüôàíä È. Ì., Øèëîâ Ã. Å. Îáîáùåííûå ôóíêöèè è äåéñòâèÿ íàä íèìè.

Îáîáùåííûå ôóíêöèè, âûïóñê 1 � Ì.: Ãîñ. èçä-âî ôèçèêî-ìàò. ëèò-ðû. � 1959
ã. � 470 ñ.

Ãåëüôàíä È.Ì., Øèëîâ Ã.Å. Ïðîñòðàíñòâà îñíîâíûõ è îáîáùåííûõ ôóíê-
öèé. Îáîáùåííûå ôóíêöèè, âûïóñê 2 � Ì.: Ãîñ. èçä-âî ôèçèêî-ìàò. ëèò-ðû. �
1958 ã. � 310 ñ.
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