Temaruueckas JeKUHUS 2

MMPOCTPAHCTBA COBOJIEBA W'7(Q), W, P (Q) U
W—I,P'(Q)

B a3Toii siekuuK Mbl BBeleM TOHsATHE caaboi MPOU3BOAHOH M paccMoT-

pum npoctpanctsa C. JI. Co6onesa W!P(Q), Wol‘p(Q), W‘l’p/(Q) M HX
YaCTHBIH, HO BaXKHBIH caydad mpu p = 2.

§ 1. Cnab6as npousBogHas

p v
1c()) Hasvieaemcs caabotl

(Q) u nuwen

Onpenenenue 1. @ynxuyus v(z) € L
npoussodnoti 05 ¢ynkyuu u(x) € LY

v(x) = 0%u(x),

ecau 05 scakoli pynkyuu p(x) € C3°(QY) umeem mecmo pasercmso

(—I)MJu(x)@a(p(x) dr = Jv(x)gp(x) dx. (L.1)
9) 9)
31ech MBI HCIIO/IB3YeM CJeAYIOLHe 0603HaYeHHSI:

TN’

N
o O 92N, a=(ay,..,ay) €LY, |af= Zai.
i=1

CnpaBeninBa cjefyomias JeMma:
Jlemma 1. Caabas wacmnas npoussodnas nopadka « QywKkuuu u, ecau
cywecmsyem, onpedessemcs eOUHCMBEHHbIM 00pa30M ¢ MOUHOCMbIO 00
MHONHCECMBA Mepbl HYAb.

JlokazaTeabCcTBO.

[yets vy, v € L} (2) Takue, uTo

Ju@“godx = (=1)l Jvlgodx = (=1)l ngcpd:v
)
a5 Beex ¢ € C5°(€2). Torna

J'(vl —vg) p(z)dr =0
o)
ns Beex ¢ € C5°(Q), otkyna vy — ve = 0 noutu Bciogy.



2 Temaruueckas sekuus 2. [Ipocrpancrsa CoboseBa

Teopema nokasaHa.
NNPUMEP 1. Iyers 2 =(0,2)

Onpenenum

AY AY
2 2
u(x) v(z)
1 |
0 1 2z 0 1 2T

Puc. 1. Cnabas npoussonHas v(z) pyHkuuu u(z).

!
[ToxkaxkeM, uto u = v B cjabom cmeicae. UToObl yOEeIUTHCS B 3TOM,
BEIGepeM mpousBosbHO ¢ € C3°(€2). Hano nokasats, 4to

2 2
Jugpﬂx——ngodm.
0 0
JIerKo BBHIYHC/HTD, UTO
2 1 2
Jugol dx = J':mp/ dm—f—Jgp/ dx = —Jcpd:r—i—cp(l) —p(1) = —Jvcpd:r.
0 0
2).

[MPUMEP 2. Ilyers Q = (0,

(z) = x, 0<z<l,
“WENe 1<z <e

’
Mgl noxakeM, 4TO IPOM3BOJHAS U HE CYLIECTBYyeT B ClabOM CMBbICJE.
JI1st 9TOro HaJ0 MOKa3ath, 4To He cyuiecTByeT GyHKuun v € L}, (Q) Takoi,
4To

2 2
Jutp/dx:fjwpdx (1.2)
0 0

nis Beex ¢ € C5o(9).



1. Crabas npoussoonas 3

AV u(x) AY
2 2
1 L@
o/ 1 2z 0 1 2z

Puc. 2. Otcyrerre cna6oit npousBonHod v(x) dyHKUHK u(z).

[Ipennosnoxum npotuBHoe. [lycth (1.2) BBIMOJHSETCS O/ HEKOTOPOH
(¢yHKIMHM v U BcexX (pyHKUHMH . Torna

2 2 1 2 1
—ngodx = Juga, dx = ngpl dm—l—QJcp/ dx = —Jg@dm—(p(l). (1.3)
0 0 0 1 0

BeiGepeM M0C/I€0BATENBHOCTD {(Qp, }5O_ | TIAAKUX (YHKLHH TaKHX, 4TO
0<pm <1, on()=1, ¢n—0 misaBeex z# 1.

3ameHUB ¢ Ha @, B (1.3) ¥ mosmaras m — +o0o, MOJydaeM MNpeaesbHOe
paBeHCTBO )

2 1
l= lim ¢n(l)= lim Jv@mdx—medx =0,
0

m— 00 m— 00

0

KOTOPOE POTHBOPEUHBO.
Tenepb npuBenem Ge3 10Ka3aTe/bCTBa CEAYIOLIHE [IBE JEeMMbl O CBOMH-

CTBax C/1aGbiX MPOM3BOJHBIX. )

Jemma 2. Ilyemo pynxyuu u(zx),v(x) € L}, () umerom caaboie npous-

8o0nble du(z),dv(z) € LY () u epanuya 0Q obracmu Q docmamouro

enadkas, mozda cnpasedausa credyowas gopmyra ) :

O(uv) = udv + vou, (1.4)

') B cuny teopemu JleGera.

?) Jloka3aTesbCTBO 3THX YTBEDIKIEHHil MOXKHO HaHTH BO BTODOM TOMe Kypca
«JInHeHHBIH U HeJqMHEHHbIH (yHKUMOHaMbHBIN aHannz» M. O. Kopnycosa u A. A.
[TanuHa.

%) CumBosoM O MBI 0603HAYMIM KAKYI0 JMHGO caabylo YacTHYIO MPOU3BOAHYIO
TNIepBOro Mopsiika.
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nowumaemas 8 carabom cmoicie, m.e. 04s awbot Gyrkuuu @(x) €
e C5o () -

J'a(u(:z)v(a:))gp(x) dx = Ju(aj)av(aj)w(x) dx + J'v(:z)ﬁu(x)(p(x) dx.
) ) )

Jlemma 3. [lycmo ynxyus f(t) € CH (RY) u f'(t) € L® (R u pynryus
u(z) € LY (Q) u umeem caabyro npoussoonywo du(x) € LY (). Toeda
cnpasedausa caedyroulas Gopmyra cAaboti npoussoo0HoL CAOHCHOL DYHK-

yuu: )
Of (u)(x) = f (u)Ou(z). (1.5)

[MPUMEP 3. Paccmorpum ¢yurunio f(u) = u™(z) npu n € N.
3ametumM, uto mpousBonHas (yHkuuu f(t) = t" mpu t € R! apasercs,
OUYEBHIHO, HEOTPAHHYEHHOH U MOITOMY MPUMEHUTD JIEMMY 3 Hesb3si. TeM He
MeHee, MPUMEHSIS TIOCJIe/I0BATEIbHO JIEMMY 2, Mbl B Pe3yJbTare MOJyUYUM,
4TO UMEET MECTO PABEHCTBO

ou™(z) = nu™ ! (2)0u(z)

B cJjiaboOM CMEICJIE.

§ 2. Mpocrpanctea H'(D) u H(D)

B sTom maparpace Mbl pacCMOTPHM CJeIyIOIlHe BellleCTBEHHBIE IMpO-
crpanctBa C. JI. Cobonena:

Hy(D) " WD), H'(D) " WD),
(D) "< w12(D) = (Wy*(D))",

Hanomuum onpeneneHue caaboil 4acTHOW MPOU3BOAHOH (DYHKLHH.
Onpenenenue 2. Caaboti wacmnot npoussodnoti gynkyuu u(x) €
1 ) 1

€ L,,.(D) no nepemennotl x; Hasweieaemcs ¢pynkyus vi(x) € L, (D),

ecau drs moboii npobrot gyuxuuu p(x) € CD (D) N Co(D) soinoanero
pasencmao

J [vz(x)go(x) + u(x) ag;:f) dz =0 2.1

OTtMeTuM, 4TO paBeHCTBO (2.1) ecThb ciencTBHe (POPMYJIBI HHTETPUPOBA-
HHUSI 110 YaCTsIM.

Janum onpenenenue npoctpanctsa CoGonesa H'! (D).

Onpenenenue 3. Dyuxyus u(z) € H' (D), ecau u(z) € L*(D),

a ee crabole wacmuole npousgodnsie v;(x) € L*(D) npu ecex i = 1, N,
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Aputem amo npocmparcmeo 6aHaxX080 OMHOCUMENbHO HOPMbL ')
1/2

N
Jull = j w(@)? + 3 [oi@)?| do

P i=1

Jlapum onpenesnenue npoctpanctsa Cobonesa HY (D).
Onpenenenue 4. [lonornenue B8eKMOPHO2O NPOCMPAHCMEA
C&(D) no nopme 6anaxosoco npocmpancmeéa H'(D) nasvisaemcs
6anaxosvim npocmparcmeom H} (D).
3aMeuanue 1. OTMeTHM, 4TO HOPMOH Ha BEKTOPHOM MPOCTPAHCTBE
Ce°(D) siBnsieTcst TaKxKe BeMYKMHA
IDulle, D = (0ryy-r Oy ),

» YN

rae Oy, — 3TO COOTBETCTBYIOLIHE CJla0ble YacTHbIE MPOM3BOAHLIE MO Mepe-
MeHHOH x1. M ecin pacemorperb nononnenne CG° Mbl noayuum 6aHaxoBoO
npoctpancteo D'2(D) oTHocuTenbHO yKasaHHOH HopMbl. OKasbiBaeTcst
Kak Obio foKasaHo B 10-ii Jlekunn—-CemuHape 2) B CHJIY HepaBeHCTBA
Ddpunpuxca

llulls < ca1]|Dulle  mast Becex  u(zx) € H&(D)

5TO MPOCTPAHCTBO COBMajaeT ¢ GaHaxoBuM mpoctpancTeom HY (D).
Jlanee Mbl MU3yduMm cBoiicTBa npoctpanctea H~!(D) conpsikeHHOro k
6anaxosoMy npoctpanctsy HJ (D). Beenem cienyiouue 0603HaueHUs:

() :H (D)@ Hy(D) — R
— 3T0 cKoOKM ABoiicTBenHOCTH Mexay H{ (D) u
H (D) < (Hy (D))
() (HY(D))* @ HY(D) — R
— 3T0 cKOOKH aBoiicTBeHHOCTH Mexkny H'(D) u (H'(D))*. Benuuuna
((~)): D' (D)@ D(D) - R!

— 3TO CKOGKH IBOHCTBEHHOCTH MEXKIY MPOCTPAHCTBOM OCHOBHBIX (PYHKIHH
!
D(D) u npocrpanctBoM 06061eHHbIX QyHKIHHA D (D).

1) 310 cornacyercs ¢ onpeseseHneM c1aGoi IPOU3BOAHOMH, MOCKOJBLKY LQ(D) C
2
C Lloc(D)'
%) JluHeiiHbIil H HeJMHEHHBIH (YHKUMOHAIbHDIH aHanus. Tom 11 M. O. Kopny-
coBa U A. A. [1anuna
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PaccmotpuM ¢opmanbHbI BUA 3J/HNTHYECKOrO oneparopa L, ompene-
JIEHHOTO crefyomieid hopMyJsoi:

N,N

N
Lu(r) €30 a% (aij(x)%“—g) +)bila) agif) +e(z)ulz). (2.2)

ij=1,1

Ilycts ai;(x), bi(x), c(z) € L*°(D). Ilpuuem yacTHbIe NPOU3BOLHbIE

0

Oz

aii (‘“j(x) 85;&?)

noHuMaetcst B ciabom cmbicae (tounee ns L?(D) C L}, .(D)). Torna npu
u(z) € H} (D) nmeem

npu j=1,N

B CJjlaraeMom

aij (x)% € L*(D). (2.3)

Lj

Tenepb BBefeM (GyHKLHOHA, opoxkaaeMbiii hynkuued f(z) € L?(D), 060-
3HauaeMbIH TaKXe KaK M YaCTHast POM3BOAHAS

of 1)
81‘7; ’
npuueM 3TO He csabasi NpOU3BOAHAS, a IPOU3BOJHAS PeryJaspHOH 000011IeH-

HO# hyHKIMH, opoxkaenHol pyukuueit f(z) € L2(D) C D'(D), crannapt-
HOH (popmynoi

A S VA
D

(2.4)

U, B YaCTHOCTH,

o
83:1-
— 970 csabasi npousBonHas pyHkuuu @(z) € H} (D).

Jlemma 4. @yukuyuornar (2.4) a645emcs AUHEUHOIM U HENPepbLBHbIM 8
CUNbHOU MONOAOCUL NPOCMPAHCMEA H& (D). Hnaue cosops,

€ L*(D)

of _
D € H (D). (2.5)

I[OKa3aT€JIbCTBO.

') Henopasymenuii 310 He OMXKHO BEI3BATH, OTOMY UTO B KaXKIOM KOHKPETHOM
clydae MOHATHO Kakas NPOM3BOJAHAS MMeeTcs B BHAY cJjabas WM 0000lIeHHas B
cMbicsie 0000LeHHbIX (QyHKLHH.
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JleficTBUTeIbHO, /151 0G0 Moc/enoBaTeabHocTH {¢,} C HY (D) Ta-
KOH, UTO |
©m — ¢ cuabHo B Hy (D)

HMeeM, B HaCTHOCTH,

|1Dm — Do|lo — +0 mpu  m — +oo.

CrienoBaTeJibHO,
of
'<<ax»@m —w>>] < J D¢ — Dyl |f(x)] dz <
' D
2 2
< J|D¢m—D¢‘2 dz J|f(a’;)‘2dl‘ — +0 npu m — +oc.
D D

Crasio 6bITb, 10 hopMyJie

a eJ: a a
(e) 4 (are)) =] o
D

ornpeneJsieH JIMHEHHbIH U HENpephiBHBINA (DyHKIIMOHAJ

Han npoctpaHctBoM  HY (D) = %f € (Hé(D))* = H~'(D).

f
83%
JleMMma nokasaHa.
CnpaBen/iMBO crefyioliee Ba>KHOe YTBEPKIEHUE!
Jlemma 5. Beaxutl @ynxyuonar nad 6aHaX08biM NPOCMPAHCMEOM
HY(D) nopowdaemcs ¢pynryusmu fij(z) € L*(D) npu j=0,N no ¢op-
myare

N
o LS (50 o+ [ wpwran 26)
J=lp ! D

npuuem 04 HEKOMOpPO2o OOHO3HAUHO onpedeseHnozo aiemenma g(x) €
€ H'(D) umeem mecmo pasencmso 6 crabom cmoicae

fi(a) = 5 fofo) = sta).

Jloka3aTenbCTBO.
[lae 1. JleiicTBuTenbHO, poctpacTso H'! (D) siBnsieTcs TH/Ib6epTOBBIM
OTHOCHTEJIHO CKAJISIPHOTO NPOW3BeNeHUs
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ans Beex ¢(x),g(x) € HY(D). C npyro#l cTOpOHBI, ISl BCAKOTO 3JeMeH-
*

ra f*(x) € (H'(D))" cornacho Teopeme Pucca-@peie Hajizercst Takoii

efuHCTBeHHBIH anement g(z) € H!(D), uTo nMeeT MeCTO PaBEeHCTBO

(728 = @) et = Y- | £@F b+ [ gtaela)
D

rue

[lae 2. HaxoHen, n/isi BCAKOH mocnenoBaresbHOCTH {@m,} C H'(D)
TaKoH, 4TO

om(z) — p(z) cumpro B H'(D) npu m — +oo

nMeeM
l@m — ¢lls — +0,  |[Dpm — Dglls — +0 mpu m — +00
[TosTomy
a@(x> &Pm(x)
j - <
D
9 1/2 1/2
Op(z) _ dpm(z) )
< - .
D
[ st@ign(o) - oo ds| <
D
2 2

< | lem(@) = o(@) de lg(@)]* dz | — +0
| |

npu m — +oo. CrenoBatenbHo, dopmynoit (2.6) 3amaercs JuHeHHBIH H
HernpepbiBHbIE (yHKIMOHa Haj npocTpaHcTsoM H'! (D).

JleMma nokasaHa.

Cnencteue 1. [aa ecaxoeo aremenma f* € H-'(D) naididemcs
makotl eduncmeennviti aremenm g(x) € HY (D), umo umeem mecmo séroe
npedcmasieHue

) ZJ Zedn, fi(o) =5, o) € YD) @)
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oan scex p(z) € HY(D).

JlanuMm  SKBHMBaJIeHTHOe  OmpeleseHHe  0aHaxoBa  MPOCTPAHCTBA
(H'(D))*".

Onpenenenue 5. Muooecmeo 8cex AUHEUHbLX U HeNpepbLeHbLX
pynryuonaros nad bamaxoseim npocmpancmeom H'(D) obosnauum
cumeorom (H'(D))*, npuuem amo npocmparcmeo siersemcs 6aHAX08bLM
OMHOCUMENLHO HOPMbL

* = su 3 *xaw(x)dx x)o(x) dx
17y = s ;ifmaxj +if0( () da

ede
@) =90 i) =gte). glo) € HUD) =ON

— amo ynkyuu nopoxcoaroujue QYHKYUOHAA.
CrpaBenJinBa cjefyoLias JeMma:
Jlemma 6. Hmeem mecmo caedyroujue pagercmsa:

1/2
1= swp((Fenl = (lglB +1Dgl3) . g(x) € H'(D)
(leliZ+IDel2) =1
(2.8)
Oas awboeo f*(x) € (HY(D))* u das scex p(x) € H(D);

1f* = sup [(f*.¢)| =Dglla, g(z) € Hy(D) (2.9)

[ Dell2=1

das arbozo f*(x) € H-'(D) u das scex o(x) € HY(D).
Jloka3aTenbCTBO.
Hokaxkem, Hampumep, paBeHCTBO (2.8). [lelCTBUTEJ]BHO, BO—MEPBbIX,
MMeeT MeCTO CJlefyiolllee HePaBEHCTRO:

N
1]+ < sup leajglbl\@jwllfrHgHzH@Hz. (2.10)
(lelZ+IDel2) =1 | =1

3aMeTHM, 4TO MMeeT MeCTO CJlefylollee HePaBeHCTBO:
2
N N N
1/2,1/2 | 1/2;1/2 ‘ A
E a;’ b + ay' "y < E a; + ag E b; + bo
j=1 j=1 j=1

nas Beex a; > 0, b; > 0 npu j =0, N. [Tosromy Mbl u3 (2.10) MBI mosyuum
CJleyIolIee HePaBEHCTBO:

') CrannaprHas *-HopMa.
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. 1/2 1/2
1< sap o (IDgl3+lgl3) (1Dl + llell3) =
(lelB+IDel3)"*=1
1/2

= (IDgl3 +11913)

C npyro#l CTOpPOHBI, 3aMETHUM, YTO UMEET MECTO HEPABEHCTBO CHHU3Y

N

dg(x) Op(x)
e > d d
170> 3 [ B2 et [ gla)eta) de
Ji=1p D
nas seex (||| + ||D<p\|§)l/2 = 1. Bo3abMeM B 3TOM HEpPABEHCTBE
g(z
o) = ——22_
1Dgll3 + llgll3

W MOJYYUM OLIEeHKY CHH3Y

1£* e =/ IDgl13 + llgll3 -

PaBenctBo (2.8) mokasaso.
JleMmMa nokasaHa.
[TpomosmxumM paccmoTpeHue omeparopa L, ompeneseHHOro (opmyJioHn
(2.2). Ilpuuem B ciaraemom 5
U

8@
IIPOU3BOHAA NTOHUMAETCAd B csaboM CMBICJIE, O BOT IIpOU3BOHAA

0
axi ’

bz(.%)

NpUMeHEeHHasd K BbIpa>K€HHIO

ou |
ay() 2L, u(x) € HY(D).
Zj
NoHHMaeTcs yxe Kak QyHkunonan us H~!(D). Takum 06pasom, Mbl mpH-
XOZIUM K BBIBOLY O TOM, 4TO

0

a“(x)a—:cj : Hy(D) — L*(D), (2.11)
N,N 8 6
2;1 oz <%‘($)37j) : Hy(D) — H~'(D), (2.12)
bi() 0 : Hy(D) — L*(D), c(x)I : Hy(D) — L*(D). (2.13)

8xi ’
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TeI‘Iepb 3aMeTUuM, 4YTO UMET MeCTO IIJIOTHOE€ BJIO2KEHUE
HY(D) € 1}(D) = L*(D) = <L2(D)>* € (H)(D))" = H™\(D).

Takum o6pasom, Takoe o6061ieHue orneparopa L, popMasbHO 3aNHCAHHOTO
KaK U paHee, NEHCTBYET CJEAYIOLIUM 00Pa3oM:
N,N
0

N
£= 2 o, (a“(""”)%) +;bi(x)a% +c(x) - HY(D) — H™'(D).

ij=1,1
(2.14)
HakoHel, Mbl MOXKeM OIpelesNuTb TaK Ha3blBaeMOe CHJIBHOE pelleHHe cJle-
LyIollled OMHOPOAHON KpaeBo# 3amauu Jupuxie:

Lu(z)= f(x) mpu z €D, u(x)=0 na OD. (2.15)

Onpenenenue 6. Carabom peuleruem 00HOpOOHOU Kpaesoil 3ada-
uu Jupuxae (2.15) naswsaemes pynkyus u(x) € HY (D), ydosremsops-
oA pasencmasy

(Lu,p) =0 drs cex @(x) € HY(D), (2.16)

npuiem amo pageHcmeo IK8UBANLEHMHO pageHCcmasy

i L:ilvl ai;(x) agg) ag;fj) _

al du(z)
=Y _bi(@) 5 () — c@)u(x)p(n) | dv =0 (2.17)
‘ L
i=1
das ecex p(z) € H{(D).
Paccmorpennsie npoctpactsa H'(D), HJ(D) u coorsetcTByomne
COMpsi?KEHHble HUCMOMb3YIOTCS MPH PACCMOTPEHHH H HEJHHEHHbIX KpaeBbiX
3ajay C [VIaBHbIM JIHHEHHBIM OIEpaTOpPOM SJHITHYECKOrO THIIA BTOPOrO
nopsinka. OnHaKo, MPH PacCMOTPEHHH HeJHHEHHBIX B [IaBHOM AH(depeH-
LMaIbHBIX yPaBHEHHH MCOJb3yl0TCsl GaHaxoBbl mpocTpanctsa WP(D) u
WOI”’(D) npu p > 2. PaccMoTpeHnem 3THX MPOCTPAHCTB MbI 3aiimemcs B 4
naparpade. A ceffyac MBI M3Y4HM BONPOC O SIBHOM BHe oreparopa Pucca—
®pewe pas npocrpanctea Cotosnesa HJ (D).

§ 3. Oneparop Pucca—Ppeme gjs ruab0epToBOro
npocrpaucrsa H} (D)
1. lns nocTpoeHus siBHOro BUaa oneparopa Pucca—®pelne HaM HYXHO

paccMOTPEeTh BOIMPOC O CYIIECTBOBAHWU U €IMHCTBEHHOCTH CJ1aboro perie-
HUSl CJelyIolleld KpaeBOH 3aaud B KJIaCCUYECKOM CMbICJe MMEILled BUA:

—Au(z)=f*(x) mpu z €D, u(x)gp=0. (3.1)
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B csnaGom cMbic/ie 3afada CTaBUTCS TakK:

(=Au, @) = (f*, ¢(2)) ansa seex p(z) € Hy(D), f*(z) € H™'(D). (3.2)

OTa 3ajaua 3KBUBAJEHTHA CJeYIOLIeH:

B(u,p) = (f*,¢) anaseex o(x) € Hy(D), f*(x) € H'(D), (3.3)

rae GuauHeiiHast popma B(u, ) onpepeseHa paBeHCTBOM

Blu, ) = J y~ dule) ela) 4, (3.4)

Jnst 6unuHeHOH (POPMBI CrIpaBelJIMBbl OLEHKU
B(u, ¢) < [|Dul2||Dollz, - B(u,w) = [[Dul3. (3.5)

2. CornacHo siemMme Jlakca-Musbrpama CyiiecTByeT eIUHCTBEHHBIH ore-
patop A € L(H, H), A~' € L(H,H) ") takoii, uto

B(u, ) = (Au,p) nns Beex  u(x), p(z) € Hy(D), (3.6)

rae (+,-) ckanspxoe nponssenenue B HJ (D) Buna

def (9’01 8’02

U1,U2 = J
Ox;  Ox;
D’L 1 K3 1

dx.

Tlostomy 3TOT onepatop A — 3TO eIMHUUHBIH ONepaTop.
3. Kpome Toro, B cuiy Teopembl Pucca-@peute ans Besikoro f*(z) €
€ H-!(D) naiigercs takas ¢yukuus w(z) € H}(D), uto umeer MecTo

paBEHCTBO
(f* e(@)) = (w, ¢)- (3.7)

Mockonbky Im A = H} (D), 1o ans storo w(x) Haiigercs Takas (QyHKLHs
u(z) € HY(D), uro nas s1oil pyukunu u(x) u aas seex ¢(z) € HY(D)
BBITIOJIHEHA LIETIOYKA PABEHCTB

Au(z) = w(z) = B(u, ) = (Au, p) = (w,9) = (f*, ¢),

13 KOTOPOH caefyet, 4to u(z) ciaboe pelieHHe HCXOMHOH 3aiadn.
4. EQMHCTBEHHOCTb CJ1a60r0 PelleHHst CJeLyeT U3 CJIeyLHX coo0pa-
xkenuit. [TycTb caadbix pewenuit asa: ui(x), us(z) € HY (D), Torna nmeem

Blui, @) = (f*,9),  Blug,¢) = (", ¢) =
= B(u; —ug, ) = 0= B(u; —ug,u; —ug) =0=||D(u; —ug)|ls =0=
= H}(D) > uy — uy = constant = constant = 0 = u; = us.

1) Jlekuus 11. Tom 11 JIuHeHHbIH ¥ HeJIHHEHHBIH (hyHKUHOHANBHBEIH aHann3. M.
O. Kopnyco u A. A. ITaHuH.
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5. Takum o6pasom, nas Beskoro f*(z) € H~'(D) cyuwectByer enun-
cTBeHHoe caaboe pewenue u(z) € H (D) ypasrenns (3.2). Cnpasennusa
CJIelytolasi LLernoYKa PaBeHCTB:

(" ) = (-Au,0) =Y

i=1})

Jag(:v) Op() . _ )

€T; axi
6. Jokaxem, uto omepatop J = (—A)~!
JleficTBUTEBHO,

ABJACTCHA HU3OMETPHYECKHUM.

* def:
L[l =" sup [(=Au,p)| <

[[Della=1
< swp | DulallDolls = Dull = ull gy = 1£ 1,
[[Dpll2=1
* Uu *
10 > H—Au,0)] > \<—Aum>' — IDully = fulgy = W5 .

1F* b = 19 F* |y anst Beex  f*(x) € H™'(D).

Ortciona BeiTeKaeT, yTo onepatop Pucca—Ppele umeer cenywNH ABHBIH
BUL:
J= (=)' H7Y(D) = Hy(D), ulx) =1f"(x).

§ 4. Mpocrpancrea C. JI. CoGonesa W'P(D) u W, P(D)
npu p > 2

Janum onpenenende npoctpanctsa CoGonesa WP(D) npu p > 2.

Onpenenenue 7. Gyuxyus u(xr) € WHP(D), ecau u(xr) € LP(D)
u ee caaboie wacmuoie npoussodnsie Oy, u(x) € LP(D) npu ecex i =1, N,
npuiem 3mo npPocmMpaHcmeo 6aHAxX080 OMHOCUMENbHO HOPMbL

1/p

el = ”|u<x>|”+2|axiu<xw dx
=1

D

Hanum onpenenenne npoctpanctBa Co6oJseBa Wol‘p(D).
Onpenenenue 8. [lonoanenue B8eKmMOpHO2O NPOCMPAHCMEA
C&(D) no nopme 6anaxosa npocmparcmea W'P(D) nasvisaemcs

6aHaxX08bLM NPOCMPAHCMBOM I/VO1 P(D).
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3ameuanue 2. OrTMeTHM !), uTo HOpMa Ha MpPOCTPAaHCTBe Wol‘p(D)

9KBHBaJIEHTHA CJIedyolIel
1/p
def: p
| Dull, = | Dul? dz: y D=0y, Ouy)-

D

Bsenem o603HaueHus.
W (D) WD), =1 e,

() s WP (D) @ WP (D) — RY.

Kpome Toro, mbl ucrnosbsyem o6osnauenue (W'P(D))* mns nuHeliHbIX
HempephIBHbIX (yHKIHOHAI0B Haa WIP(D) co ckobKaMu HBOHCTBEHHOCTH

()1 s (WHP(D))* © WHP(D) — R
CrnpaBenJiMBa cieayoLias BaxKHasi JeMMa:
Jlemma 7. Beakas ¢yuxyus f*(z) € (WIP(D))* npedcmasuma 6 cae-
dyrowem sude:

N
(f* uis :Z

J=1

Jgj(z) 6;9(6:13) dx + Jgg(z)u(z) dz ¥ u(z) € W'P(D),
D ! D
(4.1)

2de g;(x) € L? (D) npu j =0, N.
JlokazaTeJabCTBO.
Illlae . BaHaxoBo TPOCTPaHCTBO W”’(D) MOXKHO OTOXKIECTBHUTb C

TIOATIPOCTPAHCTBOM
W Y w = (u, Dyu, ..., Dyu) C LP(D) @ LP(D) ® - - - ® LP(D), Dy = 0y, .
N+1

le/l‘{eM 3T0 6aHAaX0BO MNPOCTPAHCTBO OTHOCHUTEJIbHO HOPMbI

N
def:
lwllw "= Ml + > I1Djully = llullwis.
Jj=1

lllae 2. Beenem omnepatop
P:ucW"(D)— w= (u, Du, ..., Dyu) € W.

') B cuny 0606menus Hepasenctsa ®puapuxca.
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OueBHIHO YTO 3TOT OMepaTop fABJSETCS M30MeTpHeH MeXXAy GaHaXOBBIMH
npoctpancteamut WIP(D) u W npu mHamenenun npoctpanctsa WP (D)
TaKOH 2Ke HOPMOH:

|Pullw = |lullwir ansBcex u € WHP(D).
llae 3. Tlostomy 060i snement f* € (WIP(D))* npencraBum B Buze
ff=L*P, L*e (W)
3amMeTHM, 4TO UMEeT MeCTO CJEAYIOLiasi LenoYKa PaBeHCTB:
(" uhre = (L Pu)) 1),
1/ he = = sup [{(f* whiel = sup [((L", Pu))| = [|L"]|w-

lwlly1p=1 | Pullw=1

rae ((+,-)) — ckoGku mBo#icTBeHHOCTH Mexkny W n W*. CoracHo Teopeme
Xana-banaxa cyuiectByeT mpomoskeHue L* ¢yHkuuwonamsa L* ¢ mommpo-
cTpaHcTBa W Ha Bce 6aHAaX0BO MPOCTPAHCTBO

(LP(D))NJrl def: LP(D)® LP(D)® - - - @ LP(D),

N+1

TakMM 006pas3om, 4To
(f* u)re = (L*, Pu)) = (L*,w),, we W C (LP(D))N*H,

rie (-, ), — CKOGKH IBOHCTBEHHOCTH MeXJy GaHaXOBBIM MPOCTPAHCTBOM
(LP(D))N*! n 6anaxosbim npoctpanctsom ((LP(D))N+1)"

((LP(D)N+)Y* = (LP (D)NH! = 1P (D)@ L (D) © -+ - @ L¥ (D).

N+1

Craso GbiTh, HalinyTes Takue dyHkuuu g;(z) € LP (D) npu j = 0, N, uTo
MMeeT MeCTO PaBEHCTBO

N
oy =3 [ 200

J:1D

gj(z) dx + J' u(zx)go(x) du.
Taxkum obpaszom,

N
(f* u) 1y = ZJ aau—g(f)gj(:r) dx + Ju(x)go(x) dx,
i=lp J D

JlemMa gokaszaHa.

') 3nech MBI 3amucany mocsienoBaTelbHOE eHiCTBHE OMepaTopos L* P.
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’
Cnencreue 1. Beakuid aremenm f* € WP (D) npedcmasun,
B803MONMCHO, HeeOUHCMBeHHbIM 06pa3om 8 ciedyrouem 8ude:

o= 3 [

(z) € WyP(D), (4.2)

ede gj(z )ELP(D)npujfl N.
Tenepb paccMOTpuUM Bonpoc 00 HMHBEKTHBHOM OIepaTope, KOTOPBIN
NIeHCTBYeT W3 MPOCTPAHCTBA W, P(D) mpi p > 2 Ha BCe MPOCTPAHCTBO

Wl (D). B otsmune oT ciyuyasi p = 2 3TOT OMNEPATOp SIBJSETCS HEJH-
HEeMHBIM OMepaTopPoM p—JanjiacuaHa.
O JleHCTBHTENBHO, PACCMOTPUM OIEPaATOp p—JariachaHa:

Apu " div(|DuP2Du), D = (9ay, s Oay ). (4.3)

[Tpu aTom MBI GyneM paccMaTpuBaThb 3TOT ONEPaToOpP B PacLIMPEHHOM CMbIC-
Je. Onepatop D noHumaercsi B cjaboM CMbICIIE.
1. B xadecTBe o6sacTu ornpenesieHUsi BO3bMEM

dom A, = Wy ?(D),

Toraa 1
D:WI(D)— LP(D)®---® LP(D).

N

PaccMOTpUM BEKTOPHYIO HeJIMHEeHHYI0 (DYyHKLUIO

n(@) = (m(x),...nn(z)) =
= |¢(2)|P2%¢(z) : LP(D)® - - - @ LP(D) — LP (D) ® - - - ® LP (D),
N N

rae &(x ) (&1(x), ....,En(x)). Temeps onpeneJmM dyukuuonan div(n(x)) €
e W= (D (D) Han npocTpaHCTBOM W P(D) cnenyiomum o6pazom:

ZJ (%]) dx

IIg.,

{div(n(z)), ¢

nJst Beex p(z) € Wol‘p(D) ¥ 3a1aHHOH (DYHKLHH

(@) = (m(x), . (@)) € LY (D) @ - -~ @ ¥ (D).
N

Torna, oneparop A, npeicTaBuM B ClefyloLleM BUIe

Ayu "L div(n()), n() = [€@)P%(2), E(x) = Du(x)
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npu u(z) € Wol‘p(D) U TOJYYHM, UTO ITOT ONepaTop NeHCTBYeT
A, : WiP(D) — W=7 (D).

2. B pasnpHefimeM Oymer noKaszaHo, 4To caaGoe peruexne u(z) €
€ Wy *(D) sanauu

(—Apu(x), o)) = (f*(x), p(x))« anst Bcex @(x) € Wol'p(D)

’
npu mo6om f*(x) € WP (D) cymecTsyeT u euHCTBeHHO 1) .
3. JlokaxkeM Terepb, 4To AJis A, BHINOJHEHO CleLylollee paBeHCTBO:

|Apull. = HDqu_1 mist Beex  u(x) € WOI”’(D).

JlelicTBUTE/NBHO, HMEET MECTO CJeqylollas 1eloyKa BelpaxKeHUH:

[Apull = sup [(Dyu,p)| =
IDellp=1

N
= sw_ > [|Du@)l2Dju(a)D¢(e) da| <
D

[ Dellp=1

N
< sup j Du(@)"2 3" |Dyu(a) 1Dy (x| d <
)
1/2 1/2

N N
< swp J|Du(x)|p_2 S @] (S IDp@P | de<
IIDvllple j=1 j=1

< sw jwu(xw-‘wwmm
IIlelple

< sup || Dulp~M | Dell, = [ Dullp™".
IDgl=1

Tenepb 3aMeTHM, 4YTO CIpaBeAJIUBLI C/leAYyIOllhe HepaBeHCTBA:

N

1Al > ZJIDu<x>|p-2Dju<x>Djso<x>dx npr || D), = 1,
=1}
B KOTOpOM BO3bMEM
(@)= 4
2= Dull,

') Uro Mosker 6bITH MOKA3aHO MpH MoOMoIIH TeopeMbl Bpayaepa—Muntu. Tom I11.
Henunelinblil aHanus. JIMHeHHbIH U HesMMHERHbIH (QyHKUHOHAAbHBIHA aHanu3. M. O.
Kopnycosa u A. A. [1anuHa.
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U MOJYYHUM cCJiefyroliee HepaBeHCTBO!

1Apulls > [Dulp™".



