
ГЛАВА 1

Линейные операторы в евклидовых и
унитарных пространствах

1. Сопряженный оператор

1.1. Определение. Пусть A — линейный оператор из L(E;E)
(L(U;U)). Оператор A∗ называется сопряженным к оператору A,
если для любых x, y ∈ E(∈ U) выполняется равенство

(Ax, y) = (x,A∗y). (1.1)

1.2. Теорема. Сопряженный оператор A∗ обладает следующим
свойствами:

1) A∗ — линейный оператор;
2) (A+B)∗ = A∗ +B∗;
3) (αA)∗ = αA∗;
4) (AB)∗ = B∗A∗;
5) (A∗)∗ = A.

Доказательство. Шаг 1. Докажем, что для любых y, z ∈ E(∈ U) и
любого α ∈ R(∈ C) имеют место следующие равенства:

A∗(y + z) = A∗y +A∗z, A∗(αy) = αA∗y. (1.2)

С одной стороны, для всех x ∈ E(∈ U) имеем

(Ax, y + z) = (x,A∗(y + z)). (1.3)

С другой стороны, имеем

(Ax, y + z) = (Ax, y) + (Ax, z) = (x,A∗y) + (x,A∗z). (1.4)

Из (1.3) и (1.4) вытекает следующее равенство:

(x,A∗(y + z)) = (x,A∗y) + (x,A∗z)⇔
⇔ (x,A∗(y + z)−A∗y −A∗z) = 0 для всех x ∈ E(∈ U)⇔

⇔ A∗(y + z) = A∗y +A∗z. (1.5)

Первое равенство из (1.2) доказано. Докажем второе равенство. С
одной стороны, для всех x ∈ E(∈ U)

(Ax, αy) = (x,A∗(αy)). (1.6)
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С другой стороны, имеем

(Ax, αy) = α(Ax, y) = α(x,A∗y) = (x, αA∗y). (1.7)

Из равенств (1.6) и (1.7) получаем равенство

(x,A∗(αy)) = (x, αA∗y) для всех x ∈ E(∈ U). (1.8)

Следовательно,
A∗(αy) = αA∗y.

Второе равенство из (1.2) доказано.
Шаг 2. Докажем, что (A + B)∗ = A∗ + B∗. Действительно, с

одной стороны, для всех x, y ∈ E(∈ U) справедливо равенство

((A+B)x, y) = (x, (A+B)∗y). (1.9)

С другой стороны, имеем

((A+B)x, y) = (Ax, y) + (Bx, y) = (x,A∗y) + (x,B∗y). (1.10)

Из равенств (1.9) и (1.10) получаем

(x, (A+B)∗y) = (x,A∗y) + (x,B∗y)⇔
⇔ (x, (A+B)∗y−A∗y−B∗y) = 0⇔ (A+B)∗y−A∗y−B∗y = θ ⇔

⇔ (A+B)∗ = A∗ +B∗. (1.11)

Шаг 3. Докажем, что (αA)∗ = αA∗. Действительно, для всех
x, y ∈ E(∈ U), с одной стороны, справедливо следующее равенство:

((αA)x, y) = (x, (αA)∗y). (1.12)

С другой стороны, имеем

((αA)x, y) = α(Ax, y) = α(x,A∗y) = (x, αA∗y). (1.13)

Из сравнения равенств (1.12) и (1.13) получим равенство

(x, (αA)∗y) = (x, αA∗y)⇔ (αA)∗ = αA∗. (1.14)

Шаг 4. Докажем равенство (AB)∗ = B∗A∗. Действительно, для
всех x, y ∈ E(∈ U), с одной стороны, справедливо равенство

((AB)x, y) = (x, (AB)∗y). (1.15)

С другой стороны, имеем

((AB)x, y) = (A(Bx), y) = (Bx,A∗y) = (x,B∗A∗y). (1.16)

Из сравнения (1.15) с (1.16) получим искомое равенство.
Шаг 5. Докажем равенство (A∗)∗ = A. Действительно, для лю-

бых x, y ∈ E(∈ U) справедлива следующая цепочка равенств:

(Ax, y) = (x,A∗y) = (A∗y, x) = (y, (A∗)∗x) = ((A∗)∗x, y). (1.17)

Отсюда приходим к искомому равенству. �
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2. Примеры сопряженных операторов

1.3. Пример. Сопряженные операторы к единичному и нулевому
совпадают с ними. Действительно, для любых x, y ∈ E(U) имеем

(Ix, y) = (x, y) = (x, Iy), (Ox, y) = 0 = (θ, y) = 0 = (x, θ) = (x,Oy).

1.4. Пример. Сопряженным к оператору Ax = [a, x] в трехмерном
евклидовом пространстве геометрических векторов, где a — фик-
сированный вектор, является оператор A∗ = −A. Действительно,
справедлива следующая цепочка равенств:

(Ax, y) = ([a, x], y) = (y, [a, x]) = (y, a, x) =

= (x, y, a) = (x, [y, a]) = (x,−[a, y]) = (x,−Ay)

для всех x, y.

3. Матрица сопряженного оператора

1.5. Пусть {f1, . . . , fn} — произвольный базис в унитарном про-
странстве U (в евклидовом пространстве E), причем A ∈ L(U;U)
(A ∈ L(E;E)) и Af — матрица этого оператора в базисе {f1, . . . , fn},
Gf — матрица Грама базиса {f1, . . . , fn}. Наша задача найти матри-
цу A∗f сопряженного оператора A∗ в том же базисе.

Пусть

x = FXf , y = FYf , F = (f1, . . . , fn), Xf , Yf ∈ Cn×1(Rn×1).
(1.18)

Тогда справедливы следующие равенства:

Ax = A(FXf ) = (AF)Xf = FAfXf , (1.19)

A∗y = A∗(FYf ) = (A∗F)Yf = FA∗fYf . (1.20)

Напомним, что скалярное произведение элементов x, y выражается
через координаты этих элементов следующим образом:

(x, y) = XT
f GfYf , (1.21)

где Gf — матрица Грама в базисе {f1, . . . , fn}. С учетом (1.19)–
(1.21) справедливы следующие равенства:

Ax = FAfXf , A∗y = FA∗fYf .

Поэтому из определяющего соотношение для сопряженного опера-
тора

(Ax, y) = (x,A∗y) для всех x, y ∈ U(∈ E) (1.22)
вытекает следующее равенство:

(AfXf )TGfYf = XT
f GfA

∗
fYf (1.23)
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или эквивалентно
XT
f A

T
fGfYf = XT

f GfA
∗
fYf , (1.24)

которое должно быть выполнено для всех столбцов Xf , Yf ∈ Cn×1
(∈ Rn×1). Поэтому из (1.24) вытекает цепочка равенств

XT
f

[
ATfGf −GfA∗f

]
Yf = 0⇒

⇒ ATfGf −GfA∗f = O ⇔ ATfGf = GfA
∗
f . (1.25)

Теперь из (1.25), пользуясь тем, что detGf > 0, получим выражение
для матрицы A∗f сопряженного оператора A∗:

A∗f = G−1f ATfGf ⇔ A∗f = G−1f ATfGf . (1.26)

Отдельно отметим, что в случае евклидова пространства выражение
(1.26) примет следующий вид:

A∗f = G−1f ATfGf . (1.27)

В случае ортонормированного базиса {e1, . . . , en} матрица Грама
является единичной и поэтому формулы (1.26) и (1.27) примут сле-
дующий вид:

A∗f = ATf для унитарного пространства , (1.28)

A∗f = ATf для евклидова пространства . (1.29)

1.6. Определение. Матрица A ∈ Cn×n, удовлетворяющая условию
A = AT , называется эрмитовой.

1.7. Лемма. Матрица Грама унитарного пространства является эр-
митовой.

Доказательство. Пусть {e1, . . . , en} — базис в унитарном про-
странстве U и G(x, y) — полуторалинейная форма, задающая ска-
лярное произведение в этом унитарном пространстве. Поэтому спра-
ведливы равенства

gij = G(ei, ej) = G(ej , ei) = gji,

из которых вытекает искомое равенство Ge = GTe . �
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1.8. Лемма. Всякая полуторалинейная форма A в унитарном про-
странстве U определяет единственным образом некоторый линей-
ный оператор A ∈ L(U;U) по формуле

A(x, y) = (Ax, y) для всех x, y ∈ U. (1.30)

Доказательство. Существование. Пусть {ej}nj=1 — некоторый ор-
тонормированный базис в U. Построим оператор A, чья матрица в
базисе {ej}nj=1 задается формулой

akj = A(ej , ek).

Справедлива вспомогательная цепочка равенств:

Aej =
∑
k=1

akjek, x = xjej ⇒ Ax =

n∑
j=1

∑
k=1

akjx
jek,

(x, ej) = (xkek, ej) = xk(ek, ej) = xkδkj = xj ,

Следовательно, приходим к следующему равенству:

Ax =

n,n∑
j,k=1,1

akjek(x, ej). (1.31)

Прежде всего заметим, что в силу линейности скалярного произ-
ведения (x, ej) по первому аргументу оператор A тоже линейный.
Пусть

x = xjej , y = ykek.

Тогда справедлива следующая цепочка равенств:

A(x, y) =

n,n∑
j,k=1,1

A(ej , ek)x
jyk =

n,n∑
j,k=1,1

akjx
jyk =

=

n,n∑
j,k=1,1

akj (x, ej)(ek, y) =

 n,n∑
j,k=1,1

akj (x, ej)ek, y

 = (Ax, y). (1.32)

Существование оператора доказано.
Единственность. Пусть Â : U → U такой линейный оператор,

что
(Âx, y) = A(x, y) = (Ax, y) для всех x, y ∈ U.

Тогда имеем

(Âx−Ax, y) = 0 для всех y ∈ U⇒
⇒ Âx = Ax для всех x ∈ U⇒ Â = A.
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Единственность доказана. �

4. Самосопряженный оператор

1.9. Определение. Оператор A, действующий в евклидовом про-
странстве E (в унитарном пространстве U), называется самосопря-
женным, если он совпадает со своим сопряженным

A = A∗, (1.33)

или, иными словами, если для любых элементов x, y ∈ E (∈ U)
выполняется соотношение

(Ax, y) = (x,Ay).

Самосопряженные операторы в унитарном пространстве называются
эрмитовыми, а самосопряженные операторы в евклидовом простран-
стве — симметричными.

1.10. Теорема. Для того чтобы оператор A был самосопряжен-
ным, необходимо и достаточно, чтобы его матрица в произволь-
ном базисе удовлетворяла соотношению

Af = G−1f ATfGf в случае унитарного пространства, (1.34)

Af = G−1f ATfGf в случае евклидова пространства. (1.35)

Доказательство. Доказательство основано на формулах (1.26) и
(1.27). �

1.11. Лемма. Для того чтобы оператор A ∈ L(U;U) был эрмито-
вым, необходимо и достаточно,чтобы в любом базисе матрица GfAf
была эрмитовой.

Доказательство. Преобразуем равенство (1.34) с учетом результа-
та Gf = GTf леммы 1.7. Справедлива следующая цепочка соотноше-
ний:

Af = G−1f ATfGf ⇔ Af = G−1f ATfGf ⇔ GfAf = ATfGf ⇔

⇔ GfAf = ATfG
T
f ⇔ GfAf = ATfG

T
f = (GfAf )T .

�
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1.12. Лемма. Для того чтобы оператор A ∈ L(E;E) был симмет-
ричным, необходимо и достаточно, чтобы матрица GfAf в любом
базисе была симметричной:

(GfAf )T = GfAf . (1.36)

1.13. Ортонормированный базис. Если базис ортонормирован-
ный, то приходим к следующим двум утверждениям:

1.14. Лемма. Для того чтобы оператор A ∈ L(U;U) был эрмито-
вым, необходимо и достаточно,чтобы в любом ортонормированном
базисе матрица Ae была эрмитовой: Ae = ATe .

Доказательство. Данная лемма является следствием леммы 1.11.
Заметим, что

Ae = ATe ⇔ akj = ajk, Ae = (akj ), ATe = ajk.

Однако, предложим непосредственное доказательство достаточно-
сти. Действительно, пусть {e1, . . . , en} — ортонормированный ба-
зис. Справедливы следующие равенства:

Aej =

n∑
l=1

aljel, (Aej , ek) = akj , (ej , Aek) = ajk. (1.37)

Действительно, справедливы следующие равенства:

(Aej , ek) =

(
n∑
l=1

aljel, ek

)
=

n∑
l=1

aljδlk = akj ,

(ej , Aek) =

(
ej ,

n∑
l=1

alkel

)
=

n∑
l=1

alk(ej , el) = ajk.

С учетом (1.37) справедлива следующая цепочка равенств:

(Ax, y) =

n,n∑
j,k=1,1

xjyk(Aej , ek) =

n,n∑
j,k=1,1

xjykakj =

n,n∑
j,k=1,1

xjykajk =

=

n,n∑
j,k=1,1

xjyk(ej , Aek) = (x,Ay) для всех x, y ∈ U.

�

1.15. Лемма. Для того чтобы оператор A ∈ L(E;E) был симмет-
ричным, необходимо и достаточно, чтобы матрица Ae в любом ор-
тонормированном базисе была симметричной: Ae = ATe .
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Доказательство. Доказательство повторяет в точности доказатель-
ство леммы 1.14. �

1.16. Лемма. Если матрица Ae оператора A ∈ L(U;U) в некотором
ортонормированном базисе является эрмитовой, то она эрмитова в
любом другом ортонормированном базисе.

Доказательство. Пусть два ортонормированных базиса {e1′ , . . . , en′}
и {e1, . . . , en} связаны матрицей C ∈ Cn×n :

(e1′ , . . . , en′) = (e1, . . . , en)C.

Как известно, из предыдущей лекции

CTC = I ⇔ C = (C
T

)−1, C
T

= C−1. (1.38)
Матрицы Ae′ и Ae связаны известным равенством

Ae′ = C−1AeC, (1.39)

причем Ae = Ae
T
. Из равенства (1.39) с учетом соотношений (1.38)

вытекает цепочка равенств

Ae′ = C
−1
AeC ⇔ Ae′

T
= C

T
Ae

T
(C
−1

)T = C
T
Ae

T
(C

T
)−1 =

= C
T
Ae

T
C = C−1Ae

T
C = C−1AeC = Ae′ .

Отсюда получаем искомое равенство Ae′
T

= Ae′ . �

1.17. Лемма. Если матрица Ae оператора A ∈ L(E;E) в некотором
ортонормированном базисе является симметричной, то она симмет-
рична в любом другом ортонормированном базисе.

Доказательство. Доказательство аналогично доказательству
утверждения леммы 1.16. �

1.18. Лемма. Всякий ортогональный проектор P на линейное под-
пространство P евклидова пространства E (унитарного простран-
ства U) является самосопряженным.

Доказательство. Пусть {e1, . . . , em}, где m = dimP — ортонорми-
рованный базис в P. Тогда, как нами было доказано ранее, оператор
P ортогонального проектирования на P имеет следующий явный
вид:

Px =

m∑
j=1

(x, ej)ej . (1.40)

Тогда для любых x, y ∈ E (∈ U) справедлива следующая цепочка
равенств:
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(Px, y) =

 m∑
j=1

(x, ej)ej , y

 =
m∑
j=1

(x, ej)(ej , y) =

=

x, m∑
j=1

(ej , y)ej

 =

x, m∑
j=1

(y, ej)ej

 = (x, Py). (1.41)

�

1.19. Определение. Оператор P называется идемпотентным, если
P 2 = P.

1.20. Теорема. Всякий линейный самосопряженный идемпо-
тентный оператор P является ортогональным проектором на
некоторое линейное подпространство.

Доказательство. Шаг 1. Пусть P = imP . Пусть x ∈ imP . Тогда
найдется такой y ∈ E (∈ U), что справедливо равенство

Py = x⇒ x = P 2y = Px,

где мы воспользовались тем, что P 2 = P. Итак, имеем

Px = x для всех x ∈ P. (1.42)

Шаг 2. Пусть y ∈ P⊥. Тогда в силу самосопряженности линейно-
го оператора P и равенства (1.42) справедлива следующая цепочка
равенств:

(Py, x) = (y, Px) = (y, x) = 0 для всех x ∈ P. (1.43)

Значит, Py ∈ P ∩ P⊥. Следовательно,

Py = θ для всех y ∈ P⊥. (1.44)

Шаг 3. Пусть теперь {e1, . . . , em}, m = dim imP = dimP —
ортонормированный базис в P = imP. Дополним его до ортонор-
мированного базиса во всем пространстве E (U) Таким образом,
{em+1, . . . , en} — это ортонормированный базис в P⊥ и справедли-
во разложение в прямую сумму

E = P⊕ P⊥ или U = P⊕ P⊥.

Тогда для любого x ∈ E (∈ U) справедливо разложение

x =

m∑
j=1

(x, ej)ej +

n∑
j=m+1

(x, ej)ej := xP + xP⊥ , (1.45)
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причем xP ∈ P, а xP⊥ = x − xP ∈ P⊥. Из (1.45) с учетом (1.42) и
(1.44) получаем, что

Px =

m∑
j=1

(x, ej)Pej +

n∑
j=m+1

(x, ej)Pej =

m∑
j=1

(x, ej)ej = xP. (1.46)

Стало быть, P — ортогональный проектор на свой образ. �

5. Собственные значения и собственные векторы
самосопряженного оператора

1.21. Теорема. Все характеристические числа самосопряженно-
го оператора вещественны.

Доказательство. Эрмитов оператор в унитарном пространстве.
Любое характеристическое число эрмитова оператора A принадле-
жит полю C, над которым рассматривается соответствующее уни-
тарное пространство, так что является его собственным значением.
Следовательно,

Ax0 = λx0, x0 6= θ. (1.47)
Умножим обе части равенства (1.47) на x0 и получим равенство

(Ax0, x0) = (λx0, x0) = λ(x0, x0),

из которого с учетом равенства A∗ = A получим цепочку равенств

λ(x0, x0) = (Ax0, x0) = (x0, Ax0) = (x0, λx0) = λ(x0, x0),

а так как (x0, x0) 6= 0, то получим равенство λ = λ. Следовательно,
λ ∈ R.

Симметричный оператор в евклидовом пространстве. Рас-
смотрим матрицу Ae данного симметричного оператора A в каком-
либо ортонормированном базисе E = {e1, . . . , en}; эта матрица сим-
метрична, Ae = ATe . Рассмотрим оператор Â в унитарном про-
странстве U, имеющий в некотором ортонормированном базисе
F = {f1, . . . , fn} этого унитарного пространства матрицу Ae :

ÂF :=
(
Âf1, . . . , Âfn

)
= {f1, . . . , fn}Âf =

= {f1, . . . , fn}Ae = FAe, Ae = Ae = ATe . (1.48)

В силу результата леммы 1.16 приходим к выводу о том, что опера-
тор Â эрмитов и поэтому все его характеристические числа веще-
ственны. Осталось заметить, что характеристические многочлены
операторов A и Â совпадают. Действительно, имеют место следую-
щие равенства:

Ae = λe⇒ AeXe = λXe, e = EXe,
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Âf = λf ⇒ ÂfYf = λYf , f = FYf .

При этом

det(Ae − λI) = 0, det(Âf − λI) = det(Ae − λI) = 0

Значит, совпадают их характеристические числа. �

1.22. Следствие. Все собственные значения самосопряженного
оператора вещественны.

1.23. Теорема. Симметричный оператор в евклидовом про-
странстве имеет по крайней мере один собственный вектор.

Доказательство. Характеристический многочлен симметричного
оператора A в n–мерном евклидовом пространстве является мно-
гочленом степени n и имеет, по основной теореме алгебры, хотя бы
один корень λ0 ∈ C. Из предыдущей теоремы вытекает, что этот
корень веществен и, стало быть, является собственным значением
оператора A. В таком случае оператор A−λ0I имеет ненулевое ядро,
которое представляет собой собственно подпространство Vλ0 ⊂ E,
соответствующее собственному значению λ0. �

1.24. Теорема. Собственные векторы самосопряженного опера-
тора, принадлежащие различным собственным значениям, орто-
гональны.

Доказательство. Пусть λ1, λ2 — собственные значения, x1, x2 —
соответствующие собственные векторы самосопряженного операто-
ра A. По условию, λ1 6= λ2, причем оба числа λ1, λ2 вещественны.
Тогда имеем:

Ax1 = λ1x1, Ax2 = λ2x2.

Умножим первое из этих равенств скалярно на x2, а второе — на
x1 :

(Ax1, x2) = (λ1x1, x2) = λ1(x1, x2), (1.49)

(x1, Ax2) = (x1, λ2x2) = λ2(x1, x2) = λ2(x1, x2), (1.50)
причем

(Ax1, x2) = (x1, Ax2). (1.51)
Из равенств (1.49)–(1.51) получаем, что

(λ1 − λ2)(x1, x2) = 0.

Отсюда, поскольку λ1 6= λ2, получаем, что (x1, x2) = 0. �

1.25. Теорема. Ортогональное дополнение любого инвариант-
ного линейного подпространства самосопряженного оператора
также является инвариантным линейным подпространством.
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Доказательство. Пусть P — инвариантное линейное подпростран-
ство для линейного самосопряженного оператора A. Тогда для лю-
бых x ∈ P вытекает, что Ax ∈ P. Предположим, что y ∈ P⊥. Дока-
жем, что Ay ∈ P⊥. Действительно, справедлива следующая цепочка
равенств:

0 = (Ax, y) = (x,Ay) для всех x ∈ P⇒ Ay ∈ P⊥.

�

1.26. Теорема. Для того чтобы оператор A ∈ L(E;E) (∈ L(U;U))
был самосопряженным, необходимо и достаточно, чтобы в E (в
U) существовал ортонормированный базис, состоящий из соб-
ственных векторов оператора A.

Доказательство. Достаточность. Пусть в E (в U) существует ор-
тонормированный базис из собственных векторов оператора A. В
этом базисе матрица диагональна, причем на диагонали стоят ве-
щественные числа — собственные значения данного оператора, и,
стало быть, эта матрица симметрична и эрмитова. Однако опера-
тор, имеющий в ортонормированном базисе симметричную (эрмито-
ву матрицу), является самосопряженным (см. леммы 1.14 и 1.15).

Необходимость. Выше было доказано, что у самосопряженно-
го оператора A в n–мерном пространстве имеется по крайней мере
один собственный вектор и, следовательно, одномерное собственное
подпространство P. Ортогональное дополнение P⊥ этого собствен-
ного (инвариантного) подпространства, согласно теореме 1.25, само
является инвариантным подпространством размерности n−1. Огра-
ничение оператора A на инвариантное подпространство P⊥ пред-
ставляет собой самосопряженный оператор в P⊥, который обладает
собственным вектором, лежащим в P⊥. Продолжая процесс, полу-
чим ортогональную систему из n собственных векторов оператора
A. Нормируя их, получим ортонормированный базис, состоящий из
собственных векторов оператора A. �

6. Спектральное разложение самосопряженного оператора

1.27. Пусть A ∈ L(E;E) (∈ L(U;U)) и является самосопряженным.
Пусть {e1, . . . , en} — это ортонормированный базис, составленный
из собственных векторов оператора A, а λ1, . . . , λn — соответству-
ющие собственные значения. Пусть

x = xjej , x ∈ E(∈ U).



6. Спектральное разложение самосопряженного оператора13

Справедлива следующая цепочка равенств:

A(x) = A
(
xjej

)
= xjA(ej) =

n∑
j=1

xjλjej . (1.52)

Рассмотрим оператор Pj ортогональной проекции на линейное под-
пространство Pj := L(ej):

Pj(x) = xjej , (1.53)

где нет суммирования по j. Из равенств (1.52) и (1.53) вытекает
следующая формула:

A(x) =

n∑
j=1

λjPj(x) для всех x ∈ E(∈ U). (1.54)

Следовательно,

A =
n∑
j=1

λjPj .

1.28. Лемма. Справедливо следующее равенство:

As =
n∑
j=1

λsjPj , s ∈ N. (1.55)

Доказательство. Прежде всего заметим, что P 2
j = Pj и PjPk = O

при j 6= k. Действительно, имеем

P 2
j x = Pj(x

jej) = xjPj(ej) = xjej = Pjx для всех x ∈ E(∈ U),

PjPk(x) = Pj(x
kek) = xkPj(ek) = xk0ej = θ для всех x ∈ E(∈ U).

Справедлива следующая цепочка равенств:

A2 =

 n∑
j=1

λjPj

( n∑
k=1

λkPk

)
=

n∑
j=1

n∑
k=1

λjλkPjPk =
n∑
j=1

λ2jPj .

Далее по индукции доказываем утверждение этой леммы. �

1.29. Определение. Самосопряженный оператор A ∈ L(E;E)
(∈ L(U;U)) называется неотрицательным, если все его собственные
значения неотрицательны.
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1.30. Определение. Определим не целую степень As, s ∈ [0,+∞)
неотрицательного оператора A следующим образом:

As
def :
=

n∑
j=1

λsjPj , s ∈ [0,+∞). (1.56)

1.31. Лемма. Для линейного неотрицательного самосопряженного
оператора A справедливы равенства

A0 = I, As1As2 = As1+s2 для всех s1, s2 ∈ [0,+∞).

Доказательство. Доказательство аналогично доказательству лем-
мы 1.28. �

7. Приведение квадратичной формы к диагональному виду
ортогональным преобразованием

1.32. Рассмотрим в некотором ортонормированном базисе {e1, . . . , en}
евклидова пространства E квадратичную форму Q(x), которая име-
ет следующий вид:

Q(x1, . . . , xn) = XT
e AeXe, XT

e = (x1, . . . , xn), (1.57)

а Ae ∈ Rn×n — матрица квадратичной формы в заданном базисе.
Заметим, что ATe = Ae и поэтому можно рассматривать матрицу Ae
как матрицу некоторого симметричного оператора A ∈ L(E;E). Но
тогда существует ортонормированный базис {f1, . . . , fn}, состоящий
из собственных векторов оператора A. В этом базисе матрица Af
оператора A имеет диагональный вид:

Af = diag{λ1, . . . , λn}. (1.58)

Пусть
x = EXe = FYf , F = EC, (1.59)

где XT
e = (x1, . . . , xn), Y T

f = (y1, . . . , yn),

E = (e1, . . . , en), F = (f1, . . . , fn).

Тогда имеем

Xe = CYf , CTC = I, Xe, Yf ∈ Rn×1. (1.60)

Справедлива следующая цепочка равенств:

Q(x1, . . . , xn) = XT
e AeXe =

= Y T
f C

TAeCYf = Y T
f AfYf =

n∑
j=1

λj(y
j)2.
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Действительно,

Y T
f AfYf = (y1, . . . , yn)


λ1 O

λ2
. . .

O λn


 y1

...
yn

 =

= (y1, . . . , yn)

 λ1y
1

...
λny

n

 = λ1(y1)2 + · · ·+ λn(yn)2.

8. О паре квадратичных форм

1.33. Теорема. Для любой пары квадратичных форм A(x, x) и
B(x, x) в линейном вещественном пространстве L, одна из ко-
торых положительно определена, существует общий базис, в
котором обе квадратичные формы имеют канонический вид.

Доказательство. Пусть B(x, x) — положительно определенная
квадратичная форма и B(x, y) — билинейная форма, полярная к
квадратичной форме B(x, x). Форма B(x, y) определяет скалярное
произведение в линейном пространстве L, относительно которого L
является евклидовым пространством. Согласно результату пункта
1.32 существует такой ортонормированный базис {f1, . . . , fn}, в ко-
тором квадратичная форма A(x, x) имеет канонический вид, причем

B(fj , fk) = δkj

и поэтому

(x, x) = B(x, x) = xjxkB(fj , fk) =
n∑
j=1

(xj)2

причем

A(x, x) =

n∑
j=1

λj(x
j)2.

�

1.34. Один из способов нахождения общего базиса. Пусть
B(x, x) — положительно определенная квадратичная форма и Ae
и Be — это матрицы квадратичных форм A(x, x) и B(x, x) в неко-
тором базисе {e1, . . . , en}. Пусть, кроме того,

F = EC, F = (f1, . . . , fn), E = (e1, . . . , en) (1.61)
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и при этом преобразование C таково, что

CTAeC = Af = Λ = diag{λ1, . . . , λn}, (1.62)

CTBeC = Bf = I = diag{1, . . . , 1}. (1.63)
Тогда справедливы следующие цепочки равенства:

Ae = (CT )−1ΛC−1, Be = (CT )−1C−1 ⇔
⇔ Ae = (CT )−1ΛC−1, B−1e = CCT ⇔ B−1e AeC = CΛ. (1.64)

Рассмотрим отдельно равенство

DC = CΛ, C = ‖C1, . . . , Cn‖. (1.65)
Тогда имеем

(DC)j = DCj , (CΛ)j = CΛj . (1.66)
Заметим, что

CΛj = ‖C1, . . . , Cj−1, Cj , Cj+1, . . . , Cn‖



0
...
0

λj
0
...
0


= λjCj . (1.67)

Таким образом, из (1.65)–(1.66) получаем, что

DC = CΛ⇒ DCj = λjCj , j = 1, n.

Отсюда и из (1.64) получаем равенства

B−1e AeCj = λjCj , j = 1, n. (1.68)

Последнее равенство означает, что столбцы Cj матрицы C, т.е. ко-
ординаты элемента fj нового базиса {f1, . . . , fn} относительно старо-
го базиса {e1, . . . , en} являются собственными векторами матрицы
B−1e Ae, отвечающими собственным значениям λ1, . . . , λn. Таким об-
разом, канонические коэффициенты λ1, . . . , λn являются корнями
уравнения

det(B−1e Ae − λI) = 0 или det(Ae − λBe) = 0,

а координаты нового базиса относительно старого являются реше-
ниями следующей линейной однородной системы уравнений:

AeY = λBeY.


