
ГЛАВА 1

Линейные операторы

1. Преобразование базисов и координат

1.1. Прежде всего введем (или напомним) обозначения, которые
мы будем использовать на протяжении всех лекций. Прежде всего
укажем, что для матрицы A ∈ Km×n, т.е. состоящей из m строк и n
столбцов используются три формы записи для элементов матрицы.
Первая запись — ajk, вторая форма — ajk, и, наконец, третья форма
ajk, где j ∈ 1,m нумерует строчки матрицы, k ∈ 1, n — нумерует
столбцы матрицы, на пересечении которых находится соответству-
ющий элемент.

1.2. Пусть A ∈ Km×p, B ∈ Kp×n — две произвольные матри-
цы. С учетом введенных обозначений в пункте 1.1, произведение
C = AB ∈ Km×n в обозначениях Эйнштейна можно записать сле-
дующими шестью способами:

cjk = ajsb
s
k, cjk = ajsbsk, cjk = ajsbsk, cjk = ajsb

s
k,

cjk = ajsbsk, cjk = ajsbks .

Запишем эти суммы произведений в матричных формах записи.

cjk = ajsb
s
k = (aj1, . . . , a

j
p)

 b1k
...
bpk

 ,

cjk = ajsbsk = (aj1, . . . , ajp)

 b1k
...
bpk

 ,

cjk = ajsbsk = (aj1, . . . , a
j
p)

 b1k
...
bpk

 ,
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cjk = ajsb
s
k = (aj1, . . . ajp)

 b1k
...
bpk

 ,

cjk = ajsbsk = (aj1, . . . , ajp)

 b1k

...
bpk

 ,

cjk = ajsbks = (aj1, . . . , ajp)

 bk1
...
bkp

 .

1.3. Теперь мы сделаем очень важное замечание об обозначениях.
Пусть в линейном пространстве L задан базис {e1, . . . , en}. Тогда
для обозначения новых базисов мы будем использовать «штрихо-
ванные индексы». Например,

{e1′ , . . . , en′}, {e1′′ , . . . , en′′} и так далее.

Нужно сразу же избавится от иллюзии, что два базиса {e1, . . . , en}
и {e1′ , . . . , en′} совпадают с точностью до нумерации. Это неверно
и в дальнейшем может привести к катастрофическим результатам!
Отметим, что в вычислениях для обозначения нового базиса лучше
использовать другую букву, например, новый базис можно обозна-
чить так: {f1, . . . , fn}. Мы, кстати говоря, в дальнейшем тоже будем
использовать такое обозначение для нового базиса.

1.4. Итак, пусть нам заданы старый базис {e1, . . . , en} и новый ба-
зис {e1′ , . . . , en′} линейного пространства L. Разложим новый базис
по старому и для этого разложения будем использовать матрицу
(cii′)

n
n′ , причем натуральные числа n и n′ равны. Справедливы сле-

дующие равенства:

e1′ = c11′e1 + · · ·+ cn1′en, (1.1)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · (1.2)

en′ = c1n′e1 + · · ·+ cnn′en. (1.3)
В обозначениях Эйнштейна формулы (1.1)–(1.3) можно переписать
в следующем компактном виде:

ei′ = cii′ei. (1.4)

Последнее равенство, записанное в координатной форме, можно
представить в матричной форме записи:

E′ = EC, (1.5)
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E′ = (e1′ , . . . , en′), E = (e1, . . . , en), (1.6)

C =

 c11′ · · · c1n′
...

. . .
...

cn1′ · · · cnn′

 . (1.7)

Из формул (1.5)–(1.7), пользуясь правилом умножения матриц
«строчка на столбец», легко получаются равенства (1.1)–(1.3). Для
квадратной матрицы C справедлива следующая лемма:

1.5. Лемма. detC 6= 0.

Доказательство. Пусть противное и квадратная матрица C пере-
хода от базиса E к базису E′ вырождена: detC = 0. Тогда столбцы
матрицы C линейно зависимы:

α1′C1′ + · · ·+ αn
′
Cn′ = θ, C = ‖C1′ , C2′ , . . . , Cn′‖, (1.8)

где числа α1′ , . . . , αn
′
одновременно в нуль не обращаются. Соглас-

но правилу умножения «строчка на столбец» из равенства (1.5)
получаем равенство

ei′ = ECi′ , i′ ∈ 1′, n′. (1.9)

В обозначениях Эйнштейна справедливы следующие равенства:

ei′α
i′ = (ECi′)α

i′ = E
(
Ci′α

i′
)
= Eθ = θ.

Таким образом, семейство {e1′ , . . . , en′} линейно зависимо, что
противоречит тому, что это семейство образует базис. Значит,
detC 6= 0. �

1.6. С одной стороны, из результата леммы 1.5 и из равенства (1.5)
вытекает равенство

E = E′C−1. (1.10)
Будем в дальнейшем использовать следующее обозначение:

C−1 = (ci
′
i )
n′
n .

С другой стороны, из равенства (1.4) в наших обозначениях (штри-
хованные индексы) вытекает обратное равенство

ei = ci
′
i ei′ . (1.11)

Из сравнения (1.10) с (1.11) приходим к выводу о том, что

C−1 = (ci
′
i )
n′
n =

 c1
′

1 · · · c1
′
n

...
. . .

...
cn

′
1 · · · cn

′
n

 . (1.12)
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Поэтому справедливы следующие равенства:

CC−1 = I, C−1C = I ⇔ cii′c
i′
j = δij , ci

′
i c
i
j′ = δi

′
j′ .

Сделаем еще одно замечание. Если вы захотите записать транспо-
нированную к матрице C, определенной равенством (1.7), то нельзя
переставлять местами индексы. Транспонированной к матрице C
является следующая матрица:

CT =

 c11′ · · · cn1′
...

. . .
...

c1n′ · · · cnn′

 , а не матрица

 c1
′

1 · · · c1
′
n

...
. . .

...
cn

′
1 · · · cn

′
n

 ,

которая является обратной к матрице C. Таким образом, если мы в
матрице C = (cii′)

n
n′ переставим местами индексы, то мы получим не

транспонированную матрицу CT , а обратную матрицу C−1 = (ci
′
i )
n′
n .

1.7. Мы получили формулы (1.4) и (1.11) перехода от одного бази-
са линейного пространства к другому базису. Теперь наша задача
выяснить как при переходе к другому базису преобразуются коор-
динаты векторов линейного пространства.

1.8. Действительно, пусть x ∈ L — это произвольных вектор. Тогда
с учетом равенства (1.4) и линейной независимости семейства век-
торов {e1, . . . , en} (базиса в L) справедливы следующие равенства:

x = xkek = xk
′
ek′ = xk

′
ckk′ek ⇔

⇔ (xk − ckk′xk
′
)ek = θ ⇔ xk = ckk′x

k′ . (1.13)

Кроме того, имеем

x = xk
′
ek′ = xkek = xkck

′
k ek′ ⇒ xk

′
= ck

′
k x

k. (1.14)

Аналогичные рассуждения можно провести в матричной форме
записи. Действительно, справедливы следующие равенства:

x = EXe = E′Xe′ , Xe =

 x1

...
xn

 , Xe′ =

 x1
′

...
xn

′

 . (1.15)

Из (1.15) с учетом (1.5) приходим к следующей цепочке выражений:

EXe = ECXe′ ⇔ E (Xe − CXe′) = θ ⇔



1. Преобразование базисов и координат 5

⇔ Xe = CXe′ , Xe′ = C−1Xe. (1.16)

Сравним теперь законы преобразования базисов и координат:

ek′ = ckk′ek, xk
′
= ck

′
k x

k (1.17)

или

E′ = EC, Xe′ = C−1Xe. (1.18)

Как мы видим, что закон преобразования базисов отличается от
закона преобразования координат вектора линейного пространства
при переходе от старого базиса E = (e1, . . . , en) к новому базису
E′ = (e1′ , . . . , en′).

1.9. Определение. Закон преобразования базиса линейного про-
странства L при переходе от старого базиса к новому базису назы-
вается ковариантным, а соответствующий закон преобразования
координат вектора линейного пространства называется контрава-
риантным.

1.10. Лемма. Справедливы следующие формулы преобразования
взаимного базиса {e1, . . . , en} в L∗ (к базису {e1, . . . , en} в L) к
взаимному базису {e1′ , . . . , en′} в L∗ (к базису {e1′ , . . . , en′} в L):

ej
′
= cj

′

j e
j , ej = cjj′e

j′ (1.19)

или
Ê′ = C−1Ê, Ê = CÊ′, (1.20)

где

Ê =

 e1

...
en

 , Ê′ =

 e1
′

...
en

′

 .

Доказательство. Пусть {e1, . . . , en} и {e1′ , . . . , en′} — взаимные
базисы к базисам {e1, . . . , en} и {e1′ , . . . , en′} соответственно. Спра-
ведлива следующая формула перехода от старого взаимного базиса
к новому:

ej
′
= dj

′

j e
j . (1.21)

Тогда справедлива следующая цепочка равенств:

δj
′

k′ = 〈e
j′ , ek′〉 = 〈dj

′

j e
j , ckk′ek〉 = dj

′

j c
k
k′〈ej , ek〉 = dj

′

j c
k
k′δ

j
k = dj

′

j c
j
k′ .
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Отсюда приходим к выводу о том, что dj
′

j = cj
′

j . И поэтому справед-
ливы равенства (1.19). Используя правило умножения «строчка на
столбец» можно доказать, что справедливы равенства (1.20). �

1.11. Лемма. Справедливы следующие формулы преобразования
координат линейной формы f ∈ L∗ :

fj = fj′c
j′

j , fj′ = fjc
j
j′ , f = fje

j , f = fj′e
j′ (1.22)

или

Fe′ = FeC, Fe = Fe′C
−1, (1.23)

Fe = (f1, . . . , fn), Fe′ = (f1′ , . . . , fn′).

Доказательство. С учетом (1.19) справедливы следующие равен-
ства:

f = fje
j = fj′e

j′ = fj′c
j′

j e
j ⇒ fj = fj′c

j′

j .

Меняя местами j и j′, получим равенство

fj′ = fjc
j
j′ .

Следовательно, равенства (1.22) доказаны. Докажем теперь равен-
ства (1.23). Действительно, с учетом (1.20) справедливы равенства

f = FeÊ = Fe′Ê
′ = Fe′C

−1Ê⇒ Fe = Fe′C
−1.

Отсюда сразу же получаем второе равенство: Fe′ = FeC. Тем самым,
равенства (1.23) доказаны. �

1.12. Из результатов лемм 1.10 и 1.11 вытекает, что взаимный ба-
зис при переходе к новому базису преобразуется контравариантным
образом, а координаты линейной формы при переходе к новому ба-
зису преобразуется ковариантным образом.

1.13. Из полученных формул преобразования базисов, взаимных
базисов, координат вектора и координат ковектора вытекает общее
правило. Пусть у нас имеется один из перечисленных объектов ai,
ai′ , a

i и ai
′
, то преобразуются эти объекты следующим образом:

ai = ci
′
i ai′ , ai′ = cii′ai, ai = cii′a

i′ , ai
′
= ci

′
i a

i.

Это правило позволяет не задумываться над тем как преобразуются
эти объекты, а писать «машинально» правильные формулы.
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2. Линейные операторы

1.14. Определение. Линейным оператором A : L → M называет-
ся однозначное отображение линейного пространства L в линейное
пространство M, обладающее свойством линейности

A(αx+ βy) = αAx+ βAy для всех x, y ∈ L, α, β ∈ K.
1.15. Определение. Множество {y = Ax : x ∈ L} ⊂M называется
образом оператора A : L→M и обозначается символом imA.

1.16. Определение. Множество {x ∈ L : Ax = θ ∈ M} ⊂ L
называется ядром оператора A : L → M и обозначается символом
kerA.

1.17. Лемма. Множества imA ⊂ M и kerA ⊂ L являются линей-
ными подпространствами в соответствующих линейных простран-
ствах.

Доказательство. Шаг 1. imA. Пусть y1, y2 ∈ imA и α1, α2 ∈ K —
произвольны. Тогда найдутся такие x1, x2 ∈ L, что

y1 = Ax1, y2 = Ax2.

Докажем, что α1y1+α
2y2 ∈ imA. Действительно, справедливы сле-

дующие равенства:

α1y1 + α2y2 = α1Ax1 + α2Ax2 = A(α1x1 + α2x2) ∈ imA,

где мы воспользовались линейностью оператора A.
Шаг 2. kerA. Пусть x1, x2 ∈ kerA и α1, α2 ∈ K — произвольны.

Тогда справедливы следующие равенства:

A(α1x1 + α2x2) = α1Ax1 + α2Ax2 = α1θ + α2θ = θ,

где мы воспользовались линейностью оператора A. Следовательно,
α1x1 + α2x2 ∈ kerA. �

1.18. Определение. Линейный оператор A : L → L называется
линейным оператором в пространстве L.

1.19. Определение. Операторы A,B : L → M называются равны-
ми, если Ax = Bx для всех x ∈ L.

1.20. Пример. Оператор I в пространстве L, определяемый равен-
ством Ix = x для всех x ∈ L, является линейным оператором.
� Действительно, для любых x1, x2 ∈ L и α1, α2 ∈ K справед-

ливы равенства

I(α1x1 + α2x2) = α1x1 + α2x2 = α1Ix1 + α2Ix2. �

1.21. Определение. Оператор I называется единичным операто-
ром.
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1.22. Пример. Оператор O : L→M, определяемый равенством
Ox = θ для всех x ∈ L,

где θ — нулевой элемент линейного пространства M, является ли-
нейным оператором.
� Действительно, для любых x1, x2 ∈ L и α1, α2 ∈ K справед-

ливы равенства

O(α1x1 + α2x2) = θ = α1θ + α2θ = α1Ox1 + α2Ox2. �

1.23. Определение. Оператор O называется нулевым оператором.

1.24. Пример. В пространстве полиномов Pn степени не выше
n ∈ N определим дифференцирование D : Pn → Pn−1 формулой

Dp(t) =
dp(t)

dt
.

Оператор D является линейным оператором.
� Действительно, для любых p1(t), p2(t) ∈ Pn и α1, α2 ∈ K

справедливы следующие равенства:

D(α1p1(t) + α2p2(t)) =
d

dt

(
α1p1(t) + α2p2(t)

)
=

= α1dp1(t)

dt
+ α2dp2(t)

dt
= α1Dp1(t) + α2Dp2(t). �

1.25. Пример. Зададим отображение A : Rn×1 → Rm×1 следующим
образом:

Y = AX, (1.24)

A =

 a11 · · · a1n
...

. . .
...

am1 · · · amn

 , X =

 x1

...
xn

 , Y =

 y1

...
ym

 .

Отображение A является линейным.
� Действительно, для любых X1, X2 ∈ Rn×1 и α1, α2 ∈ K в силу

свойств сложения матриц и умножения матриц на числа справед-
ливы равенства

A(α1X1 + α2X2) = α1AX1 + α2AX2. �

1.26. Определение. Одномерным линейным оператором A : L→M
называется такой линейный оператор, что dim imA = 1.

1.27. Лемма. Для того чтобы линейный оператор A : L→M был
одномерным, необходимо и достаточно, чтобы существовали такие
f ∈M, f 6= θ и l ∈ L∗, что было справедливо равенство

Ax = 〈l, x〉f для всех x ∈ L. (1.25)
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Доказательство. Необходимость. Пусть линейный оператор
A : L → M одномерный, т.е. dim imA = 1. Ввиду одномерности
оператора A он представим в следующем виде:

Ax = l(x)f ⊂ {αf, α ∈ K}, f ∈M, f 6= θ, (1.26)
поскольку

dim{αf, α ∈ K} = 1, если f 6= θ∗,

где функция l(x) — скалярная функция. В силу линейности опера-
тора A для всех x1, x2 ∈ L и α1, α2 ∈ K справедливо равенство

A(α1x1 + α2x2) = α1Ax1 + α2Ax2,

из которого с учетом (1.26) справедливо равенство

l(α1x1 + α2x2)f = α1l(x1)f + α2l(x2)f ⇔
⇔
[
l(α1x1 + α2x2)− α1l(x1)− α2l(x2)

]
f = θ ⇒

⇒ l(α1x1 + α2x2)− α1l(x1)− α2l(x2) = 0,

поскольку f 6= θ. Значит, форма l ∈ L∗, т.е. является линейной
формой. Стало быть, справедливо равенство (1.25).

Достаточность. Пусть отображение A : L → M задано фор-
мулой (1.25). Тогда для любых x1, x2 ∈ L и α1, α2 ∈ K в силу
линейности f справедливы следующие равенства:

A(α1x1 + α2x2) = 〈l, α1x1 + α2x2〉f =

= α1〈l, x1〉f + α2〈l, x2〉f = α1Ax1 + α2Ax2.

Значит, оператор A линейный, а поскольку f 6= θ, то dim imA = 1.
�

3. Матрица линейного оператора

1.28. Пусть линейный оператор A действует в линейном простран-
стве L, т.е.

A : L→ L.
Для того чтобы задать линейный оператор A нам нужно знать его
значение Ax на каждом x ∈ L. Пусть {e1, . . . , en} — базис в L.
Тогда справедливо разложение вектора x ∈ L по этому базису

x = xjej .

В силу линейности оператора A имеют место следующие равенства:

A(x) = A(xjej) = xjA(ej). (1.27)

Отсюда приходим к выводу о том, что для того чтобы задать ли-
нейный оператор, необходимо и достаточно, задать его значения на
базисе рассматриваемого линейного пространства L.
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1.29. Разложим теперь Aej по базису {e1, . . . , en} ∈ L. Справедли-
во следующее равенство:

Aej = akjek (1.28)

или в матричной форме (используя правило умножения матриц
«строчка на столбец»)

(Ae1, . . . , Aen) = (e1, . . . , en)

 a11 · · · a1n
...

. . .
...

an1 · · · ann

 . (1.29)

1.30. Определение. Матрица

Ae =

 a11 · · · a1n
...

. . .
...

an1 · · · ann

 (1.30)

называется матрицей линейного оператора A в базисе {e1, . . . , en} ∈ L.

1.31. Рассмотрим уравнение

y = Ax, y = ykek, x = xjej ,

из которого получаем равенства

ykek = A(xjej) = xjA(ej) = xjakjek ⇒ yk = akjx
j

или в матричной форме

Ye = AeXe, Ye =

 y1

...
yn

 , Xe =

 x1

...
xn

 . (1.31)

1.32. Пусть {e1, . . . , en} — старый базис в L, а {e1′ , . . . , en′} —
новый базис в L с матрицей перехода C = (cjj′)

n
n′ от старого базиса

к новому:

ej′ = cjj′ej .

Пусть Ae — матрица линейного оператора A в базисе {e1, . . . , en},
а Ae′ — в базисе {e1′ , . . . , en′}. Справедлива следующая теорема:

1.33. Теорема. Имеют место равенства

Ae′ = C−1AeC или ak
′
j′ = cjj′c

k′
k a

k
j . (1.32)
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Доказательство. Первый способ. Используя формулы связываю-
щие элементы старого и нового базисов, приходим к следующим
равенствам:

A(ej′) = ak
′
j′ ek′ = ak

′
j′ c

k
k′ek, (1.33)

A(ej′) = A(cjj′ej) = cjj′A(ej) = cjj′a
k
jek. (1.34)

Из (1.33) и (1.34) вытекает равенство

ak
′
j′ c

k
k′ek = cjj′a

k
jek ⇒ ak

′
j′ c

k
k′ = cjj′a

k
j (1.35)

или переставляя множители, получим равенство

ckk′a
k′
j′ = akj c

j
j′ (1.36)

или в матричной форме

CAe′ = AeC ⇔ Ae′ = C−1AeC. (1.37)

Из полученной формулы (1.37) вытекает следующая цепочка ра-
венств:

ak
′
j′ = {Ae′}k

′
j′ = {C−1}k

′
k {AeC}kj′ = ck

′
k a

k
j c
j
j′ .

Второй способ. Воспользуемся равенством (1.31) в старом и
новом базисах:

Ye = AeXe, Ye′ = Ae′Xe′ , (1.38)
где

Xe =

 x1

...
xn

 , Xe′ =

 x1
′

...
xn

′

 , Ye =

 y1

...
yn

 , Ye′ =

 y1
′

...
yn

′

 .

Заметим, что имеют место следующие формулы:

Xe = CXe′ , Ye = CYe′ . (1.39)

Из формул (1.38) и (1.39) вытекают следующие равенства:

CYe′ = Ye = AeXe = AeCXe′ ⇒ CAe′Xe′ = AeCXe′ ⇒
⇒ (CAe′ −AeC)Xe′ = O ⇒ CAe′ = AeC ⇒

⇒ Ae′ = C−1AeC,

где мы воспользовались тем, что столбец Xe′ произвольный. �

1.34. Лемма. Для элементов матрицы линейного оператора A, дей-
ствующего в линейном пространстве L, в базисе {e1, . . . , en} ⊂ L
справедливо следующее выражение:

aki = 〈ek, Aei〉, (1.40)
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где {e1, . . . , en} ⊂ L∗ — взаимный базис к базису {e1, . . . , en} ⊂ L.

Доказательство. Действительно, справедлива следующая цепочка
равенств:

〈ek, Aei〉 = 〈ek, ajiej〉 = 〈e
k, ej〉aji = δkj a

j
i = aki .

�

1.35. Пример. Рассмотрим линейное пространство Pn полиномов
степени не выше n ∈ N. Выберем в этом линейном пространстве
базис следующим образом:

e1 = 1, e2 = t, e3 =
t2

2!
, . . . , en+1 =

tn

n!
. (1.41)

Оператор дифференцирования D̂ действует следующим образом:

D̂e1 = θ = 0e1 + 0e2 + · · ·+ 0en+1, (1.42)

D̂e2 = 1 = 1e1 + 0e2 + · · ·+ 0en+1, (1.43)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
D̂en+1 = en = 0e1 + · · ·+ 1en + 0en+1. (1.44)

С учетом равенств (1.42)–(1.44) приходим к следующему выраже-
нию:

(
D̂e1, D̂e2, . . . , D̂en+1

)
= (e1, e2, . . . , en+1)


0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1

0 0 0 · · · 0

 .

(1.45)
Таким образом, матрица D линейного оператора

D̂ : Pn → Pn−1 ⊂ Pn

в рассматриваемом базисе имеет следующий вид:

D =


0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1

0 0 0 · · · 0

 ∈ R(n+1)×(n+1).
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4. Линейное пространство линейных операторов

1.36. Определение. Множество всех линейных операторов
A : L→M будем обозначать символом L(L;M).

1.37. Определение. Суммой линейных операторов A,B : L → M
называется оператор C : L → M, действующий по правилу
Cx = Ax+Bx для всех x ∈ L.

1.38. Определение. Произведением оператора A : L → M на ска-
ляр α ∈ K называется оператор D : L → M, действующий по
правилу Dx = αAx для всех x ∈ L.

1.39. Лемма. Сумма линейных операторов и произведение линей-
ного оператора на число являются линейным операторами.

Доказательство. Пусть x1, x2 ∈ L и α, α1, α2 ∈ K — произвольны.
Справедливы следующие равенства:

C(α1x1 + α2x2) = A(α1x1 + α2x2) +B(α1x1 + α2x2) =

= α1Ax1 + α2Ax2 + α1Bx1 + α2Bx2 =

= α1(Ax1 +Bx1) + α2(Ax2 +Bx2) = α1Cx1 + α2Cx2,

D(α1x1 + α2x2) = αA(α1x1 + α2x2) = αα1Ax1 + αα2Ax2 =

= α1αAx1 + α2αAx2 = α1D(x1) + α2D(x2).

�

1.40. Лемма. Множество L(L;M) является линейным простран-
ством относительно введенных операций сложения операторов и
умножения оператора на число.

Доказательство. Пусть A,B,C ∈ L(L;M) — произвольные линей-
ные операторы и x ∈ L, α, β ∈ K — произвольны.

Шаг 1. Коммутативность сложения. Справедливы равенства

(A+B)x = Ax+Bx = Bx+Ax = (B +A)x,

поскольку Ax,Bx ∈ M, а M — линейное пространство и, следо-
вательно, в нем справедливо свойство коммутативности сложения
векторов. В силу произвольности x ∈ L справедливо равенство

A+B = B +A.

Шаг 2. Ассоциативность сложения. Справедливы равенства

((A+B) + C)x = (Ax+Bx) + Cx = Ax+ (Bx+ Cx) =

= Ax+ (B + C)x = (A+ (B + C))x,
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поскольку M — линейное пространство и поэтому в нем справед-
лива ассоциативность сложения векторов. В силу произвольности
x ∈ L справедливо равенство

(A+B) + C = A+ (B + C).

Шаг 3. Свойство нулевого оператора. Справедливы равенства

(A+O)x = Ax+Ox = Ax+ θ = Ax.

Здесь мы воспользовались свойством нулевого вектора θ линейного
пространства M. В силу произвольности x ∈ L приходим к следую-
щему равенству:

A+O = A.

Шаг 4. Существование противоположного оператора. Для
линейного оператора A противоположным является линейный опе-
ратор (−1)A. Действительно, имеют место равенства

(A+ (−1)A)x = Ax+ (−1)Ax = (1− 1)Ax = 0Ax = θ = Ox.

Здесь мы воспользовались дистрибутивностью сложения векторов в
линейном пространстве M. В силу произвольности x ∈ L приходим
к равенству

A+ (−1)A = O.

Шаг 5. Свойство единицы. Действительно, справедливы следу-
ющие равенства:

(1 ·A)x = 1Ax = Ax,

где мы воспользовались свойством единицы в линейном простран-
стве M. В силу произвольности x ∈ L приходим к равенству

1A = A.

Шаг 6. Ассоциативность умножения на число. Справедливы
равенства

((αβ)A)x = (αβ)Ax = α(βAx) = (α(βA))x,

где мы воспользовались свойством ассоциативности умножения на
числа в линейном пространстве M. В силу произвольности x ∈ L
приходим к равенству

(αβ)A = α(βA).

Шаг 7. Дистрибутивность относительно сложения операто-
ров. Справедливы равенства

(α(A+B))x = α(A+B)x = αAx+αBx = (αA)x+(αB)x = (αA+αB)x,

где мы воспользовались свойством дистрибутивности операции сло-
жения векторов в M относительно умножения на числа. В силу
произвольности x ∈ L приходим к равенству

α(A+B) = αA+ αB.
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Шаг 8. Дистрибутивность относительно сложения чисел.
Имеют место следующие равенства:

((α+ β)A)x = (α+ β)Ax = αAx+ βAx = (αA+ βA)x,

где мы воспользовались свойством дистрибутивности относительно
сложения чисел в линейном пространстве M. В силу произвольно-
сти x ∈ L приходим к выводу, что

(α+ β)A = αA+ βA.

�

1.41. Определение. Матрица Aef = (αki )
m
n ∈ Km×n, определенная

равенством

Aei = αki fk или (Ae1, . . . , Aen) = (f1, . . . , fm)Aef , (1.46)

называется матрицей линейного оператора A, где A : L → M и
{e1, . . . , en} ⊂ L, {f1, . . . , fm} ⊂ M — базисы соответствующих ли-
нейных пространств.

1.42. Пусть {e1, . . . , en} — базис линейного пространства L, а
{f1, . . . , fm} — базис линейного пространства M. Рассмотрим следу-
ющие одномерные операторы (см. определение 1.26 и лемму 1.27):

Aikx
def :
= 〈ei, x〉fk : L→M, (1.47)

где {e1, . . . , en} ⊂ L∗ — взаимный базис к базису {e1, . . . , en} ⊂ L.
Справедлива следующая теорема:

1.43. Теорема. Одномерные операторы Aik ∈ L(L;M), определен-
ные равенством (1.47) образуют базис линейного пространства
L(L;M).

Доказательство. Линейная независимость. Прежде всего заме-
тим, что

Aikej = 〈ei, ej〉fk = δijfk. (1.48)

Рассмотрим линейную комбинацию

βki A
i
k = O. (1.49)

Применим обе части этого равенства ко всем векторам базиса
{e1, . . . , en} ⊂ L и с учетом (1.48) получим равенства

βki A
i
kej = βki δ

i
jfk = βkj fk = θ для всех j = 1, n. (1.50)

Из (1.50) в силу линейной независимости базиса {f1, . . . , fm} ⊂ M
приходим к равенствам

βkj = 0 для всех j = 1, n, k = 1,m.
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Значит, семейство {Aik}nm является линейно независимым в линей-
ном пространстве L(L;M).

Полнота. Пусть

x = xiei ∈ L, Aei = αki fk. (1.51)

Тогда справедливы следующие равенства:

Ax = xiAei = xiαki fk = 〈ei, x〉αki fk = αki 〈ei, x〉fk = αkiA
i
kx, (1.52)

из которого в силу произвольности x ∈ L приходим к следующему
равенству:

A = αkiA
i
k. (1.53)

�

1.44. Лемма. Для элементов матрицы линейного оператора
A : L→M справедливо следующее выражение:

αki = 〈fk, Aei〉, (1.54)

где {e1, . . . , en} ⊂ L — базис, а {f1, . . . , fm} ∈ M∗ — взаимный
базис к базису {f1, . . . , fm} ⊂M.

Доказательство. Из (1.46) вытекает следующее равенство:

〈fk, Aei〉 = 〈fk, αji fj〉 = αji 〈f
k, fj〉 = αji δ

k
j = αki . (1.55)

�

1.45. Следствие. Матрица одномерного оператора Aik, опреде-
ленного равенством (1.47), равна

0 · · · 0 · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

0 · · · 1 · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

0 · · · 0 · · · 0

 , (1.56)

где 1 расположена на пересечении k–ой строчки и i–го столбца.

Доказательство. Доказательство следует из равенства (1.48). Дей-
ствительно, используя правило умножения матриц «строчка на
столбец», получим следующее равенство:

(Aike1, . . . , A
i
ken) = (δi1fk, . . . , δ

i
nfk) =
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= (θ, . . . , θ, δiifk, θ, . . . , θ) = (f1, . . . , fm)


0 · · · 0 · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

0 · · · 1 · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

0 · · · 0 · · · 0

 .

�

1.46. Следствие. Справедливо равенство

dimL(L;M) = dimL · dimM.

Доказательство. Равенство является следствием теоремы 1.43, из
которой вытекает, что число элементов в базисе линейного про-
странства L(L;M) равно m · n, где m = dimM и n = dimL. �

1.47. Лемма. Матрица линейной комбинации αA + βB линейных
операторов A,B ∈ L(L;M) с числами α, β ∈ K получается следую-
щим образом:

(αA+ βB)ki = α(A)ki + β(B)ki . (1.57)

Доказательство. Справедливы следующие равенства:

(αA+ βB)ei = (αA+ βB)ki fk, (1.58)

(αA+ βB)ei = αAei + βBei, (1.59)

αAei = α(A)ki fk, βBei = β(B)ki fk. (1.60)
Из (1.58) и (1.60) вытекает следующее равенство:

(αA+ βB)ki fk = α(A)ki fk + β(B)ki fk = (α(A)ki + β(B)ki )fk. (1.61)

Поскольку {f1, . . . , fm} ∈M — базис, то из (1.61) вытекает искомое
равенство (1.57). �

1.48. Лемма. Линейное пространство L(L;M) изоморфно линей-
ному пространству матриц Km×n при фиксированных базисах
{e1, . . . , en} ⊂ L и {f1, . . . , fm} ⊂ M, где m = dimM, n = dimL,
базис которого образуют матрицы Eki , у которых все элементы рав-
ны нулю за исключением элемента, расположенного на пересечении
k–ой строчки и i–го столбца и равного 1.

Доказательство. Докажем, что матрицы Eki образуют базис в ли-
нейном пространстве Km×n. Заметим, что
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m∑
k=1

n∑
i=1

αkiE
k
i = O ⇔

 α1
1 · · · α1

n
...

. . .
...

αn1 · · · αnm

 =

 0 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 0

⇔
⇔ αki = 0 для всех i ∈ 1, n, k ∈ 1,m.

Значит, матрицы Eki линейно независимы и их количество равно
mn. Кроме того, любую матрицу A = (aki )

m
n ∈ Km×n можно пред-

ставить в следующем виде:

A =
m∑
k=1

n∑
i=1

akiE
k
i .

Значит, семейство матриц {Eki } при i = 1, n, k = 1,m образуют
базис в Km×n.

С учетом результата леммы 1.47 приходим к результату о изо-
морфизме линейного пространства L(L;M) и линейного простран-
ства Km×n.

�

5. Алгебры операторов и матриц

1.49. В этом параграфе мы рассмотрим новую операцию — опера-
цию умножения операторов и докажем, что операторы из линейного
пространства L(L;L) образуют ассоциативную и некоммутативную
алгебру операторов с единицей. Учтем результаты предыдущего раз-
дела в случае M = L и докажем, что алгебра операторов L(L;L)
изоморфна алгебре матриц Kn×n, где n = dimL.

1.50. Определение. Произведением линейных операторов

A,B ∈ L(L;L)
называется оператор C : L→ L, действующий следующим образом:

Cx
def :
= B(Ax) для всех x ∈ L. (1.62)

1.51. Лемма. Оператор C — линейный, т.е. C ∈ L(L;L).

Доказательство. Пусть x1, x2 ∈ L и α1, α2 ∈ K — произвольны.
Тогда в силу линейности операторов A,B ∈ L(L;L) справедливы
следующие равенства:

C(α1x1 + α2x2) = B(A(α1x1 + α2x2)) =

= B(α1Ax1 +α2Ax2) = α1B(Ax1)+α2B(Ax2) = α1Cx1 +α2Cx2.

�



5. Алгебры операторов и матриц 19

1.52. Заметим, что, вообще говоря, AB 6= BA.

1.53. Лемма. Для любых A,B,C ∈ L(L;L) справедливы свойства
дистрибутивности справа и слева

(A+B)C = AC +BC, A(B + C) = AB +AC, (1.63)

а также ассоциативности

(AB)C = A(BC). (1.64)

Доказательство. Шаг 1. Дистрибутивность. Пусть x ∈ L — про-
извольный вектор. Тогда с учетом определения сложения операто-
ров и произведения операторов справедливы следующие равенства:

(A+B)Cx = A(Cx) +B(Cx) =

= (AC)x+ (BC)x = (AC +BC)x.

В силу произвольности вектора x ∈ L приходим к равенству

(A+B)C = AC +BC.

Докажем второе равенство из (1.63). Действительно, справедливы
следующие равенства:

A(B + C)x = A(Bx) +A(Cx) =

= (AB)x+ (AC)x = (AB +AC)x,

из которого в силу произвольности вектора x ∈ L приходим к ра-
венству

A(B + C) = AB +AC.

Ассоциативность. Справедливы равенства

(AB)Cx = A(B(Cx)) = A((BC)x) = A(BC)x,

из которых в силу произвольности вектора x ∈ L вытекает равен-
ство (1.64). �

1.54. Определение. Алгеброй над числовым полем K называется
линейное пространство A, снабженное внутренней операцией умно-
жения • :

x • y : A⊗A→ A, (1.65)
обладающее следующим свойствами дистрибутивности слева и
справа:

(x+ y) • z = x • z + y • z, (1.66)
x • (y + z) = x • y + x • z (1.67)

для всех x, y, z ∈ A. Алгебра A называется ассоциативной, если для
любых x, y, z ∈ A выполнено равенство

(x • y) • z = x • (y • z), (1.68)
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и коммутативной, если для любых x, y ∈ A справедливо равенство
x • y = y • x. (1.69)

Также говорят, что у алгебры A есть единица e, если существует
такой вектор e ∈ A, что для всех x ∈ A справедливы равенства

x • e = e • x = x. (1.70)

1.55. Теорема. Линейное пространство линейных операторов
L(L;L) является ассоциативной, некоммутативной алгеброй с
единицей относительно операции умножения операторов.

Доказательство. Утверждение является следствием лемм 1.51,
1.53. Единицей этой алгебры является единичный оператор. �

1.56. Посмотрим, что происходит с матрицами линейных опера-
торов при произведении операторов. Пусть A,B,C ∈ L(L;L) и
{e1, . . . , en} — базис в L. Справедливы следующие равенства:

Cei = cki ek, Aei = aliel, Bel = bkl ek. (1.71)

С учетом равенств (1.71) при C = BA имеет место следующая
цепочка выражений:

Cei = cki ek = B(Aei) = B(aliel) = aliBel = alib
k
l ek = bkl a

l
iek. (1.72)

Поскольку {e1, . . . , en} — базис, то из (1.72) приходим к следующе-
му равенству:

cki = bkl a
l
i ⇔ Ce = BeAe, (1.73)

где Ce = (cki )
n
n, Ae = (ali)

n
n и Be = (bkl )

n
n. Таким образом, доказана

следующая лемма:

1.57. Лемма. Произведению BA операторов A,B ∈ L(L,L) при
фиксированном базисе {e1, . . . , en} в линейном пространстве L
соответствует произведение матриц операторов в этом базисе
BeAe ∈ Kn×n.

1.58. В курсе «Аналитическая геометрия» фактически было дока-
зано следующее утверждение:

1.59. Теорема. Линейное пространство квадратных матриц
Kn×n является ассоциативной и некоммутативной алгеброй с
единицей относительно операции умножения матриц.
1.60. Теорема. Алгебра операторов L(L,L) изоморфна алгебре
матриц Kn×n при фиксированном базисе {e1, . . . , en} ⊂ L.

Доказательство. Доказательство утверждения теоремы является
следствием результатов теорем 1.55, 1.59 и лемм 1.51–1.57. Отме-
тим, что при фиксированном базисе в L единичный оператор при
данном изоморфизме переходит в единичную матрицу. �



6. Транспонированный оператор 21

6. Транспонированный оператор

1.61. Теорема. Для каждого линейного оператора A ∈ L(L;L)
найдется единственный оператор AT ∈ L(L∗;L∗) такой, что

〈AT f, x〉 = 〈f,Ax〉 для всех x ∈ L, f ∈ L∗. (1.74)

Доказательство. Рассмотрим следующую функцию от векторов из
L при фиксированном f ∈ L∗:

l(x) := 〈f,Ax〉. (1.75)

Докажем, что это линейная функция. Действительно, справедливы
равенства

l(α1x1 + α2x2) = 〈f,A(α1x1 + α2x2)〉 = 〈f, α1Ax1 + α2Ax2〉 =
= α1〈f,Ax1〉+ α2〈f,Ax2〉 = α1l(x1) + α2l(x2).

Значит, найдется такая линейна форма l ∈ L∗, что будет для всех
x ∈ L справедливо равенство

〈f,Ax〉 = 〈l, x〉. (1.76)

Отметим, что для каждого f ∈ L∗ форма l ∈ L∗ единственная.
Действительно, пусть f ∈ L∗ соответствуют две линейный формы
l1, l2 ∈ L∗ такие, что справедливы равенства

〈f,Ax〉 = 〈l1, x〉 = 〈l2, x〉 ⇒ 〈l1 − l2, x〉 = 0 для всех x ∈ L⇒
⇒ l1 − l2 = θ ⇒ l1 = l2.

Итак, определено однозначное отображение

AT (f) = l, AT : L∗ → L∗. (1.77)

Докажем линейность оператора AT . Действительно, справедливы
следующие равенства:

〈AT (α1f
1 + α2f

2), x〉 = 〈α1f
1 + α2f

2, Ax〉 =
= α1〈f1, Ax〉+ α2〈f2, Ax〉 = α1〈AT f1, x〉+ α2〈AT f2, x〉 =

= 〈α1AT f1, x〉+ 〈α2AT f2, x〉 ⇒
⇒ 〈AT (α1f

1 + α2f
2)− α1AT f1 − α2AT f2, x〉 = 0.

В силу произвольности x ∈ L приходим к равенству

AT (α1f
1 + α2f

2) = α1AT f1 + α2AT f2.

Значит, оператор AT линейный и поэтому AT ∈ L(L∗;L∗). Отсюда
с учетом (1.76) и (1.77) приходим к существованию единственного
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отображения AT ∈ L(L∗;L∗), что для всех x ∈ L и всех f ∈ L∗

справедливо равенство

〈f,Ax〉 = 〈AT f, x〉.
�

1.62. Определение. Оператор AT ∈ L(L∗;L∗) называется транспо-
нированным оператором.

1.63. Обсудим связь матриц (AT )e и Ae транспонированного и ис-
ходного операторов. Пусть {e1, . . . , en} базис в L, а {e1, . . . , en}
взаимный базис в L∗. Пусть x, y ∈ L и f, g ∈ L∗ таковы, что имеют
место равенства

y = Ax, y = yiei, x = xkek, (1.78)

f = AT g, f = fie
i, g = gke

k. (1.79)
Из (1.78) вытекают равенства

yiei = A(xkek) = xkαikei ⇔ yi = αikx
k ⇔

⇔ Ye = AeXe, Xe =

 x1

...
xn

 , Ye =

 y1

...
yn

 , (1.80)

а из (1.79) вытекают следующие равенства:

fie
i = AT (gke

k) = gk(α
T )ki e

i ⇒ fi = gk(α
T )ki ⇔

⇔ Fe = Ge(A
T )e, Fe = (f1, . . . , fn), Ge = (g1, . . . , gn). (1.81)

В силу (1.74) справедливы равенства

(αT )ki = 〈ATek, ei〉 = 〈ek, Aei〉 = αki ⇒ (AT )e = Ae.

Теперь мы видим, что матрицы исходного и транспонированного
оператора совпадают, однако если в формуле (1.80) матрица Ae
умножается справа на столбец, то в формуле (1.81) матрица (AT )e
матрица слева умножается на строчку. Вот такое отличие.

7. Дважды транспонированный оператор∗
1.64. Данный параграф при первом чтении можно опустить.

1.65. Лемма. Справедливо равенство

ATT = JAJ−1, (1.82)

где J — линейный оператор взаимно однозначного отображения L
на L∗∗, введенный в третьей главе.
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Доказательство. При доказательстве этого утверждения мы будем
использовать обозначения третьей главы.

Шаг 1. Транспонированный оператор к AT . Для любых
x̂ ∈ L∗∗ и f ∈ L∗ справедливо равенство

〈x̂, AT f〉∗ = 〈ATT x̂, f〉∗, (1.83)

где ATT = (AT )T ∈ L(L∗∗;L∗∗). Доказательство равенства (1.83)
в точности повторяет доказательство теоремы 1.61 с точностью до
обозначений.

Шаг 2. Равенство (1.82). Для доказательства равенства (1.82)
воспользуемся результатом теоремы ??. С учетом результата теоре-
мы 1.61 справедлива следующая цепочка равенств:

〈f,Ax〉 = 〈AT f, x〉 = 〈Jx,AT f〉∗ =
= 〈ATTJx, f〉∗ = 〈f, J−1ATTJx〉,

которые выполнены для всех x ∈ L и f ∈ L∗. Поэтому справедливы
равенства

〈f,Ax− J−1ATTJx〉 = 0⇒ Ax− J−1ATTJx = θ ⇒
⇒ A = J−1ATTJ ⇔ ATT = JAJ−1.

�

1.66. Иногда авторы называют транспонированный оператор сопря-
женным и утверждают, что ATT = A. Из результата леммы 1.65
вытекает, что это равенство неверно.

1.67. Определение. Оператор ATT ∈ L(L∗∗;L∗∗) называется два-
жды транспонированным оператором.

8. Теорема об обратном операторе

1.68. Теорема. Если A ∈ L(L;L), то справедливо равенство
dimkerA+ dim imA = dimL, (1.84)

где, напомним,

kerA = {x ∈ L : Ax = θ}, imA = {y = Ax : x ∈ L}.

Доказательство. Ранее в лемме 1.17 было доказано, что kerA ⊂ L
и imA ⊂ L являются подпространствами в L. Пусть {e1, . . . , ek}
— это базис в kerA, где dimkerA = k. Дополним это семейство
векторов до базиса в L. Пусть

{e1, . . . , ek, ek+1, . . . , en} (1.85)
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— базис в L. Рассмотрим теперь набор

{Aek+1, . . . , Aen} ⊂ imA. (1.86)

Докажем, что этот набор линейно независим. Рассмотрим следую-
щую линейную комбинацию:

n∑
s=k+1

αsAes = θ ⇒ A

(
n∑

s=k+1

αses

)
= θ ⇒

n∑
s=k+1

αses ∈ kerA.

Следовательно, найдутся такие числа βj , j = 1, k, что

αk+1ek+1 + · · ·+ αnen = β1e1 + · · ·+ βkek,

а поскольку набор (1.85) линейно независим, то все числа

αk+1 = · · · = αn = β1 = · · · = βk = 0.

Итак, набор (1.86) линейно независим. Докажем его полноту в imA.
Действительно, для любого y ∈ imA найдется такое x ∈ L, что
справедливы следующие равенства:

y = Ax = A

 n∑
j=1

γjej

 = A

 k∑
j=1

γjej

+A

 n∑
j=k+1

γjej

 =

= θ +A

 n∑
j=k+1

γjej

 =

n∑
j=k+1

γjAej .

Итак, полнота набора (1.86) в imA доказана. Следовательно, этот
набор образует базис в imA. Таким образом, имеют место равенства

dim imA = n−k = dimL−dimkerA⇔ dimkerA+dim imA = dimL.

�

1.69. Следствие. Справедливы следующие равенства:

dimkerAT + dim imAT = dimL∗ = dimL. (1.87)

1.70. Теорема. Следующие три свойства для оператора
A ∈ L(L;L) эквивалентны:

1. Оператор A обратим и A−1 ∈ L(L;L);
2. imA = L;
3. kerA = {θ}.

Доказательство. Докажем, что 1⇒ 2⇒ 3⇒ 1.
Шаг 1. 1 ⇒ 2. Пусть оператор A ∈ L(L;L) обратим. Тогда

уравнение Ax = y имеет единственное решение для любого y ∈ L.
Поэтому imA = L.
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Шаг 2. 2 ⇒ 3. Пусть imA = L. Тогда dim imA = dimL и
из равенства (1.84) вытекает, что dimkerA = 0. Следовательно,
kerA = {θ}.

Шаг 3. 3 ⇒ 1. Пусть kerA = {θ}. Тогда dimkerA = 0. В силу
равенства (1.84) получаем, что dim imA = dimL. Значит, imA = L.
С одной стороны, из равенства imA = L вытекает, что уравнение
Ax = y для каждого y ∈ L = imA имеет решение x ∈ A. С дру-
гой стороны, если для некоторого y0 ∈ L существует два решения
x1, x2 ∈ L, то имеют место следующие равенства:

Ax1 = y0 = Ax2 ⇒ A(x1−x2) = θ ⇒ x1−x2 ∈ kerA = {θ} ⇒ x1 = x2.

Стало быть, для каждого y ∈ L существует единственное решение
x ∈ L уравнения Ax = y. Поэтому определено обратное отображе-
ние A−1. Докажем, что A−1 ∈ L(L;L), т.е. осталось доказать линей-
ность оператора A−1. Пусть y1, y2 ∈ L и α1, α2 ∈ K — произвольны.
Тогда найдутся такие единственные x1, x2 ∈ L, что справедливы
равенства

Ax1 = y1, Ax2 = y2, x1 = A−1y1, x2 = A−1y2,

A−1(α1y1 + α2y2) = A−1(α1Ax1 + α2Ax2) =

= A−1A(α1x1 + α2x2) = α1x1 + α2x2 = α1A−1y1 + α2A−1y2.

Итак, оператор A−1 — линейный. �

9. Инвариантные подпространства линейного оператора

1.71. Определение. Линейное подпространство U ⊂ L называется
инвариантным подпространством относительно линейного операто-
ра A ∈ L(L;L), если

AU ⊂ U,
т.е. Ax ∈ U для всех x ∈ U. Символом A|U мы обозначаем ограни-
чение оператора A на инвариантное подпространство U .

1.72. Лемма. Ограничение A|U линейного оператора A на инвари-
антное подпространство U является линейным оператором:

A|U ∈ L(U ;U).

Доказательство. Пусть x1, x2 ∈ U и α1, α2 ∈ K — произвольны.
Тогда, с одной стороны, поскольку U — линейное подпространство
в линейном пространстве L, то α1x1 +α2x2 ∈ U. С другой стороны,
в силу того, что U — инвариантное подпространство оператора A
справедливы следующие соотношения:

A|U (α1x1 + α2x2) = A(α1x1 + α2x2) =
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= α1Ax1 + α2Ax2 = α1A|Ux1 + α2A|Ux2.
�

1.73. Лемма. Если базис {e1, . . . , en} линейного пространства
L выбран таким образом, что инвариантное подпространство
U = L(e1, . . . , ek), то матрица Ae оператора A в этом базисе имеет
следующий блочный вид:

Ae =

(
B D

O C

)
, (1.88)

где B — матрица оператора A|U в базисе {e1, . . . , ek}, C — квад-
ратная матрица порядка n − k и D — какая–то матрица размера
k × (n− k).

Доказательство. Справедливо следующее равенство:

Aej = aijei. (1.89)

Поскольку {e1, . . . , ek} — это базис инвариантного подпростран-
ства U, то Aej ∈ L(e1, . . . , ek) при j = 1, k и поэтому aij = 0 при
i = k + 1, n. Поэтому справедливо следующее выражение:

(Ae1, . . . , Aek, Aek+1, . . . , Aen) = (e1, . . . , ek, ek+1, . . . , en)×

×



a11 · · · a1k a1k+1 · · · a1n
...

. . .
...

...
. . .

...
ak1 · · · akk akk+1 · · · akn
0 · · · 0 ak+1

k+1 · · · ak+1
n

...
. . .

...
...

. . .
...

0 · · · 0 ank+1 · · · ann


=:

(
B D

O C

)
(1.90)

Заметим, что Aej = A|Uej при j = 1, k. Поэтому из равенства (1.89)
получаем равенство

A|Uej = aijei, j = 1, k, i = 1, k. (1.91)

Но тогда справедливо равенство

(A|Ue1, . . . , A|Uek) = (e1, . . . , ek)

 a11 · · · a1k
...

. . .
...

ak1 · · · akk

 = (e1, . . . , ek)B.

Следовательно, B — матрица оператора A|U в базисе {e1, . . . , ek}
линейного подпространства U ⊂ L. �
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1.74. Лемма. Если L = U ⊕V, где U и V — инвариантные подпро-
странства оператора A ∈ L(L;L), то в базисе {e1, . . . , en} линейного
пространства L таком, что U = L(e1, . . . , ek), V = L(ek+1, . . . , en)
матрица Ae этого линейного оператора имеет следующий вид:

Ae =

(
B O

O C

)
, (1.92)

где B — матрица оператора A|U в базисе {e1, . . . , ek}, а C — мат-
рица оператора A|V в базисе {ek+1, . . . , en}.

Доказательство. Пусть U = L(e1, . . . , ek) и V = L(ek+1, . . . , en).
С одной стороны, справедливо равенство (1.89). С другой сторо-
ны, Aej ∈ L(e1, . . . , ek) при j ∈ 1, k и Aej ∈ L(ek+1, . . . , en) при
j ∈ k + 1, n. Поэтому в равенстве (1.89) aij = 0 при i = k + 1, n,

j = 1, k и aij = 0 при i = 1, k, j = k + 1, n. Следовательно, справед-
ливы следующие выражения:

(Ae1, . . . , Aek, Aek+1, . . . , Aen) = (e1, . . . , ek, ek+1, . . . , en)×

×



a11 · · · a1k 0 · · · 0
...

. . .
...

...
. . .

...
ak1 · · · akk 0 · · · 0

0 · · · 0 ak+1
k+1 · · · ak+1

n
...

. . .
...

...
. . .

...
0 · · · 0 ank+1 · · · ann


=:

(
B O

O C

)
(1.93)

Заметим, что

A|Uej = aijei, i = 1, k, j = 1, k, (1.94)

A|V ej = aijei, i = k + 1, n, j = k + 1, n. (1.95)
Поэтому справедливы следующие равенства:

(A|Ue1, . . . , A|Uek) = (e1, . . . , ek)

 a11 · · · a1k
...

. . .
...

ak1 · · · akk

 = (e1, . . . , ek)B,

(A|V ek+1, . . . , A|V en) = (ek+1, . . . , en)

 ak+1
k+1 · · · ak+1

n
...

. . .
...

ank+1 · · · ann

 =

= (ek+1, . . . , en)C.
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�

1.75. Лемма. Если L = U1⊕U2⊕· · ·⊕Um, то в базисе L, составлен-
ном из базисов инвариантных подпространств U1, . . . , Um оператора
A ∈ L(L;L), матрица Ae оператора A примет следующий вид:

Ae =


A1 O

A2
. . .

O Am

 ,

где Aj — матрица оператора A|Uj в соответствующем базисе линей-
ного подпространства Uj .

10. Собственные векторы

1.76. Основной задачей теории линейных операторов является на-
хождение такого базиса, в котором его матрица является наиболее
простой. Пределом мечтаний является нахождение базиса, в кото-
ром матрица линейного оператора диагональна. Как мы покажем,
такой базис может не существовать.

1.77. Определение. Ненулевой вектор e ∈ L называется собствен-
ным вектором оператора A ∈ L(L;L), если Ae = λe. Число λ ∈ K
называется при этом собственным значением оператора A, отвеча-
ющим собственному вектору e.

1.78. Лемма. Ненулевой вектор e ∈ L является собственным век-
тором оператора A ∈ L(L;L), тогда и только тогда, когда линейное
подпространство L(e) инвариантно и dimL(e) = 1.

Доказательство. Необходимость. Пусть e ∈ L — собственный век-
тор оператора A. Тогда e — базис в линейной оболочке L(e). Пред-
положим, что y ∈ L(e). Тогда найдется такое число α ∈ K, что
y = αe. Справедливы следующие равенства:

Ay = αAe = αλe ∈ L(e).

Следовательно, L(e) — одномерное инвариантное подпространство.
Достаточность. Пусть L(e) — одномерное инвариантное под-

пространство. Пусть e — его базис. Тогда справедливо соотношение

Ae ∈ L(e)⇒ ∃ λ ∈ K, Ae = λe.

Следовательно, e ∈ L — собственный вектор оператора A. �
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1.79. Лемма. Для того чтобы матрица Ae линейного оператора
A ∈ L(L;L) в некотором базисе {e1, . . . , en} ⊂ L была диагональ-
ной, необходимо и достаточно, чтобы базис {e1, . . . , en} состоял из
собственных векторов этого линейного оператора A; при этом диа-
гональные элементы матрицы Ae являются собственными значени-
ями оператора A.

Доказательство. Шаг 1. Достаточность. Пусть {e1, . . . , en} —
это такой базис линейного пространства L, что

Aej = λjej , λj ∈ K.
Тогда для матрицы Ae оператора A в этом базисе имеет следующий
вид:

(Ae1, . . . , Aen) = (λ1e1, . . . , λnen) =

= (e1, . . . , en)


λ1 O

λ2
. . .

O λn

 = (e1, . . . , en)Ae.

Шаг 2. Необходимость. Пусть в базисе {e1, . . . , en} ⊂ L матрица
Ae оператора A ∈ L(L;L) имеет следующий диагональный вид:

Ae =


λ1 O

λ2
. . .

O λn

 ,

но тогда согласно определению матрицы оператора справедливы ра-
венства

(Ae1, . . . , Aen) = (e1, . . . , en)Ae = (e1, . . . , en)


λ1 O

λ2
. . .

O λn

 ,

из которых получаем, что

Aej = λjej , j = 1, n,

причем поскольку {e1, . . . , en} — базис в L, то ej 6= θ. �

1.80. Собственные значения λj , j = 1, n могут попарно совпадать.
Например, у единичного оператора.
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1.81. Пример. Выберем базис в линейном пространстве Pn много-
членов степени не выше n ∈ N следующим специальным образом:

e1 = 1, e2 = t, e3 =
t2

2!
, · · · , en+1 =

tn

n!
. (1.96)

Любой полином pn(t) ∈ Pn можно разложить по базису (1.96) сле-
дующим образом:

pn(t) = a0 + a1t+ a2
t2

2!
+ · · ·+ an

tn

n!
. (1.97)

Теперь изучим вопрос о существовании собственного вектора опе-
ратора дифференцирования D : Pn → Pn−1 ⊂ Pn. С этой целью
применим оператор дифференцирования D к полиному pn(t) и по-
лучим полином pn−1(t) ∈ Pn−1 ⊂ Pn :

pn−1(t)
def :
= Dpn(t) = a1 + a2t+ · · ·+ an

tn−1

(n− 1)!
. (1.98)

Рассмотрим равенство

Dpn(t) = λpn(t)⇒ pn−1(t) = λpn(t). (1.99)

Сначала рассмотрим случай λ 6= 0. Тогда в равенстве (1.99) в правой
части содержится слагаемое с старшей степенью n ∈ N

λan
tn

n!
,

а в левой части слагаемое со старшей степенью — это слагаемое

an
tn−1

(n− 1)!
.

Поскольку равенство (1.99) должно быть выполнено для всех t ∈ R,
то приходим к выводу о том, что λan = 0, т.е. an = 0. Далее по-
вторяем все рассуждения и мы получим в итоге равенство λa0 = 0,
т.е. a0 = 0. Стало быть, с одной стороны, у оператора дифферен-
цирования D : Pn → Pn не может быть собственного вектора с
собственным значением λ 6= 0. С другой стороны, λ = 0 является
собственным значением собственного вектора e1

De1 = θ = 0e1

и других собственных векторов у оператора дифференцирования
нет. Стало быть, у оператора дифференцирования D в линейном
пространстве Pn нет собственного базиса.
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1.82. Теорема. Вектор e ∈ L является собственным вектором
оператора A ∈ L(L;L), соответствующего собственному зна-
чению λ ∈ K, тогда и только тогда, когда в некотором базисе
{e1, . . . , en} справедливо равенство

e = (e1, . . . , en)Xe, (1.100)

где Xe ∈ Kn×1 — нетривиальное решение однородной системы
уравнений

AeXe = λXe, (1.101)
а Ae — матрица оператора A в базисе {e1, . . . , en}.

Доказательство. Необходимость. Пусть e ∈ L — собственный век-
тор оператора A ∈ L(L;L), соответствующий собственному значе-
нию λ ∈ K:

Ae = λe, e 6= θ. (1.102)
Пусть {e1, . . . , en} — базис в L. Разложим собственный вектор
e ∈ L по этому базису и получим следующее равенство:

e = (e1, . . . , en)Xe, Xe ∈ Kn×1. (1.103)

Тогда справедливы следующие равенства

Ae = (Ae1, . . . , Aen)Xe = (e1, . . . , en)AeXe, (1.104)

λe = (e1, . . . , en)λXe. (1.105)
Следовательно, из равенств (1.102)–(1.105) получаем цепочку ра-
венств

(e1, . . . , en)AeXe = (e1, . . . , en)λXe ⇔
⇔ (e1, . . . , en) (AeXe − λXe) = θ ⇔

⇔ AeXe − λXe = O ⇔ AeXe = λXe, (1.106)

поскольку {e1, . . . , en} — базис.
Достаточность. Справедливо следующее равенство:

e = (e1, . . . , en)Xe 6= θ,

поскольку в противном случае

(e1, . . . , en)Xe = θ

в силу линейной независимости системы векторов {e1, . . . , en} по-
лучим Xe = O, что противоречит условию Xe 6= O.

Из (1.100), (1.101), поскольку {e1, . . . , en} — базис, вытекают
следующие равенства:

(e1, . . . , en)AeXe = (e1, . . . , en)λXe, e 6= θ,

A(e1, . . . , en)Xe = λ(e1, . . . , en)Xe,

Ae = λe, e 6= θ.
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Следовательно, e — собственный вектор оператора A ∈ L(L;L),
соответствующее собственному значению λ ∈ K. �

1.83. Лемма. Если Xe — решение однородной системы уравнений
(1.101), записанной в базисе {e1, . . . , en}, то в любом другом базисе
{e1′ , . . . , en′} справедливо равенство

Ae′Xe′ = λXe′ . (1.107)

Доказательство. Действительно, пусть

(e1′ , . . . , en′) = (e1, . . . , en)C. (1.108)

Тогда имеем
Ae′ = C−1AeC, X ′e = C−1Xe. (1.109)

Из равенства (1.101) с учетом (1.108), (1.109) приходим к следую-
щим равенствам:

C−1AeXe = λC−1Xe ⇔ C−1AeCC
−1Xe = λC−1Xe ⇔

⇔ Ae′Xe′ = λXe′ .

�

1.84. Таким образом, вопрос о существовании собственного векто-
ра у линейного оператора сводится к изучению однородной систе-
мы уравнений (1.101), а именно к изучению вопроса существова-
ния нетривиального решения (решений) этой системы уравнений.
В частности, из общей теории линейных однородных квадратных
систем уравнений вытекает следующее утверждение:

1.85. Лемма. Для того чтобы существовало нетривиальное ре-
шение уравнения (1.101), необходимо и достаточно, чтобы
det(Ae − λI) = 0.

1.86. Определение. Многочлен f(λ) = det(Ae − λI) называется
характеристическим многочленом.

1.87. Лемма. Характеристический многочлен не зависят от выбо-
ра базиса, в котором записана матрица Ae линейного оператора
A ∈ L(L;L).

Доказательство. С учетом (1.109) справедлива следующая цепочка
равенств:

Ae′ − λI = C−1AeC − λC−1C = C−1(Ae − λI)C,
из которой получаем равенства

det(Ae′ − λI) = det(C−1(Ae − λI)C) =
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= detC−1 det(Ae − λI) detC =
1

detC
det(Ae − λI) detC =

= det(Ae − λI).

�

1.88. Отметим, что из (1.86) вытекает, что характеристический
многочлен имеет следующий вид:∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 − λ a12 · · · a1n
a21 a22 − λ · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Из этого явного вида вытекает, в частности, что коэффициент при
λn равен (−1)n, а коэффициент при λ0 равен detAe. Несколько
сложнее заметить, что коэффициент при λn−1 равен − trA, где

trA = a11 + · · ·+ ann.

1.89. Теорема. Корни характеристического многочлена из по-
ля K, над которым рассматривается линейное пространство L
(A ∈ L(L;L)) в точности собственные значения линейного опе-
ратора.

Доказательство. Это следствие теоремы 1.82, леммы 1.85 и опре-
деления 1.86. �

1.90. Лемма. Любой оператор A ∈ L(L;L) в комплексном линей-
ном пространстве L имеет собственный вектор.

Доказательство. Согласно основной теореме алгебры уравнение
det(Ae − λI) = 0 имеет корень λ0 ∈ C. Поэтому существует нетри-
виальное решение линейной однородной системы уравнений

AeXe = λ0Xe.

Но тогда e = (e1, . . . , en)Xe 6= θ в силу результата теоремы 1.82
является нетривиальным решением уравнения

Ae = λ0e,

т.е. собственным вектором оператора A, соответствующим собствен-
ному значению λ0. �
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11. Комплексификация∗
При первом чтении параграф можно опустить.

1.91. Пусть линейное пространство L определено над полем ве-
щественных чисел и оператор A линейный относительно линейных
комбинаций с вещественными числами. Нам нужно построить такое
продолжение AC этого оператора, чтобы он был тоже линейным, но
уже относительно линейных комбинаций относительно комплекс-
ных чисел, причем сужение AC на векторы исходного линейного
пространства совпадало с исходным оператором A. С этой целью
нам нужно воспользоваться процедурой «комплексификации». Эта
процедура аналогичны построению множества комплексных чисел
из множества вещественных чисел.

Определим линейное пространство LC как множество упорядо-
ченных пар (x, y), где x, y ∈ L. Определим операции сложения и
умножения на комплексные числа следующим образом:

(x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2),

(λ+ iµ)(x, y) = (λx− µy, µx+ λy).

Отождествим каждую пару вида (x, θ) с вектором x ∈ L. Тогда
линейное пространство L окажется вложенным подпространством в
LC в виде вещественного подпространства.

Пусть теперь {e1, . . . , en} базис в L. Тогда набор

{(e1, θ), . . . , (en, θ)}
образует «вещественный» базис построенного пространства LC .
Действительно, с одной стороны, заметим, что

i(ek, θ) = (θ, ek), k = 1, n.

С другой стороны, справедлива следующая цепочка равенств:

(x, y) = (x, θ) + (θ, y) =
n∑
j=1

xj(ej , θ) +
n∑
k=1

yk(θ, ek) =

=
n∑
j=1

xj(ej , θ) + i
n∑
k=1

yk(ek, θ) =
n∑
s=1

(xs + iys)(ej , θ),

где

x =
n∑
j=1

xjej , y =
n∑
k=1

ykek.

Введем оператор AC следующим образом:

AC(x, y)
def :
= (Ax,Ay) для всех x, y ∈ L.
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Докажем, что оператор AC ∈ L(LC ,LC). Действительно, пусть

α1 = λ1 + iµ1, α2 = λ2 + iµ2.

Тогда справедливы следующие равенства:

AC(α
1(x1, y1) + α2(x2, y2)) =

= AC
(
(λ1x1 − µ1y1, µ1x1 + λ1y1) + (λ2x2 − µ2y2, µ2x2 + λ2y2)

)
=

= AC
(
λ1x1 − µ1y1 + λ2x2 − µ2y2, µ1x1 + λ1y1 + µ2x2 + λ2y2

)
=

=
(
A(λ1x1 − µ1y1 + λ2x2 − µ2y2), A(µ1x1 + λ1y1 + µ2x2 + λ2y2)

)
=

= (λ1Ax1 − µ1Ay1, µ1Ax1 + λ1Ay1)+

+ (λ2Ax2 − µ2Ay2, µ2Ax2 + λ2Ay2) =

= α1AC(x1, y1) + α2AC(x2, y2). (1.110)

В «вещественном» базисе {(e1, θ), . . . , (en, θ)} матрица ACe опера-
тора AC определяется следующим образом:

(AC(e1, θ), . . . AC(en, θ)) = ((Ae1, θ), . . . , (Aen, θ)) =

= ((e1, θ), . . . (en, θ))ACe,

где

ACe =

 a11 · · · a1n
...

. . .
...

an1 · · · ann

 ,

причем, как нетрудно заметить, что

(Ae1, . . . , Aen) = (e1, . . . , en)Ae,

где

Ae =

 a11 · · · a1n
...

. . .
...

an1 · · · ann

 ,

т.е. матрицы ACe = Ae в «вещественном» базисе. Хотя в LC суще-
ствуют другие базисы.

1.92. Лемма. Если элемент (x, y) ∈ LC является собственным век-
тором оператора AC с мнимым собственным значением λ+iµ, µ 6= 0,
λ, µ ∈ R, то U = L(x, y) ⊂ L — двумерное инвариантное подпро-
странство для оператора A, причем

Ax = λx− µy, Ay = µx+ λy. (1.111)
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Доказательство. Пусть
AC(x, y) = (λ+ iµ)(x, y), µ 6= 0, x, y ∈ L, (x, y) 6= (θ, θ).

Отсюда получаем равенство

(Ax,Ay) = (λx− µy, µx+ λy),

которое равносильно двум равенствам из (1.111). Теперь докажем,
что x 6= θ. Действительно, пусть x = θ. Тогда из (1.111) получаем,
что µy = θ. Поскольку по условию µ 6= 0, то приходим к выводу о
том, что y = θ, но тогда (x, y) = (θ, θ). Противоречие. Точно также
доказываем, что y 6= θ.

Теперь докажем, что векторы x и y линейно независимы. Пусть
они линейно зависимы. Тогда найдется такое R 3 α 6= 0, что

y = αx.

Подставляя это равенство в (1.111), получим равенства

Ax = λx− µαx, αAx = µx+ λαx.

Исключая Ax, с одной стороны, приходим к следующему равенству:

µ(1 + α2)x = θ ⇒ µ(1 + α2) = 0,

поскольку по доказанному x 6= θ. С другой стороны, µ 6= 0 по
условию. Следовательно, 1+α2 = 0 и α ∈ R. Противоречие. Значит,
dimL(x, y) = 2. �

12. Собственные векторы. Продолжение

1.93. Теорема. Любой оператор A ∈ L(L;L) в линейном про-
странстве L над полем вещественных чисел имеет одномерное
или (и) двумерное инвариантное подпространство.

Доказательство. Шаг 1. Вещественный корень. Если существует
вещественный корень характеристического многочлена det(Ae−λI),
то существует собственный вектор e 6= θ этого оператора, а следо-
вательно, его линейная оболочка L(e) является одномерным инва-
риантным подпространством этого оператора.

Шаг 2. Комплексный корень. Пусть λ0 = l + iµ ∈ C при µ 6= 0
— корень характеристического многочлена, который, как мы знаем,
существует в силу основной теоремы алгебры, т.е. det(Ae−λ0I) = 0.
В силу этого равенства однородная система уравнений

AeZ = (l + iµ)Z, Z ∈ Cn×1

имеет нетривиальное решение Z = X + iY, X, Y ∈ Rn×1. Справед-
лива следующая цепочка равенств:

Ae(X+iY ) = (l+iµ)(X+iY )⇔ AeX+iAeY = lX−µY +i(lY +µX),
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из которой получаем два равенства

AeX = lX − µY, AeY = lY + µX. (1.112)

Рассмотрим элементы линейного пространства L :

u = (e1, . . . , en)X и v = (e1, . . . , en)Y. (1.113)

Справедливы следующие равенства:

(e1, . . . , en)AeX = A(e1, . . . , en)X = Au,

(e1, . . . , en)AeY = A(e1, . . . , en)Y = Av.

Тогда из равенств (1.112) с учетом (1.113) получим следующие ра-
венства:

Au = lu− µv, Av = lv + µu, u, v ∈ L. (1.114)

Отсюда сразу же в силу линейности оператора A получаем, что
линейное подпространство L(u, v) является инвариантным подпро-
странством для оператора A.

Шаг 4. Размерность. Докажем, что detL(u, v) = 2.
Сначала докажем, что X 6= O. Действительно, пусть X = O.

Тогда из (1.112) вытекает равенство

µY = 0⇒ Y = O,

поскольку µ 6= 0. Следовательно, Z = X+iY = O, что противоречит
нетривиальности Z 6= O. Итак, X 6= O.

Теперь докажем, что Y 6= O. Пусть Y = O. Тогда из (1.112)
получаем равенство

µX = 0⇒ X = O,

поскольку µ 6= 0. Следовательно, Z = X+iY = O, что противоречит
нетривиальности Z 6= O. Итак, Y 6= O.

Предположим, что столбцы X и Y линейно зависимы. Тогда
существует такое α ∈ R такое, что X = αY, и из равенств (1.112)
получаем следующие выражения:

αAeY = αλY − µY, AY = λY + αµY, Y 6= O,

из которых исключая AY получим равенство µα2 + µ = 0, которое
невозможно поскольку µ 6= 0. Итак, столбцы X и Y линейно неза-
висимы, а, стало быть, линейно независимы и элементы (1.113).
Значит, detL(u, v) = 2. �

1.94. Лемма. Множество всех e ∈ L таких, что

e = (e1, . . . , en)Xe, (1.115)

где Xe пробегает все множество решений линейной однородной си-
стемы уравнений

AeXe = λXe, Xe ∈ Kn×1, λ ∈ K (1.116)
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образуют линейное подпространство

Vλ(A)
def :
= ker(A− λI) ⊂ L, (1.117)

где Ae — матрица оператора A ∈ L(L;L) в базисе {e1, . . . , en} ли-
нейного пространства L.

Доказательство. Заметим, что Vλ(A) — это есть линейное под-
пространство в L, состоящее из линейной оболочки всех собствен-
ных векторов оператора A, соответствующих собственному значе-
нию λ ∈ K. Утверждение леммы вытекает из результатов теоремы
1.82, а также установленного ранее свойства, что ядро линейного
оператора образует линейное подпространство. �

1.95. Определение. Подпространство Vλ(A)
def :
= ker(A − λI) назы-

вается собственным подпространством линейного оператора A.

1.96. Теорема. Собственные векторы, соответствующие раз-
личным собственным значениям λ1, . . . , λm оператора A, линейно
независимы.

Доказательство. Докажем утверждение теоремы по индук-
ции. При m = 1 доказывать нечего. Пусть m > 1 и
θ 6= ek ∈ Vλk = ker(A − λkI) и k = 1,m и утверждение теоремы
выполнено для m − 1 собственных векторов. Рассмотрим следую-
щую линейную комбинацию:

α1e1 + · · ·+ αm−1em−1 + αmem = θ. (1.118)

Применим оператор A к обеим частям равенства (1.118) и в резуль-
тате получим равенство

α1Ae1 + · · ·+ αm−1Aem−1 + αmAem = θ ⇒
⇒ λ1α

1e1 + · · ·+ λm−1α
m−1em−1 + λmα

mem = θ. (1.119)

Теперь умножим обе части равенства (1.118) на λm и вычтем полу-
чившееся равенство из (1.119). В результате получим равенство

α1(λ1 − λm)e1 + · · ·+ αm−1(λm−1 − λm)em−1 = θ. (1.120)

Поскольку все собственные числа попарно не совпадают и в силу
предположения индукции векторы e1, . . . , em−1 линейно независи-
мы получаем, что α1 = · · · = αm−1 = 0. Тогда из равенства (1.118)
получаем, что αm = 0. Итак, равенство (1.118) возможно тогда и
только тогда, когда все числа α1 = · · · = αm = 0, т.е. соответствую-
щие собственные векторы линейно независимы. �
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1.97. Следствие. Если характеристический многочлен det(A−λI)
имеет n = dimL различных корней из поля K, над которым опре-
делено линейное пространство L, то существует собственный
базис этого оператора в линейном пространстве L.

Доказательство. Пусть λ1, . . . , λn — попарно различные собствен-
ные числа из поля K, а ek при k = 1, n — это соответствующие
собственные векторы. В силу результата теоремы 1.96 получаем,
что они линейно независимы и их число совпадает с размерностью
n линейного пространства L. Значит, они образуют базис. �

1.98. Результат этого следствия является достаточным условием
существования собственного базиса линейного оператора. Напри-
мер, с одной стороны, характеристический многочлен единичного
оператора равен f(λ) = (1 − λ)n и имеет n–кратный корень λ = 1.
С другой стороны, любой базис линейного пространства L является
собственным для единичного оператора.

1.99. Пример. Пусть L = U⊕W . Тогда для любого x ∈ L найдутся
такие единственные y ∈ U и z ∈ W, что справедливо равенство
x = y + z. Определим следующее отображение:

Px = y. (1.121)

Сначала докажем, что это отображение P ∈ L(L;L). Действитель-
но, пусть

x1 = y1 + z1, x2 = y2 + z2, y1, y2 ∈ U, z1, z2 ∈W, α1, α2 ∈ K.
Тогда имеем

α1x1 + α2x2 = (α1y1 + α2y2) + (α1z1 + α2z2),

причем α1y1+α
2y2 ∈ U и α1z1+α

2z2 ∈W и справедлива следующая
цепочка равенств:

P (α1x1 + α2x2) = α1y1 + α2y2 = α1P (x1) + α2P (x2).

Введенный оператор P называется проектором на подпростран-
ство U параллельно подпространству W . Отметим, что подпро-
странства U и W являются инвариантными подпространствами про-
ектора P . Действительно, справедливы следующие равенства:

Px = x = 1x для всех x ∈ U, (1.122)

Px = θ = 0x для всех x ∈W, (θ ∈W ). (1.123)

Значит, U = V1(P ) = ker(P −1 · I) и W = V0(P ) = ker(P −0 · I). И у
оператора P существует собственный базис {e1, . . . , em, em+1, . . . , en},
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где L(e1, . . . , em) = U и L(em+1, . . . , en) = W . В этом базисе мат-
рица оператора P имеет следующий диагональный вид:

1 O
. . .

1

0
. . .

O 0


.

1.100. Теорема. Оператор P ∈ L(L;L) является проектором для
каких–то линейных подпространств U и W, L = U ⊕W, тогда и
только тогда, когда справедливо равенство P 2 = P.

Доказательство. Необходимость. Пусть P ∈ L(L;L), L = U ⊕W
и P — проектор на U параллельно W . Тогда для каждого x ∈ L
найдутся такие единственные y ∈ U и z ∈W, что

x = y + z ⇒ P 2x = P (Px) = Py = y = Px⇒ P 2 = P.

Достаточность. Пусть P 2 = P . Ранее нами было доказано равен-
ство

dimkerA+ dim imA = dimL.

Отсюда вытекает, что kerA⊕ imA = L точно тогда, когда

kerA ∩ imA = {θ}.
Докажем теперь, что L = kerP ⊕ imP. Для этого нам нужно до-
казать, что kerP ∩ imP = {θ}. Действительно, пусть x ∈ imP, т.е.
найдется такое y ∈ L, что x = Py. Тогда справедливы равенства

P (x) = P 2(y) = P (y) = x.

Поэтому если x ∈ kerP ∩ imP, то x = P (x) = θ. Следовательно,

kerP ∩ imP = {θ} ⇒ L = kerP ⊕ imP

и поэтому разложение любого элемента x ∈ L вида

x = y + z, y ∈ kerP, z ∈ imP

единственно. Рассмотрим следующее разложение:

x = (x− P (x)) + P (x).

Заметим, что P (x − P (x)) = P (x) − P 2(x) = P (x) − P (x) = θ.
Следовательно, имеем x − P (x) ∈ kerP, а P (x) ∈ imP. Итак, P —
проектор на U = imP параллельно W = kerP. �



12. Собственные векторы. Продолжение 41

1.101. Лемма. Характеристический многочлен ограничения линей-
ного оператора на инвариантное подпространство делит характери-
стический многочлен самого оператора.

Доказательство. Пусть U ⊂ L — это инвариантное подпростран-
ства линейного оператора A ∈ L(L;L) и B = A|U — ограничение
линейного оператора A на инвариантном подпространстве U. Рас-
смотрим следующий базис в L :

{e1, . . . , em, em+1, . . . , en}, U = L(e1, . . . , em).

В этом базисе, как нами ранее было показано, матрица Ae оператора
A имеет следующий вид:

Ae =

(
Be ∗
O Ce

)
,

где Be — это матрица оператора B = A|U в базисе {e1, . . . , em}.
Заметим, что справедливо следующее равенство:

Ae − λI =

(
Be − λI ∗

O Ce − λI

)
⇒

⇒ det(Ae − λI) = det(Be − λI) det(Ce − λI). (1.124)

Следовательно, характеристический многочлен det(Ae − λI) опера-
тора A делится на характеристический многочлен det(Be−λI) опе-
ратора B = A|U . �

1.102. Определение. Алгебраической кратностью nλ0 собственно-
го значения λ0 называется его кратность как корня характеристи-
ческого многочлена.

1.103. Определение. Геометрической кратностью pλ0 собственного
значения λ0 называется размерность собственного подпространства
Vλ0(A) = ker(A− λ0I).

1.104. Теорема. Алгебраическая кратность nλ0 собственного
значения λ0 не меньше его геометрической кратности pλ0 :

nλ0 > pλ0 .

Доказательство. Рассмотрим собственное подпространство

Vλ0(A) = ker(A− λ0I)
оператора A ∈ L(L;L), соответствующее собственному значению
λ0. Ранее мы доказали, что оно инвариантно относительно операто-
ра A. Сужение оператора A на Vλ0(A) равно

B = A|Vλ0 = λ0I|Vλ0 ,
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где I|Vλ0 единичный оператор на Vλ0 ⊂ L. Характеристический мно-
гочлен оператора введенного оператора B имеет следующий вид:

det(Be − λI|Vλ0 ) = (λ− λ0)pλ0 ,
поскольку размер квадратной матрицы Be равен размерности под-
пространства Vλ0(A). В силу результата леммы 1.101 характеристи-
ческий многочлен det(Ae − λI) оператора A делится на характери-
стический многочлен (λ− λ0)pλ0 оператора B. Но это означает, что
алгебраическая кратность nλ0 собственного значения λ0 как корня
характеристического многочлена det(Ae−λI) не меньше, чем pλ0 —
его геометрическая кратность. �

1.105. Теорема. Для существования базиса из собственных век-
торов линейного оператора A ∈ L(L;L), необходимо и доста-
точно, чтобы выполнялись следующие условия:

1) характеристический многочлен det(A− λI) разлагается
на линейные множители из поля K, над которым рас-
сматривается линейное пространство L;

2) геометрическая кратность pλ каждого собственного
значения равна алгебраической кратности nλ.

Доказательство. Пусть λ1, . . . , λs — все корни характеристическо-
го многочлена det(A − λI) из поля K и nλ1 , . . . , nλs — их алгеб-
раические кратности, а Vλi , i = 1, s — это соответствующие соб-
ственные подпространства, размерности pλi . Согласно результату
теоремы 1.104 имеют место следующие соотношения:

pλi := dimVλi 6 nλi (1.125)

и, значит, имеют место следующие неравенства:
s∑
i=1

dimVλi =
s∑
i=1

pλi 6
s∑
i=1

nλi 6 n. (1.126)

Однако единственный способ получить базис из собственных векто-
ров — взять объединение базисов собственных подпространств. Для
того чтобы при этом действительно получился базис пространства
L, необходимо и достаточно, чтобы

s∑
i=1

dimVλi = n.

Отсюда и с учетом (1.125) и (1.126) приходим к двум условиям:
s∑
i=1

nλi = n и pλi = nλi .
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Первое из этих условий означает, что характеристический много-
член разлагается на линейные множители из поля K, а второе —
это второе условие теоремы. �

1.106. Спектральное разложение. Пусть выполнены условия тео-
ремы 1.105 и λ1, . . . , λs — все различные собственные значения
оператора A ∈ L(L;L) из поля K, над которым определено ли-
нейное пространство L. Тогда справедливо разложение линейного
пространства L в прямую сумму

L = Vλ1 ⊕ · · · ⊕ Vλs , Vλj = ker(A− λjI), j = 1, s.

Отметим, что
A|Vλj = λjI|Vλj ,

где I|Vλj — единичный оператор на Vλj . Символом Pj обозначим
проектор на собственное подпространство Vλj . Отметим, что тогда

Pj |Vλj = I|Vλj , j = 1, s.

Тогда справедливо следующее спектральное разложение линейного
оператора A:

A =

s∑
j=1

λjPj .


