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ÏÐÅÄÈÑËÎÂÈÅ

Ïðåäëàãàåìîå âíèìàíèþ ÷èòàòåëÿ ó÷åáíîå ïîñîáèå ïîëíîñòüþ îõâàòûâàåò
êàê òðàäèöèîííûé ìàòåðèàë, òàê è íåêîòîðûå âîïðîñû, êîòîðûå âûõîäÿò çà
ðàìêè ñòàíäàðòíîé ïðîãðàììû è â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà îáû÷íî
íå ðàññìàòðèâàþòñÿ. Ñþäà ìîæíî îòíåñòè ëîãàðèôìè÷åñêèé ïðèçíàê
è ïðèçíàê Ðààáå, òåîðåìó Ìåðòåíñà, íåêîòîðûå ìåòîäû ñóììèðîâàíèÿ
ðÿäîâ è ðÿä äðóãèõ âîïðîñîâ. Âñåãî â ïîñîáèè ðàçîáðàíî áîëåå
ïîëóñîòíè çàäà÷ ðàçëè÷íîé ñëîæíîñòè, ïðè÷åì íåêîòîðûå èç íèõ çà
ñ÷åò âûáîðà íåòðàäèöèîííûõ äîêàçàòåëüñòâ ðåøåíû áîëåå ïðîñòî è
íàãëÿäíî (íàïðèìåð, ïîêàçàíî, ÷òî èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü îáîáùåííûé
ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåíèÿ
ñõîäèìîñòè, õîòÿ îáû÷íî äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è ïðèìåíÿåòñÿ
èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê Êîøè-Ìàêëîðåíà).

Â íàñòîÿùåì ïîñîáèè ñäåëàíà ïîïûòêà ñîõðàíèòü ñòèëü è ñòðóêòóðó
âçÿòîãî çà îáðàçåö ó÷åáíèêà "Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç â âîïðîñàõ
è çàäà÷àõ", ñòàâøåãî êëàññè÷åñêèì äëÿ ìíîãèõ ïîêîëåíèé ñòóäåíòîâ
ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ. Ýòî ñòðåìëåíèå ïðîÿâèëîñü òàêæå è ïðè
âûáîðå íàçâàíèÿ ïîñîáèÿ.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü Âàëåíòèíó Ôåäîðîâè÷ó
Áóòóçîâó çà âíèìàíèå ê ðàáîòå, ðåäàêòîðñêóþ ïîääåðæêó è öåííûå
êðèòè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ.
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�1. Ïîíÿòèå ÷èñëîâîãî ðÿäà. Êðèòåðèé Êîøè è
íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè.

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è òåîðåìû

1. Îïðåäåëåíèå ÷èñëîâîãî ðÿäà. Ïîíÿòèå ñõîäèìîñòè ðÿäà. Ïóñòü
{an} � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ñîñòàâèì
èç åå ýëåìåíòîâ âûðàæåíèå âèäà

a1 + a2 + . . .+ an + . . . =
∞∑
n=1

an. (1)

Îïðåäåëåíèå 1: âûðàæåíèå âèäà (1) ïðèíÿòî íàçûâàòü ÷èñëîâûì ðÿäîì
èëè ïðîñòî ðÿäîì, à ýëåìåíòû an � ÷ëåíàìè äàííîãî ðÿäà.

Îïðåäåëåíèå 2: n-îé ÷àñòè÷íîé ñóììîé ðÿäà (1) íàçûâàåòñÿ ñóììà n
åãî ïåðâûõ ÷ëåíîâ. Áóäåì îáîçíà÷àòü åå ñèìâîëîì Sn, ò.å.

Sn = a1 + a2 + . . .+ an =
n∑

k=1

ak.

Îïðåäåëåíèå 3: ðÿä (1) íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñõîäèòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì. Ïðåäåë S ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{Sn} ïðè ýòîì íàçûâàþò ñóììîé ðÿäà (1), è ïèøóò ðàâåíñòâî

S =
∞∑
n=1

an.

Â ñëó÷àå, êîãäà {Sn} íå èìååò ïðåäåëà, ðÿä (1) íàçûâàåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ.
Âàæíåéøåé çàäà÷åé òåîðèè ðÿäîâ ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ïðèçíàêîâ,

ïîçâîëÿþùèõ ñóäèòü î ñõîäèìîñòè èëè ðàñõîäèìîñòè äàííîãî ðÿäà.
ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ. Èíîãäà ïîä ñóììîé ðÿäà ïîíèìàåòñÿ ñóììà â íåêîòîðîì

îáîáùåííîì ñìûñëå, ÷òî ïîçâîëÿåò ñóììèðîâàòü ðÿäû, êîòîðûå ïî
îïðåäåëåíèþ 3 ðàñõîäÿòñÿ [1]. Òàê, ðÿä 1 − 1 + 1 − 1 + . . . + (−1)n−1 + . . .

â ñìûñëå íàøåãî îïðåäåëåíèÿ ðàñõîäèòñÿ (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1, 0, 1, 0, . . .

åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì íå èìååò ïðåäåëà), îäíàêî åùå Ë. Ýéëåð ïðèïèñûâàë
åìó ñóììó, ðàâíóþ 1/2 [2]. Äàëåå ïîä ñõîäèìîñòüþ ðÿäîâ ïîíèìàåòñÿ
òîëüêî ñõîäèìîñòü â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3.
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2. Êðèòåðèé Êîøè. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîãî
ðÿäà. Ñõîäèìîñòü ðÿäà ýêâèâàëåíòíà ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åãî
÷àñòè÷íûõ ñóìì, ïîýòîìó ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 1 (êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè ðÿäà): äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà (1)
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâîâàë íîìåð
N òàêîé, ÷òî ïðè âñÿêîì íàòóðàëüíîì p è âñåõ n ≥ N èìåëî ìåñòî
íåðàâåíñòâî

|Sn+p − Sn| =
∣∣∣∣

n+p∑

k=n+1

ak

∣∣∣∣ < ε. (2)

Ñëåäñòâèå 1: åñëè ðÿä (1) ñõîäèòñÿ, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

rn =
∞∑

k=n+1

ak

ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé. Îáû÷íî rn íàçûâàþò n-ì îñòàòêîì ðÿäà (1).
Ñëåäñòâèå 2: äëÿ ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîãî ðÿäà (1) íåîáõîäèìî, ÷òîáû

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} åãî ÷ëåíîâ ÿâëÿëàñü áåñêîíå÷íî ìàëîé.
3. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ. Èç îïðåäåëåíèÿ

ñóììû ðÿäà è àðèôìåòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
âûòåêàþò ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 2: ïóñòü äàíû äâà ÷èñëîâûõ ðÿäà:

à)
∞∑
n=1

an è á)
∞∑
n=1

a′n.

Ïóñòü ýòè ðÿäû ñõîäÿòñÿ è èìåþò ñóììû S è S ′ ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ðÿä

â)
∞∑
n=1

(αan + βa′n)

òàêæå ñõîäèòñÿ ïðè ëþáûõ α, β ∈ R, ïðè÷åì åãî ñóììà ðàâíà αS + βS ′.
Ñëåäñòâèå: åñëè ðÿä à) ñõîäèòñÿ, à ðÿä á) ðàñõîäèòñÿ, òî ïðè ëþáûõ

α, β ∈ R, β 6= 0 ðÿä â) ÿâëÿåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ.
Òåîðåìà 3: îòáðàñûâàíèå ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ ðÿäà (èëè

äîáàâëåíèå ê ðÿäó ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ) íå âëèÿåò íà ñõîäèìîñòü
èëè ðàñõîäèìîñòü ýòîãî ðÿäà.
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Êîíòðîëüíûå âîïðîñû è çàäàíèÿ

1. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèÿ: à) ÷èñëîâîãî ðÿäà; á) n-îé ÷àñòè÷íîé
ñóììû ðÿäà; â) ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà è åãî ñóììû; ã) ðàñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà.

2. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû: à) ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà; á) ðàñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà ñ
íåîãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ÷àñòè÷íûõ ñóìì; â) ðàñõîäÿùåãîñÿ
ðÿäà, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì êîòîðîãî îãðàíè÷åíà.

3. Êàæäîìó ðÿäó îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî
÷àñòè÷íûõ ñóìì. Ïîêàæèòå, ÷òî ñïðàâåäëèâî òàêæå è îáðàòíîå
óòâåðæäåíèå: âñÿêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì íåêîòîðîãî ðÿäà.

4. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òåîðåìó î íåîáõîäèìîì è äîñòàòî÷íîì
óñëîâèè ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîãî ðÿäà. Êàêèå ñëåäñòâèÿ èç íåå âûòåêàþò?

5. Êàêèå ñâîéñòâà ñõîäÿùèõñÿ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ âàì èçâåñòíû?
Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå ñîîòâåòñòâóþùèå òåîðåìû.

6. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ñóììå äâóõ ðÿäîâ, èç êîòîðûõ: à) îäèí ðÿä
ñõîäèòñÿ, à äðóãîé ðàñõîäèòñÿ; á) îáà ðÿäà ðàñõîäÿòñÿ? Îòâåò îáîñíóéòå.

Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷

1. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì, äîêàçàòü ñõîäèìîñòü è íàéòè ñóììó ðÿäà
∞∑
n=1

1

(3n− 2)(3n+ 1)
.

4 Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå äëÿ n-îé ÷àñòè÷íîé ñóììû äàííîãî ðÿäà:

Sn =
1

1 · 4 +
1

4 · 7 + . . .+
1

(3n− 2)(3n+ 1)
=

=
1

3

[(
1− 1

4

)
+

(
1

4
− 1

7

)
+ . . .+

(
1

3n− 2
− 1

3n+ 1

)]
=

1

3

(
1− 1

3n+ 1

)
.

Î÷åâèäíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn} ñõîäèòñÿ è èìååò ïðåäåë, ðàâíûé 1/3.
Òåì ñàìûì, ñõîäèòñÿ è íàø ðÿä, ïðè÷åì åãî ñóììà ðàâíà 1/3. N

2. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì, äîêàçàòü ðàñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑
n=1

1√
(2n− 1)(2n+ 1)

.
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4 Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì
äàííîãî ðÿäà íå îãðàíè÷åíà. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâàìè

1√
(2n− 1)(2n+ 1)

>
1

2n
>

1

2
ln
n+ 1

n
,

äîêàçàòåëüñòâî êîòîðûõ ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ, è îöåíèì âåëè÷èíó Sn:

Sn =
1√
1 · 3 +

1√
3 · 5 + . . .+

1√
(2n− 1)(2n+ 1)

>
1

2
+

1

4
+ . . .+

1

2n
>

>
1

2

(
ln 2 + ln

3

2
+ . . .+ ln

n+ 1

n

)
=

1

2
ln(n+ 1).

Èòàê, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn} íå îãðàíè÷åíà ñâåðõó è ïîòîìó ðàñõîäèòñÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ðàñõîäèòñÿ è ðàññìàòðèâàåìûé ðÿä. N

3. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì, èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä
∞∑
n=1

1

nα
.

Ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ: ñëó÷àé ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà (êîãäà α = 1) è
ñëó÷àé îáîáùåííîãî ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà (êîãäà α > 1).
4 Äîêàæåì ðàñõîäèìîñòü ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà. Ïîëîæèì n = 2k, òîãäà

Sn = S2k = 1 +
1

2
+

(
1

3
+

1

4

)
+

(
1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8

)
+ . . .+

+

(
1

2k−1 + 1
+ . . .+

1

2k

)
≥ 1 +

1

2
+ 2 · 1

22 + . . .+ 2k−1 · 1

2k
= 1 +

k

2
>
k

2
.

Èç ïîñëåäíåé îöåíêè ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî
A > 0 âñåãäà ìîæíî óêàçàòü íîìåð n = 2k òàêîé, ÷òî Sn > k/2 > A

(äîñòàòî÷íî âçÿòü k > 2A). Òåì ñàìûì, ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {S2k} íå
îãðàíè÷åíà. Çíà÷èò, íå îãðàíè÷åíà è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì
ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà, îòêóäà âûòåêàåò åãî ðàñõîäèìîñòü.

Ðàññìîòðèì îáîáùåííûé ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä. Åãî ÷àñòè÷íûå ñóììû

S ′n = 1 +
1

2α
+ . . .+

1

nα

ìîíîòîííî âîçðàñòàþò, ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè äîñòàòî÷íî
ïðîâåðèòü îãðàíè÷åííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {S ′n}. Âîçüìåì êàêîå-
ëèáî k ñ óñëîâèåì n < 2k. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè ïîëîæèòåëüíîì
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çíàìåíàòåëå ñóììà ÷ëåíîâ áåñêîíå÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè íå
ìåíüøå ñîîòâåòñòâóþùåé ñóììû ÷ëåíîâ êîíå÷íîé, ïîëó÷èì:

S ′n < S ′2k = 1 +
1

2α
+

(
1

3α
+

1

4α

)
+

(
1

5α
+

1

6α
+

1

7α
+

1

8α

)
+ . . .+

+

(
1

(2k−1 + 1)α
+ . . .+

1

2kα

)
≤ 1 + 1 +

(
1

2α
+

1

2α

)
+

+

(
1

4α
+

1

4α
+

1

4α
+

1

4α

)
+ . . .+

(
1

2(k−1)α + . . .+
1

2(k−1)α

)
=

= 1 + 1 + 2 · 1

2α
+ 4 · 1

22α + . . .+ 2k−1 · 1

2(k−1)α ≤ 1 +
1

1− 21−α .

Íàéäåííàÿ îöåíêà âåðíà äëÿ ëþáîãî n. Îãðàíè÷åííîñòü {S ′n}, à çíà÷èò, è
ñõîäèìîñòü îáîáùåííîãî ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà, äîêàçàíà. N

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 1. n-é ÷ëåí ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, îäíàêî
ñàì ðÿä ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå an → 0

ïðè n → ∞ ÿâëÿåòñÿ ëèøü íåîáõîäèìûì, íî íå äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì
ñõîäèìîñòè ðÿäà (1).

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 2. Êàê íåñëîæíî çàìåòèòü, ïðè α ≤ 0 îáîáùåííûé
ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä çàâåäîìî ðàñõîäèòñÿ. Â §2 ìû ïîêàæåì, ÷òî îí
ðàñõîäèòñÿ òàêæå è ïðè 0 < α < 1.

4. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿäû:

à)
∞∑
n=1

n
√

0, 001; á)
∞∑
n=1

n

2n− 1
; â)

∞∑
n=1

(
n+ 1

n

)3n

; ã)
∞∑
n=1

sinn.

4 Äëÿ à), á) è â) ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâåííî

lim
n→∞

n
√

0, 001 = lim
n→∞

(0, 001)1/n = 1 6= 0,

lim
n→∞

n

2n− 1
= lim

n→∞
1

2− 1/n
=

1

2
6= 0,

lim
n→∞

(
n+ 1

n

)3n

=
[

lim
n→∞

(1 + 1/n)n
]3

= e3 6= 0.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {sinn} òàêæå íå ìîæåò èìåòü íóëü ñâîèì ïðåäåëîì.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äîïóñòèòü, ÷òî ýòî íå òàê, òî sinn = sin((n−1)+1) =

= sin(n− 1) cos 1 + sin 1 cos(n− 1)→ 0, îòêóäà cos(n− 1)→ 0 ïðè n→∞,
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ïîñêîëüêó sin 1 6= 0. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò îñíîâíîìó òðèãîíîìåòðè÷åñêîìó
òîæäåñòâó sin2 n + cos2 n = 1, â ñèëó êîòîðîãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {sinn}
è {cosn} íå ìîãóò áûòü áåñêîíå÷íî ìàëûìè îäíîâðåìåííî.

Òàêèì îáðàçîì, ðÿäû à)-ã) ðàñõîäÿòñÿ, ïîñêîëüêó íè äëÿ îäíîãî èç íèõ
íå âûïîëíåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè. N

5. Ïîëüçóÿñü êðèòåðèåì Êîøè, äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ñëåäóþùèõ ðÿäîâ:

à)
∞∑
n=1

cosn

n2 ; á)
∞∑
n=1

cosnx− cos(n+ 1)x

n
.

4 à) Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ε è âûáåðåì â êà÷åñòâå
N ÷èñëî [1/ε] + 1. Òîãäà ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì p è âñåõ n ≥ N èìååì

|Sn+p − Sn| =
∣∣∣∣
cos(n+ 1)

(n+ 1)2 + . . .+
cos(n+ p)

(n+ p)2

∣∣∣∣ ≤
1

(n+ 1)2 + . . .+

+
1

(n+ p)2 ≤
1

n(n+ 1)
+ . . .+

1

(n+ p− 1)(n+ p)
=

(
1

n
− 1

n+ 1

)
+

+

(
1

n+ 1
− 1

n+ 2

)
+ . . .+

(
1

n+ p− 1
− 1

n+ p

)
=

1

n
− 1

n+ p
<

1

n
< ε,

÷òî â ñèëó íåðàâåíñòâà (2) è îçíà÷àåò ñõîäèìîñòü äàííîãî ÷èñëîâîãî ðÿäà.
á) Îöåíèâàÿ ìîäóëü ðàçíîñòè (n+p)-é è n-é ÷àñòè÷íûõ ñóìì, ïîëó÷àåì

|Sn+p−Sn| =
∣∣∣∣
cos(n+ 1)x− cos(n+ 2)x

n+ 1
+

cos(n+ 2)x− cos(n+ 3)x

n+ 2
+ . . .+

+
cos(n+ p)x− cos(n+ p+ 1)x

n+ p

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
cos(n+ 1)x

n+ 1
− cos(n+ 2)x

(n+ 1)(n+ 2)
−

− cos(n+ 3)x

(n+ 2)(n+ 3)
− . . .− cos(n+ p)x

(n+ p− 1)(n+ p)
− cos(n+ p+ 1)x

n+ p

∣∣∣∣ ≤

≤ 1

n+ 1
+

1

(n+ 1)(n+ 2)
+

1

(n+ 2)(n+ 3)
+ . . .+

1

(n+ p− 1)(n+ p)
+

+
1

n+ p
=

1

n+ 1
+

(
1

n+ 1
− 1

n+ 2

)
+

(
1

n+ 2
− 1

n+ 3

)
+ . . .+

+

(
1

n+ p− 1
− 1

n+ p

)
+

1

n+ p
=

2

n+ 1
<

2

n
.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 ïîëîæèì N = [2/ε]+1, òîãäà ïðè ëþáîì p è âñåõ
n ≥ N â ñèëó ïîñëåäíåé îöåíêè |Sn+p−Sn| < ε. Ïî òåîðåìå 1 ðÿä ñõîäèòñÿ,
÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. N
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6. Ïîëüçóÿñü êðèòåðèåì Êîøè, äîêàçàòü ðàñõîäèìîñòü ðÿäîâ:

à)
∞∑
n=1

1√
n

; á)
∞∑
n=1

1√
n(n+ 1)

.

4 Ðàäè óäîáñòâà ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó 1 â ôîðìå êðèòåðèÿ Êîøè
äëÿ ðàñõîäèìîñòè ðÿäà. Ñîãëàñíî ïðàâèëó ïîñòðîåíèÿ îòðèöàíèÿ, äëÿ
ðàñõîäèìîñòè (1) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî õîòÿ áû
îäíî ε > 0 ñ óñëîâèåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íîìåðà N íàéäóòñÿ íàòóðàëüíûå p
è n ≥ N , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |Sn+p − Sn| ≥ ε.

Ïóñòü ε = 1/4. Òîãäà ïðè p = n äëÿ ðÿäà à) èìååò ìåñòî îöåíêà

|S2n − Sn| = 1√
n+ 1

+
1√
n+ 2

+ . . .+
1√
2n

>

>
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ . . .+

1

2n
> n · 1

2n
=

1

2
>

1

4
,

à äëÿ ðÿäà á) � àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà

|S2n − Sn| = 1√
(n+ 1)(n+ 2)

+
1√

(n+ 2)(n+ 3)
+ . . .+

1√
2n(2n+ 1)

>

>
1√

(n+ 2)2
+

1√
(n+ 3)2

+ . . .+
1√

(2n+ 1)2
=

1

n+ 2
+ . . .+

1

2n+ 1
>

1

4
.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ êðèòåðèåì Êîøè, ðàñõîäèìîñòü ðÿäîâ à) è á) äîêàçàíà. N
7. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ðÿä

∞∑
n=1

an

ñ ïîëîæèòåëüíûìè ìîíîòîííî óáûâàþùèìè ÷ëåíàìè ñõîäèòñÿ, òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {nan} ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé.
4 Âíîâü âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 1. Ïîñêîëüêó äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ,

äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N , ÷òî ïðè âñÿêîì p è âñåõ n ≥ N

an+1 + an+2 + . . .+ an+p <
ε

2
.

Îòñþäà â ñèëó ìîíîòîííîãî óáûâàíèÿ {an} ñëåäóåò, ÷òî

pan+p < ε/2.
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Ïîëàãàÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå p = n, ïîëó÷èì 2na2n < ε. Åñëè æå âçÿòü
p = n+ 1, òî (2n+ 2)a2n+1 < ε, îòêóäà òåì áîëåå (2n+ 1)a2n+1 < ε. Òàêèì
îáðàçîì, nan < ε ïðè ëþáîì (êàê ÷åòíîì, òàê è íå÷åòíîì) n, åñëè òîëüêî
n > N ∗ = 2N . Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {nan} áåñêîíå÷íî
ìàëàÿ. N

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

1. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì, èññëåäóéòå íà ñõîäèìîñòü ÷èñëîâûå ðÿäû:

à)
∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
; á)

∞∑
n=1

(
1

2n
+

1

3n

)
; â)

∞∑
n=1

1

2n− 1
; ã)

∞∑
n=1

2n− 1

2n
;

ä)
∞∑
n=1

(−2)n; å)
∞∑
n=1

(√
n+ 2−2

√
n+ 1+

√
n
)
; æ)

∞∑
n=0

(−1)n

2n
; ç)

∞∑
n=1

1√
n
.

Íàéäèòå ñóììû ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ.
2. Ïîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ðÿäû ÿâëÿþòñÿ ðàñõîäÿùèìèñÿ:

à)
∞∑
n=1

n3 − 5

n(n2 + 1)
; á)

∞∑
n=1

(√
n2 + n− n); â)

∞∑
n=1

cosn; ã)
∞∑
n=1

n
√
n.

3. Èññëåäóéòå ðÿäû íà ñõîäèìîñòü, èñïîëüçóÿ êðèòåðèé Êîøè:

à)
∞∑
n=1

1

n
; á)

∞∑
n=1

arcsin

(
1√
n

)
; â)

∞∑
n=1

sinn

2n
; ã)

∞∑
n=2

1

n lnn
.

4. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ðÿä ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè
∞∑
n=1

an

ñõîäèòñÿ, òî ñõîäèòñÿ òàêæå è ðÿä
∞∑
n=1

a2
n.

Ñïðàâåäëèâî ëè îáðàòíîå óòâåðæäåíèå? Åñëè íåò, ïðèâåäèòå êîíòðïðèìåð.
5. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {nan} ñõîäèòñÿ è èìååò ñâîèì ïðåäåëîì

÷èñëî, îòëè÷íîå îò íóëÿ. Äîêàæèòå ðàñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑
n=1

an.
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�2. ×èñëîâûå ðÿäû ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè.

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è òåîðåìû

1. Òåîðåìû ñðàâíåíèÿ. ×èñëîâîé ðÿä
∞∑
n=1

an

íàçûâàþò ðÿäîì ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè, åñëè ïðè âñåõ n âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî an ≥ 0. Åñëè æå ïðè âñåõ n èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî an > 0, òî
òàêîé ðÿä íàçûâàþò ðÿäîì ñî ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè. ×òîáû
ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ðå÷ü èäåò èìåííî î òàêèõ ðÿäàõ, ìû áóäåì äëÿ èõ ÷ëåíîâ
èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå pn (âìåñòî an).

Ñôîðìóëèðóåì êðèòåðèé ñõîäèìîñòè ðÿäîâ ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè.
Òåîðåìà 4: ðÿä ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì îãðàíè÷åíà.
Íà îñíîâå òåîðåìû 4 äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû ñðàâíåíèÿ � êëþ÷åâûå

òåîðåìû, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ óñòàíàâëèâàþòñÿ ïðàêòè÷åñêè âñå îñíîâíûå
ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè.

Òåîðåìà 5 (ïåðâàÿ òåîðåìà ñðàâíåíèÿ): ïóñòü äàíû äâà ÷èñëîâûõ ðÿäà
ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè:

a)
∞∑
n=1

pn è á)
∞∑
n=1

p′n.

Ïóñòü, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî N , äëÿ âñåõ n ≥ N ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

pn ≤ p′n. (3)

Òîãäà ñõîäèìîñòü ðÿäà á) âëå÷åò çà ñîáîé ñõîäèìîñòü ðÿäà à), à èç
ðàñõîäèìîñòè ðÿäà à) âûòåêàåò ðàñõîäèìîñòü ðÿäà á).

Òåîðåìà 6 (âòîðàÿ òåîðåìà ñðàâíåíèÿ): åñëè â óñëîâèè òåîðåìû 5
äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ðÿäû à) è á) áûëè ðÿäàìè ñî ñòðîãî
ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè, à íåðàâåíñòâî (3) çàìåíèòü íåðàâåíñòâîì

pn+1

pn
≤ p′n+1

p′n
, (4)

òî åå óòâåðæäåíèå òàêæå áóäåò èìåòü ìåñòî.
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Òåîðåìà 7 (òåîðåìà ñðàâíåíèÿ â ïðåäåëüíîé ôîðìå): åñëè äëÿ ðÿäîâ
∞∑
n=1

pn è
∞∑
n=1

p′n

ñî ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
n→∞

pn
p′n

= L 6= 0, (5)

òî îíè ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.
2. Ïðèçíàêè Êîøè è Äàëàìáåðà. Ïîî÷åðåäíî ïðèìåíÿÿ ïåðâóþ è

âòîðóþ òåîðåìû ñðàâíåíèÿ ê ðÿäó ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè
∞∑
n=1

pn (6)

è ðÿäó, ñîñòàâëåííîìó èç ýëåìåíòîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ìû
ïîëó÷èì ñëåäóþùèå äâà âàæíûõ ïðèçíàêà.

Òåîðåìà 8 (ïðèçíàê Êîøè): ïóñòü, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà N , âñå
÷ëåíû ðÿäà (6) óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó

n
√
pn ≤ q < 1 ( n

√
pn ≥ 1).

Òîãäà ðàññìàòðèâàåìûé ðÿä ñõîäèòñÿ (ñîîòâåòñòâåííî, ðàñõîäèòñÿ).
Òåîðåìà 9 (ïðèçíàê Äàëàìáåðà): ïóñòü, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà N ,

âñå ÷ëåíû ðÿäà (6) ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû è óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó
pn+1

pn
≤ q < 1

(
pn+1

pn
≥ 1

)
.

Òîãäà ðàññìàòðèâàåìûé ðÿä ñõîäèòñÿ (ñîîòâåòñòâåííî, ðàñõîäèòñÿ).
Íà ïðàêòèêå îáû÷íî èñïîëüçóþò ïðåäåëüíûå ôîðìû äàííûõ ïðèçíàêîâ.
Òåîðåìà 10 (ïðèçíàê Êîøè â ïðåäåëüíîé ôîðìå): åñëè ñóùåñòâóåò

lim
n→∞

n
√
pn = L,

òî ðÿä (6) ñõîäèòñÿ ïðè L < 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè L > 1.
Òåîðåìà 11 (ïðèçíàê Äàëàìáåðà â ïðåäåëüíîé ôîðìå): åñëè ñóùåñòâóåò

lim
n→∞

pn+1

pn
= L,

òî ðÿä (6) ñõîäèòñÿ ïðè L < 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè L > 1.
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ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ. Ïðèçíàê Êîøè ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñèëüíûì, ÷åì ïðèçíàê
Äàëàìáåðà, ïîñêîëüêó ñóùåñòâóþò ðÿäû, ê êîòîðûì ïåðâûé ïðèìåíèì, à
âòîðîé � íåò (ñì. ïðèìåð 4). Ïðè ýòîì âñÿêèé ðàç, êîãäà äåéñòâóåò ïðèçíàê
Äàëàìáåðà, äåéñòâóåò è ïðèçíàê Êîøè [1].

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïóíêòà ñôîðìóëèðóåì åùå îäíó ïîëåçíóþ òåîðåìó.
Òåîðåìà 12 (îáîáùåííûé ïðèçíàê Êîøè â ïðåäåëüíîé ôîðìå): åñëè äëÿ

÷ëåíîâ ðÿäà (6) ñóùåñòâóåò âåðõíèé ïðåäåë

lim
n→∞

n
√
pn = L,

òî äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè L < 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè L > 1.
3. Ïðèçíàêè Ðààáå, Ãàóññà è Êîøè-Ìàêëîðåíà. Ïðèçíàêè Êîøè

è Äàëàìáåðà âåñüìà ãðóáû � îíè íå ïîçâîëÿþò ñóäèòü î ñõîäèìîñòè èëè
ðàñõîäèìîñòè äàæå òàêîãî ïðîñòîãî ðÿäà, êàê ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä. Áîëåå
òîíêèå ïðèçíàêè ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè ñðàâíèâàòü äàííûé ðÿä ñ ðÿäàìè,
ñõîäÿùèìèñÿ èëè ðàñõîäÿùèìèñÿ ¾ìåäëåííåå¿, ÷åì ðÿä èç ýëåìåíòîâ
ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Ñôîðìóëèðóåì ïðåäåëüíóþ ôîðìó ïðèçíàêà,
îñíîâàííîãî íà ñðàâíåíèè ñ îáîáùåííûì ãàðìîíè÷åñêèì ðÿäîì.

Òåîðåìà 13 (ïðèçíàê Ðààáå â ïðåäåëüíîé ôîðìå): ïóñòü âñå ÷ëåíû ðÿäà
(6), íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà N , ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû, è ñóùåñòâóåò

lim
n→∞

n

(
pn
pn+1

− 1

)
= L.

Òîãäà ðÿä (6) ñõîäèòñÿ ïðè L > 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè L < 1.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì òåîðåì 11 è 13.
Òåîðåìà 14 (ïðèçíàê Ãàóññà): ïóñòü, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà N ,

âñå ÷ëåíû ðÿäà (6) ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû è óäîâëåòâîðÿþò ïðè n ≥ N

ñîîòíîøåíèþ
pn
pn+1

= λ+
µ

n
+O

(
1

n1+ε

)
,

ãäå ε � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Òîãäà ðÿä (6) ñõîäèòñÿ ïðè λ > 1

è ðàñõîäèòñÿ ïðè λ < 1. Åñëè æå λ = 1, òî îí ñõîäèòñÿ ïðè µ > 1 è
ðàñõîäèòñÿ ïðè µ ≤ 1.
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Êðîìå òåîðåì 13 è 14, ñóùåñòâóþò è äðóãèå, åùå áîëåå òîíêèå è ñëîæíûå
ïðèçíàêè � íàïðèìåð, ïðèçíàêè Êóììåðà è Áåðòðàíà [2]. Îäíàêî â
ïðàêòè÷åñêîì ïëàíå èõ ðîëü íåâåëèêà, ïîñêîëüêó ðåàëüíî ïðèìåíÿåòñÿ
îäèí ãîðàçäî áîëåå ïðîñòîé è áîëåå ñèëüíûé ïðèçíàê. Ïðèâåäåì åãî.

Òåîðåìà 15 (èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê Êîøè-Ìàêëîðåíà): ïóñòü ôóíêöèÿ
f(x) íåîòðèöàòåëüíà è íå âîçðàñòàåò âñþäó íà ïîëóïðÿìîé x ≥ m, ãäå
m � ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà ðÿä

∞∑
n=m

f(n)

ñõîäèòñÿ èëè ðàñõîäèòñÿ îäíîâðåìåííî ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {an}, ãäå

an =

n∫

m

f(x)dx.

4. Îòñóòñòâèå óíèâåðñàëüíîãî ðÿäà ñðàâíåíèÿ. Íåñëîæíî
çàìåòèòü ñëåäóþùóþ çàêîíîìåðíîñòü: ÷åì ¾ìåäëåííåå¿ ñõîäèòñÿ ðÿä, ñ
êîòîðûì ñðàâíèâàåòñÿ äàííûé, òåì ¾ñèëüíåå¿ ïîëó÷àåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé
ïðèçíàê ñõîäèìîñòè. Âîçíèêàåò âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè òàêîé ¾ïðåäåëüíî
ìåäëåííî¿ ñõîäÿùèéñÿ ðÿä (íàçîâåì åãî óíèâåðñàëüíûì), ñðàâíåíèå ñ
êîòîðûì ïîçâîëèëî áû ñóäèòü î ñõîäèìîñòè ëþáîãî íàïåðåä âçÿòîãî ðÿäà?
Ê ñîæàëåíèþ, îòâåò íà íåãî îòðèöàòåëüíûé (äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà
ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [1]). Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî è ñ
óíèâåðñàëüíûì ðàñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû è çàäàíèÿ

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå è ïðèâåäèòå ïðèìåð: à) ðÿäà ñ ïîëîæèòåëüíûìè
÷ëåíàìè; á) ðÿäà ñî ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè. Êàêîå óñëîâèå
ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñõîäèìîñòè òàêèõ ðÿäîâ?

2. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìû ñðàâíåíèÿ. Îñòàíåòñÿ ëè ñïðàâåäëèâîé
ïåðâàÿ èç íèõ, åñëè íåðàâåíñòâî pn ≤ p′n â åå óñëîâèè çàìåíèòü
íåðàâåíñòâîì pn ≤ cp′n, ãäå c > 0 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ? Îòâåò
îáîñíóéòå.
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3. Ñïðàâåäëèâà ëè òåîðåìà ñðàâíåíèÿ â ïðåäåëüíîé ôîðìå â ñëó÷àå,
êîãäà ôèãóðèðóþùèé â íåé ïðåäåë ðàâåí íóëþ? Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.

4. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òåîðåìû î ïðèçíàêàõ Êîøè è Äàëàìáåðà.
Ìîæíî ëè íåðàâåíñòâà n

√
pn ≤ q < 1 è pn+1/pn ≤ q < 1 â óñëîâèÿõ ýòèõ

òåîðåì çàìåíèòü, ñîîòâåòñòâåííî, íåðàâåíñòâàìè n
√
pn < 1 è pn+1/pn < 1?

Îòâåò îáîñíóéòå.
5. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìû î ïðèçíàêàõ Êîøè è Äàëàìáåðà â

ïðåäåëüíîé ôîðìå. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ñõîäèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî
ðÿäà, åñëè ïðåäåëû, ôèãóðèðóþùèå â ýòèõ òåîðåìàõ, ðàâíû åäèíèöå?
Ðàññìîòðèòå äàííûé âîïðîñ íà ïðèìåðàõ ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà è
îáîáùåííîãî ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà ñ îáùèì ÷ëåíîì pn = 1/n2.

6. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìû î ïðèçíàêàõ Ãàóññà è Ðààáå â ïðåäåëüíîé
ôîðìå. Íà ñðàâíåíèè ñ êàêèì ðÿäîì îíè îñíîâàíû?

7. Ïîëó÷èòå ïðåäåëüíûå ôîðìû ïðèçíàêîâ Äàëàìáåðà è Ðààáå êàê
ñëåäñòâèÿ ïðèçíàêà Ãàóññà.

8. Ñôîðìóëèðóéòå èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê Êîøè-Ìàêëîðåíà. Äîêàæèòå
ñ åãî ïîìîùüþ ñõîäèìîñòü îáîáùåííîãî ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà ïðè α > 1.

9. ×òî òàêîå óíèâåðñàëüíûé ðÿä ñðàâíåíèÿ? Ñóùåñòâóåò ëè îí?

Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷

1. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü îáîáùåííûé ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä
∞∑
n=1

1

nα

â ñëó÷àå, êîãäà 0 < α < 1.
4 Ïðè êàæäîì 0 < α < 1 äëÿ ëþáîãî íîìåðà n ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

1

nα
≥ 1

n
.

Ïîñêîëüêó ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä ðàñõîäèòñÿ, òî ðàñõîäèòñÿ, â ñèëó ïåðâîé
òåîðåìû ñðàâíåíèÿ, è ðàññìàòðèâàåìûé ðÿä. N

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ. Âûâîä î ðàñõîäèìîñòè îáîáùåííîãî ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà
ïðè 0 < α < 1 ìîæíî ñäåëàòü è íà îñíîâå âòîðîé òåîðåìû ñðàâíåíèÿ.
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Â ñàìîì äåëå, îáà ðÿäà â ïðèìåðå 1 ÿâëÿþòñÿ ðÿäàìè ñî ñòðîãî
ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè, ïðè÷åì íåðàâåíñòâî (4) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íèõ
îäíîâðåìåííî ñ íåðàâåíñòâîì (3).

2. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä
∞∑
n=3

ln

(
ch π

n

cos π
n

)
.

4 Íàéäåì àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ n-ãî ÷ëåíà äàííîãî ðÿäà
ïðè n→∞:

pn = ln

(
ch π

n

cos π
n

)
= ln ch

(
π

n

)
− ln cos

(
π

n

)
= ln

[
1 +

π2

2n2 + o

(
π2

2n2

)]
−

− ln

[
1− π2

2n2 + o

(
π2

2n2

)]
=

π2

2n2 + o

(
1

n2

)
+ o

(
π2

2n2 + o

(
1

n2

))
−

−
[
− π2

2n2 + o

(
1

n2

)
+ o

(
− π2

2n2 + o

(
1

n2

))]
=
π2

n2 + o

(
1

n2

)
.

Ïîäñòàâëÿÿ â (5) ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ pn è ïîëàãàÿ p′n = 1/n2, èìååì

L = lim
n→∞

pn
p′n

= lim
n→∞

π2

n2 + o( 1
n2 )

1
n2

= π2 6= 0.

Îáîáùåííûé ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä ñ n-ì ÷ëåíîì p′n = 1/n2 ñõîäèòñÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 7, ñõîäèòñÿ è ðàññìàòðèâàåìûé ðÿä. N

3. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿäû:

à)
∞∑
n=1

1000n

n!
; á)

∞∑
n=1

3nn!

nn
.

4 Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèçíàêîì Äàëàìáåðà â ïðåäåëüíîé ôîðìå. Ïîëó÷àåì
äëÿ ðÿäîâ à) è á) ñîîòâåòñòâåííî

lim
n→∞

pn+1

pn
= lim

n→∞
1000n+1n!

1000n(n+ 1)!
= lim

n→∞
1000

n+ 1
= 0 < 1,

lim
n→∞

pn+1

pn
= lim

n→∞
3n+1(n+ 1)!nn

3nn!(n+ 1)n+1 = 3 lim
n→∞

(
n

n+ 1

)n
=

3

e
> 1.

Òàêèì îáðàçîì, ðÿä à) ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, à ðÿä á) � ðàñõîäÿùèìñÿ. N
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4. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿäû:

à)
∞∑
n=1

(−1)n + 2

2n
; á)

∞∑
n=2

(
n− 1

n+ 1

)n(n−1)

.

4 Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèçíàêîì Êîøè â ïðåäåëüíîé ôîðìå. Ïîëó÷àåì äëÿ
ðÿäîâ à) è á) ñîîòâåòñòâåííî

lim
n→∞

n
√
pn = lim

n→∞
n

√
(−1)n + 2

2n
= lim

n→∞

n
√

(−1)n + 2

2
=

1

2
< 1,

lim
n→∞

n
√
pn = lim

n→∞

(
n− 1

n+ 1

)n−1

= lim
n→∞

(
1− 2

n+ 1

)n−1

=
1

e2 < 1.

Òàêèì îáðàçîì, ðÿäû à) è á) ñõîäÿòñÿ. N
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ÷ëåíîâ ðÿäà à) â ïðèìåðå 4 íå ñóùåñòâóåò ïðåäåëà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {pn+1/pn}. Òåì ñàìûì, äëÿ ýòîãî ðÿäà äåéñòâóåò
ïðèçíàê Êîøè, íî íå äåéñòâóåò ïðèçíàê Äàëàìáåðà.

5. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä
∞∑
n=1

n3(
√

2 + (−1)n)n

3n
.

4 Ïðèìåíèì îáîáùåííûé ïðèçíàê Êîøè â ïðåäåëüíîé ôîðìå.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âåðõíèé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {(−1)n} äîñòèãàåòñÿ
ïðè ÷åòíûõ n, èìååì

lim
n→∞

n

√
n3(
√

2 + (−1)n)n

3n
= lim

k→∞

2k
√

8k3(
√

2 + 1)

3
=

√
2 + 1

3
< 1.

Èòàê, â ñèëó òåîðåìû 12, ðàññìàòðèâàåìûé ðÿä ñõîäèòñÿ. N
6. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿäû:

à)
∞∑
n=1

(
p(p+ 1) . . . (p+ n− 1)

q(q + 1) . . . (q + n− 1)

)α
; á)

∞∑
n=1

n!en

nn+p , p > 0, q > 0.

4 à) Ïîñêîëüêó ïðè n→∞ äëÿ ÷ëåíîâ ðÿäà èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

pn
pn+1

=

(
q + n

p+ n

)α
=

(
1 +

q − p
p+ n

)α
= 1 +

α(q − p)
p+ n

+ o

(
1

n

)
,
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òî
lim
n→∞

n

(
pn
pn+1

− 1

)
= α(q − p).

Â ñèëó ïðèçíàêà Ðààáå â ïðåäåëüíîé ôîðìå, ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè α(q−p) > 1.
á) Ïðè n→∞ äëÿ îòíîøåíèÿ n-ãî è (n+ 1)-ãî ÷ëåíîâ ðÿäà ïîëó÷àåì

pn
pn+1

=
n!en(n+ 1)n+p+1

nn+p(n+ 1)!en+1 =
1

e

(
1 +

1

n

)n+p

=
1

e
exp

[
(n+ p) ln

(
1 +

1

n

)]
=

= exp

[
− 1 + (n+ p)

(
1

n
− 1

2n2 + o

(
1

n2

))]
= exp

[
p− 0, 5

n
+ o

(
1

n

)]
=

= 1 +
p− 0, 5

n
+ o

(
1

n

)
+ o

(
p− 0, 5

n
+ o

(
1

n

))
= 1 +

p− 0, 5

n
+ o

(
1

n

)
,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

lim
n→∞

n

(
pn
pn+1

− 1

)
= p− 0, 5.

Òàêèì îáðàçîì, ïî ïðèçíàêó Ðààáå â ïðåäåëüíîé ôîðìå, äàííûé ðÿä
ñõîäèòñÿ ïðè p > 1, 5. N

7. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿäû:

à)
∞∑
n=2

1

n lnβ n
, β > 0; á)

∞∑
n=2

1

ln(n!)
.

4 à) Âîñïîëüçóåìñÿ èíòåãðàëüíûì ïðèçíàêîì Êîøè-Ìàêëîðåíà,
ïîëàãàÿ m = 2 è f(x) = 1/(x lnβ x). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ââåäåííàÿ ôóíêöèÿ
f(x) óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû 15 � îíà íåîòðèöàòåëüíà
è íå âîçðàñòàåò âñþäó íà ïîëóïðÿìîé x ≥ 2. Òåì ñàìûì, âîïðîñ î
ñõîäèìîñòè äàííîãî ðÿäà ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó î ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}, ãäå

an =

n∫

2

1

x lnβ x
dx =

ln1−β x
1− β

∣∣∣∣
x=n

x=2
=

ln1−β n− ln1−β 2

1− β ïðè β 6= 1,

è

an =

n∫

2

1

x lnβ x
dx = ln(ln x)

∣∣∣∣
x=n

x=2
= ln(lnn)− ln(ln 2) ïðè β = 1.
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Î÷åâèäíî, ÷òî {an} ñõîäèòñÿ ïðè β > 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè β ≤ 1.
Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìûé ðÿä ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ ïðè β > 1

è ðàñõîäÿùèìñÿ ïðè β ≤ 1.
á) Èç íåðàâåíñòâà n! < nn, ñïðàâåäëèâîãî ïðè ëþáîì n ≥ 2, à òàêæå

ìîíîòîííîãî âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè f(x) = ln x, èìååì ln(n!) < n lnn, èëè
1

n lnn
<

1

ln(n!)
.

Ó÷èòûâàÿ äîêàçàííóþ â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå ðàñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑
n=2

1

n lnn
,

çàêëþ÷àåì íà îñíîâàíèè òåîðåìû 5, ÷òî äàííûé ðÿä òàêæå ðàñõîäèòñÿ.N
8. Ïóñòü âñå ÷ëåíû pn íåêîòîðîãî ðÿäà ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû. Äîêàçàòü,

÷òî åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå α > 0, ÷òî äëÿ âñåõ n, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî
íîìåðà N , âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

ln p−1
n

lnn
≥ 1 + α

(
ln p−1

n

lnn
≤ 1

)
,

òî ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ (ðàñõîäèòñÿ).
4 Íåïîñðåäñòâåííî èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïðè âñåõ n ≥ N âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî
0 < pn ≤ 1

n1+α

(
pn ≥ 1

n

)
.

Ïîñêîëüêó îáîáùåííûé ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä ñ îáùèì ÷ëåíîì 1/n1+α ïðè
ëþáîì α > 0 ñõîäèòñÿ (à ãàðìîíè÷åñêèé ðàñõîäèòñÿ), òî ñïðàâåäëèâîñòü
äàííîãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò èç òåîðåìû 5. N

Óñòàíîâëåííûé ïðèçíàê íàçûâàåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêèì. Êàê è ïðèçíàêè
Ðààáå è Ãàóññà, îí îñíîâàí íà ñðàâíåíèè èñõîäíîãî ðÿäà ñî ñõîäÿùèìñÿ
îáîáùåííûì ãàðìîíè÷åñêèì ðÿäîì (è ðàñõîäÿùèìñÿ ãàðìîíè÷åñêèì).

9. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä
∞∑
n=2

1

(ln(lnn))lnn .
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4 Âîñïîëüçóåìñÿ ëîãàðèôìè÷åñêèì ïðèçíàêîì. Òàê êàê

ln p−1
n

lnn
=

ln(ln(lnn))lnn

lnn
= ln(ln(lnn)) > 2

ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó

n > ee
e2

,

òî ðàññìàòðèâàåìûé ðÿä, ïî ëîãàðèôìè÷åñêîìó ïðèçíàêó, ñõîäèòñÿ. N
10. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=1

pn, ãäå pn =

( n∫

0

4
√

1 + x4dx

)−1

.

4 Ïðè ëþáîì n ≥ 1 ôóíêöèè f(x) = 4
√

1 + x4 è g(x) = x èíòåãðèðóåìû
íà ñåãìåíòå [0, n], ïðè÷åì âñþäó íà ýòîì ñåãìåíòå f(x) > g(x). Îòñþäà

n∫

0

4
√

1 + x4dx >

n∫

0

xdx =
n2

2
,

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,
0 < pn <

2

n2 .

Ïîñêîëüêó ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñõîäèòñÿ, òî
ñõîäèòñÿ, ïî òåîðåìå 5, è ðàññìàòðèâàåìûé ðÿä. N

11. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}, åñëè

xn = 1 +
1√
2

+ . . .+
1√
n
− 2
√
n.

4 Ñâåäåì äàííóþ çàäà÷ó ê ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å î ñõîäèìîñòè ðÿäà.
Çàïèøåì xn â âèäå

xn = x1 + (x2 − x1) + (x3 − x2) + . . .+ (xn − xn−1) = −1 +
n−1∑

k=1

(xk+1 − xk),

è ïðåîáðàçóåì â ïîëó÷åííîé ôîðìóëå âûðàæåíèå äëÿ ðàçíîñòè xk+1 è xk:

xk+1 − xk =
1√
k + 1

+ 2
√
k − 2

√
k + 1 =

1√
k + 1

+ 2
k − k − 1√
k +
√
k + 1

=
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=

(√
k −√k + 1

)(√
k +
√
k + 1

)
√
k + 1

(√
k +
√
k + 1

)2 = − 1√
k + 1

(√
k +
√
k + 1

)2 .

Èòàê, ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ýêâèâàëåíòíà ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑

k=1

1√
k + 1

(√
k +
√
k + 1

)2 .

Äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäíèé ñõîäèòñÿ. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ñõîäèìîñòüþ
îáîáùåííîãî ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà ñ îáùèì ÷ëåíîì 1/k

3
2 , è ñîîòíîøåíèåì

lim
k→∞

k
3
2

√
k + 1

(√
k +
√
k + 1

)2 = lim
k→∞

k
3
2

k
3
2

√
1 + 1/k

(
1 +

√
1 + 1/k

)2 =
1

2
6= 0.

Ïðèìåíåíèå òåîðåìû 7 çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.
Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, ïðè÷åì

åå ïðåäåë â ñèëó ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

lim
n→∞

xn = −1−
∞∑

k=1

1√
k + 1

(√
k +
√
k + 1

)2 . N

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

6. Èñïîëüçóÿ òåîðåìû ñðàâíåíèÿ, à òàêæå ïðèçíàêè Äàëàìáåðà è Êîøè,
èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ñëåäóþùèå ðÿäû:

à)
∞∑
n=1

(n!)2

(2n)!
; á)

∞∑
n=1

(n!)2

2n2 ; â)
∞∑
n=1

2nn!

nn
; ã)

∞∑
n=1

nn−1

(2n2 + n+ 1)n+1/2 ;

ä)
∞∑
n=1

n2

(2 + 1/n)n
; å)

∞∑
n=1

nn+1/n

(n+ 1/n)n
; æ)

∞∑
n=2

1
n
√

lnn
; ç)

∞∑
n=1

n5

2n + 3n
.

7. Ïîëüçóÿñü îáîáùåííûì ïðèçíàêîì Êîøè â ïðåäåëüíîé ôîðìå,
èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿäû:

à)
∞∑
n=1

2 + (−1)n

2n
; á)

∞∑
n=1

(
1 + cosn

2 + cosn

)2n−lnn

; â)
∞∑
n=1

cos2(πn/3)

2n
.

8. Èñïîëüçóÿ ïðèçíàê Ðààáå â ïðåäåëüíîé ôîðìå, èññëåäîâàòü íà
ñõîäèìîñòü ðÿäû:

à)
∞∑
n=1

p(p+ 1) . . . (p+ n− 1)

n!
· 1

nq
; á)

∞∑
n=1

(
1 · 3 · 5 . . . (2n− 1)

2 · 4 · 6 . . . (2n)

)p
· 1

nq
.
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9. Ïîëüçóÿñü èíòåãðàëüíûì ïðèçíàêîì Êîøè-Ìàêëîðåíà, èññëåäîâàòü
íà ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=3

1

n(lnn)p(ln(lnn))q
.

10. Èñïîëüçóÿ ëîãàðèôìè÷åñêèé ïðèçíàê, èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü
ðÿäû:

à)
∞∑
n=2

nlnx, x > 0; á)
∞∑
n=2

1

(lnn)ln(lnn) .

11. Ïðèìåíÿÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû è òåîðåìó ñðàâíåíèÿ â
ïðåäåëüíîé ôîðìå, èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿäû:

à)
∞∑
n=2

(√
n+ 1−√n)p · ln

(
n− 1

n+ 1

)
; á)

∞∑
n=2

(
ln

1

nα
− ln

(
sin

1

nα

))
;

â)
∞∑
n=1

(
e−

(
1 +

1

n

)n)p
; ã)

∞∑
n=1

n2n

(n+ a)n+b(n+ b)n+a , a > 0, b > 0;

ä)
∞∑
n=1

(
n1/(n2+1)− 1

)
; å)

∞∑
n=1

(
ctg

πn

4n− 2
− sin

πn

2n+ 1

)
; æ)

∞∑
n=1

(
nn

α− 1
)
.

12. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿäû ñî ñëåäóþùèìè îáùèìè ÷ëåíàìè:

à)pn =

1/n∫

0

√
x

1 + x2dx; á)pn =

π(n+1)∫

πn

sin2 x

x
dx; â)pn =

n+1∫

n

e−
√
xdx.

13. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}, åñëè

xn =
n∑

k=1

ln k

k
− ln2 n

2
.
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�3. Àáñîëþòíî è óñëîâíî ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû. Ïðèçíàêè
ñõîäèìîñòè ðÿäîâ ñî çíàêîïåðåìåííûìè ÷ëåíàìè.

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è òåîðåìû

1. Àáñîëþòíî è óñëîâíî ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû. Êðîìå ðÿäîâ ñ
ïîëîæèòåëüíûìè (íåîòðèöàòåëüíûìè) ÷ëåíàìè, íà ïðàêòèêå íåðåäêî
ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ ðÿäàìè, ÷ëåíû êîòîðûõ çíàêîïåðåìåííû. Âàæíóþ
ðîëü â òåîðèè òàêèõ ðÿäîâ èãðàþò ïîíÿòèÿ àáñîëþòíîé è óñëîâíîé
ñõîäèìîñòåé. Äàäèì îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ïîíÿòèé.

Îïðåäåëåíèå 4: ÷èñëîâîé ðÿä
∞∑
n=1

an (7)

íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
n=1

|an|. (8)

Îïðåäåëåíèå 5: ÷èñëîâîé ðÿä (7) íàçûâàåòñÿ óñëîâíî ñõîäÿùèìñÿ, åñëè
ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ, à ñîîòâåòñòâóþùèé ðÿä (8) èç ìîäóëåé ðàñõîäèòñÿ.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî òðåáîâàíèå ñõîäèìîñòè ðÿäà (7),
ïðèñóòñòâóþùåå â îïðåäåëåíèè 5, îêàçûâàåòñÿ èçëèøíèì â îïðåäåëåíèè 4.

Òåîðåìà 16: åñëè ðÿä ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ, òî îí ñõîäèòñÿ.
2. Ïåðåñòàíîâêè ÷ëåíîâ ðÿäà. Êàê èçâåñòíî, ñóììà êîíå÷íîãî

÷èñëà âåùåñòâåííûõ ñëàãàåìûõ ïðè ëþáîé èõ ïåðåñòàíîâêå íå ìåíÿåòñÿ.
Âîçíèêàåò âîïðîñ: îñòàåòñÿ ëè ñïðàâåäëèâûì ïåðåìåñòèòåëüíîå ñâîéñòâî
äëÿ ñóììû ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà, êîãäà ÷èñëî ñëàãàåìûõ áåñêîíå÷íî?
Ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà íåãî, êàê ïîêàçûâàþò ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû,
èìååò ìåñòî ëèøü äëÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà, òîãäà êàê óñëîâíî
ñõîäÿùèéñÿ ðÿä ïåðåìåñòèòåëüíûì ñâîéñòâîì íå îáëàäàåò.

Òåîðåìà 17 (òåîðåìà Êîøè): åñëè ðÿä (7) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, òî ëþáîé
ðÿä, ïîëó÷åííûé èç íåãî ïóòåì íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêè ÷ëåíîâ, òàêæå
ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è èìååò òó æå ñóììó, ÷òî è ðÿä (7).
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Òåîðåìà 18 (òåîðåìà Ðèìàíà): åñëè ðÿä (7) ñõîäèòñÿ óñëîâíî, òî ïóòåì
ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåñòàíîâêè åãî ÷ëåíîâ ìîæíî ïîëó÷èòü ðÿä ñ ëþáûì
íàïåðåä çàäàííûì çíà÷åíèåì ñóììû L (íå èñêëþ÷àÿ ïðè ýòîì L = ±∞).

3. Ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ ñî çíàêîïåðåìåííûìè ÷ëåíàìè.
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè èññëåäîâàíèè ðÿäà (7) íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáîé èç ïðèçíàêîâ ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà,
ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì äåëî ñ ðÿäîì èç ìîäóëåé (8). Îäíàêî íè
îäèí èç ïðèçíàêîâ, ðàññìîòðåííûõ â §2, íå ïîçâîëÿåò ñäåëàòü áîëåå òîíêîãî
âûâîäà îá óñëîâíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà (7).

Ñôîðìóëèðóåì ïðèçíàêè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò óñòàíàâëèâàòü ñõîäèìîñòü
ðÿäà (7) è â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îí íå ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ.

Îïðåäåëåíèå 6: ÷èñëîâîé ðÿä (7) íàçûâàåòñÿ çíàêî÷åðåäóþùèìñÿ,
åñëè âñå åãî ñîñåäíèå ÷ëåíû èìåþò ðàçíûå çíàêè. Îáùèé ÷ëåí an

çíàêî÷åðåäóþùåãîñÿ ðÿäà óäîáíî çàïèñûâàòü â âèäå

an = (−1)n−1bn, (9)

ãäå bn ≥ 0 ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n.
Îïðåäåëåíèå 7: çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ ðÿä (7) íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Ëåéáíèöà,

åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn} â (9) ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.
Òåîðåìà 19 (ïðèçíàê Ëåéáíèöà): âñÿêèé ðÿä Ëåéáíèöà ñõîäèòñÿ, ïðè÷åì

äëÿ ëþáîãî íîìåðà n ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|Sn − S| ≤ bn,

ãäå {Sn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì, à S � åãî ñóììà.
Ñëåäóþùèå äâà âàæíûõ ïðèçíàêà ïðèìåíÿþòñÿ ê ÷èñëîâûì ðÿäàì âèäà

∞∑
n=1

anbn. (10)

Òåîðåìà 20 (ïðèçíàê Àáåëÿ): ðÿä (10) ñõîäèòñÿ, åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
n=1

an, (11)

à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn} ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé è îãðàíè÷åííîé.
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Òåîðåìà 21 (ïðèçíàê Äèðèõëå): ðÿä (10) ñõîäèòñÿ, åñëè ðÿä (11) èìååò
îãðàíè÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{bn} ïðè ýòîì ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ. Òåîðåìà 19 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû 21. ×òîáû
óáåäèòüñÿ â ýòîì, äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü â (11) an = (−1)n−1 è çàìåòèòü,
÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà 1−1+1−1+ . . . îãðàíè÷åíà.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû è çàäàíèÿ

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå è ïðèâåäèòå ïðèìåð: à) àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà;
á) ðÿäà, ñõîäÿùåãîñÿ óñëîâíî.

2. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ñõîäèìîñòè àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà?
Äîêàæèòå ñîîòâåòñòâóþùåå óòâåðæäåíèå, èñïîëüçóÿ òåîðåìó î íåîáõîäèìîì
è äîñòàòî÷íîì óñëîâèè ñõîäèìîñòè (êðèòåðèé Êîøè äëÿ ÷èñëîâîãî ðÿäà).

3. Ñïðàâåäëèâî ëè ïåðåìåñòèòåëüíîå ñâîéñòâî äëÿ ñóììû: à) óñëîâíî
ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà; á) ðÿäà, ñõîäÿùåãîñÿ àáñîëþòíî?

4. ×òî òàêîå çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ ðÿä? Âñåãäà ëè òàêîé ðÿä ÿâëÿåòñÿ
ñõîäÿùèìñÿ? Îòâåò îáîñíóéòå.

5. ×òî òàêîå ðÿä Ëåéáíèöà? Âñåãäà ëè òàêîé ðÿä ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ?
6. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìû î ïðèçíàêàõ Àáåëÿ è Äèðèõëå.

Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷

1. Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõîäèìîñòè ðÿäû:

à)1− 1 +
1

2
− 1

2
+

1

3
− 1

3
+ . . . ; á)1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ . . . ; â)1− 3

2
+

5

4
− 7

8
+ . . .

Åñëè ðÿä ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, íàéòè åãî ñóììó.
4 à) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì èññëåäóåìîãî ðÿäà èìååò âèä

1, 0,
1

2
, 0,

1

3
, 0, . . . ,

1

n
, 0, . . . ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ, ïðè÷åì åãî ñóììà ðàâíà íóëþ.
Â òî æå âðåìÿ, ñîîòâåòñòâóþùèé ðÿä èç ìîäóëåé
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∞∑
n=1

|an| = 1 + 1 +
1

2
+

1

2
+

1

3
+

1

3
+ . . .

ðàñõîäèòñÿ (÷òîáû ïðîâåðèòü ýòî, äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü åãî ñ ãàðìîíè÷åñêèì
ðÿäîì, èñïîëüçóÿ ïåðâóþ òåîðåìó ñðàâíåíèÿ). Èòàê, äàííûé ðÿä ïî
îïðåäåëåíèþ 5 ÿâëÿåòñÿ óñëîâíî ñõîäÿùèìñÿ.

á) Îöåíèì n-þ ÷àñòè÷íóþ ñóììó Sn äàííîãî ðÿäà. Äëÿ ýòîãî
âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì ôóíêöèè ln(1 + x) ïî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ . . .+ (−1)n−1x

n

n
+Rn+1(x),

ãäå
|Rn+1(x)| < 1

n+ 1
ïðè 0 ≤ x ≤ 1

(äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñì. â [1]). Ïîëàãàÿ â âûïèñàííîì
ðàçëîæåíèè x = 1, ïîëó÷àåì îöåíêó∣∣∣∣
(

1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ . . .+ (−1)n−1 1

n

)
− ln 2

∣∣∣∣ = |Sn− ln 2| = |Rn+1(1)| < 1

n+ 1
,

èç êîòîðîé âûòåêàåò ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Sn}, à çíà÷èò, è
ðàññìàòðèâàåìîãî ðÿäà. Â òî æå âðåìÿ, ðÿä èç ìîäóëåé åãî ÷ëåíîâ ÿâëÿåòñÿ
ãàðìîíè÷åñêèì, è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàñõîäÿùèìñÿ. Òåì ñàìûì, äàííûé ðÿä
ñõîäèòñÿ óñëîâíî, ïðè÷åì åãî ñóììà â ñèëó ïîëó÷åííîé îöåíêè ðàâíà ln 2.

â) Ïðèìåíèì ê ðÿäó èç ìîäóëåé
∞∑
n=1

|an| = 1 +
3

2
+

5

4
+

7

8
+ . . .+

2n− 1

2n−1 + . . . ,

ñîîòâåòñòâóþùåìó èñõîäíîìó ðÿäó, ïðèçíàê Äàëàìáåðà â ïðåäåëüíîé
ôîðìå. Èç ñîîòíîøåíèÿ

lim
n→∞

|an+1|
|an| = lim

n→∞
2n+ 1

2n
· 2n−1

2n− 1
=

1

2
< 1

ñëåäóåò, ÷òî îí ñõîäèòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíûé ðÿä ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî
ñõîäÿùèìñÿ, à çíà÷èò, è ñõîäÿùèìñÿ â ñèëó òåîðåìû 16.

Òåïåðü íàéäåì ñóììó S äàííîãî ðÿäà. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì n-é ÷ëåí

Sn = 1− 3

2
+

5

4
− 7

8
+ . . .+ (−1)n−1 2n− 1

2n−1

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì {Sn} â âèäå
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Sn =

[
1− 1

2
+

1

4
− 1

8
+ . . .+

(−1)n−1

2n−1

]
+ 2 ·

[
− 1

2
+

1

4
− 1

8
+ . . .+

(−1)n−1

2n−1

]
+

+2 ·
[

1

4
− 1

8
+ . . .+

(−1)n−1

2n−1

]
+ . . .+ 2 ·

[
(−1)n−1

2n−1

]
.

Â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè êàæäîå èç n âûðàæåíèé â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ,
çà èñêëþ÷åíèåì ïîñëåäíåãî, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ñîîòâåòñòâóþùåãî
÷èñëà ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñî çíàìåíàòåëåì −1/2, ïîýòîìó

Sn =
2

3
·
[
1− (−1)n

2n

]
+

4

3
·
[
−1

2
− (−1)n

2n

]
+

4

3
·
[

1

4
− (−1)n

2n

]
+. . .+2·

[
(−1)n−1

2n−1

]
=

=
2

3
− 2

3
· (−1)n

2n
+

4

3
·
(
− 1

2
+

1

4
− 1

8
+ . . .

)
− 4

3
· (−1)n

2n
· (n−2)+2 · (−1)n−1

2n−1 =

=
2

3
− 2

3
· (−1)n

2n
− 4

9
·
(

1− (−1)n−2

2n−2

)
− 4

3
· (−1)n

2n
· (n− 2) + 2 · (−1)n−1

2n−1 .

Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ê ïðåäåëó, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíûé îòâåò:

S = lim
n→∞

Sn =
2

3
− 4

9
=

2

9
. N

2. Ïîêàçàòü, ÷òî ÷ëåíû ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà
∞∑
n=1

(−1)n+1
√
n

ìîæíî ïåðåñòàâèòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îí ñòàë ðàñõîäÿùèìñÿ.
4 Î÷åâèäíî, ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ, ïîñêîëüêó ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ëåéáíèöà.

Â òî æå âðåìÿ, ðÿä èç ìîäóëåé åãî ÷ëåíîâ ðàñõîäèòñÿ êàê îáîáùåííûé
ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä ïðè α = 1/2 (ñì. ïðèìåð 1 §2). Òåì ñàìûì, äàííûé
ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî, ÷òî â ñèëó òåîðåìû Ðèìàíà è îçíà÷àåò, ÷òî åãî
÷ëåíû ìîæíî ïåðåñòàâèòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îí ñòàë ðàñõîäÿùèìñÿ. Â
êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì ïåðåñòàíîâêó, ïðè êîòîðîé ÷åðåç êàæäûå òðè
ïîëîæèòåëüíûõ ÷ëåíà èñõîäíîãî ðÿäà ñëåäóåò îäèí îòðèöàòåëüíûé:

∞∑
n=1

an =

(
1 +

1√
3

+
1√
5
− 1√

2

)
+

(
1√
7

+
1√
9

+
1√
11
− 1√

4

)
+ . . . =

=
∞∑
n=1

(
1√

6n− 5
+

1√
6n− 3

+
1√

6n− 1
− 1√

2n

)
.

Äîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåííûé ðÿä ðàñõîäèòñÿ. Â ñèëó î÷åâèäíûõ íåðàâåíñòâ
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1√
6n− 3

+
1√

6n− 1
>

2√
6n− 1

è 2√
6n− 1

>
1√
2n

èìååì
1√

6n− 3
+

1√
6n− 1

− 1√
2n

> 0,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ n-ãî ÷ëåíà ïîñòðîåííîãî ðÿäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

an =
1√

6n− 5
+

1√
6n− 3

+
1√

6n− 1
− 1√

2n
>

1√
6n− 5

.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðÿä
∞∑
n=1

1√
6n− 5

ÿâëÿåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ; òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâå ïåðâîé òåîðåìû
ñðàâíåíèÿ çàêëþ÷àåì, ÷òî ïîñòðîåííûé íàìè ðÿä òàêæå ðàñõîäèòñÿ. N

3. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ñëåäóþùèå çíàêîïåðåìåííûå ðÿäû:

à)
∞∑
n=1

(−1)n
√
n

n+ 100
; á)

∞∑
n=1

cos πn
2

2n
; â)

∞∑
n=2

cos πn2

n+1

ln2 n
.

4 à) Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(x) =

√
x

x+ 100
.

Îíà ìîíîòîííî óáûâàåò íà ïîëóïðÿìîé (100; +∞), ïîñêîëüêó

f ′(x) =
(
√
x)′(x+ 100)−√x(x+ 100)′

(x+ 100)2 =

x+100
2
√
x
−√x

(x+ 100)2 < 0 ïðè x > 100.

Òåì ñàìûì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

bn =

√
n

n+ 100
,

íà÷èíàÿ ñ ñîòîãî íîìåðà, ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Èòàê, îòáðàñûâàÿ
ïåðâûå ñòî ÷ëåíîâ äàííîãî ðÿäà, ìû ïîëó÷àåì ðÿä Ëåéáíèöà, êîòîðûé
ñõîäèòñÿ â ñèëó òåîðåìû 19 (íàïîìíèì, ÷òî îòáðàñûâàíèå ëþáîãî
êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ ðÿäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 3 èç §1, íèêàê íå âëèÿåò íà
åãî ñõîäèìîñòü èëè ðàñõîäèìîñòü).

á) Èññëåäóåìûé ðÿä ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì âèäà (10), ó êîòîðîãî

an = cos
πn

2
è bn =

1

2n
.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà
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∞∑
n=1

an

èìååò âèä
0,−1,−1, 0, 0,−1,−1, 0, . . .

è ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, îãðàíè÷åííîé. Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn}
ïðè ýòîì ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òî äàííûé ðÿä, â ñèëó òåîðåìû î
ïðèçíàêå Äèðèõëå, ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ.

â) Â ñèëó î÷åâèäíîãî ñîîòíîøåíèÿ

cos
πn2

n+ 1
= (−1)n cos

(
πn2

n+ 1
− πn

)
= (−1)n+1 cos

π

n+ 1

äàííûé ðÿä ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðÿäà (10) ñëåäóþùèì îáðàçîì:
∞∑
n=2

cos πn2

n+1

ln2 n
≡

∞∑
n=2

anbn, ãäå an =
(−1)n+1

ln2 n
è bn = cos

π

n+ 1
.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn} â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî
âîçðàñòàþùåé è îãðàíè÷åííîé ñâåðõó ÷èñëîì 1. Â òî æå âðåìÿ, ðÿä

∞∑
n=2

an =
∞∑
n=2

(−1)n+1

ln2 n

ñõîäèòñÿ, ïîñêîëüêó ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðÿä Ëåéáíèöà (ìîíîòîííîñòü
ñîîòâåòñòâóþùåé áåñêîíå÷íî ìàëîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëåäóåò èç
íåðàâåíñòâà (

1

ln2 x

)′
= − 2

x ln3 x
< 0,

ñïðàâåäëèâîãî ïðè ëþáîì x > 1). Òàêèì îáðàçîì, äàííûé ðÿä, ïî ïðèçíàêó
Àáåëÿ, òàêæå ñõîäèòñÿ.N

4. Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõîäèìîñòè ñëåäóþùèå ðÿäû:

à)
∞∑
n=1

sin
(
π
√
n2 + k2

)
, k 6= 0;

á)
∞∑
n=2

sin πn
4

lnn
; â)

∞∑
n=1

(−1)n
arctg n√

n
.
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4à) Ïîñêîëüêó ïðè n→∞ ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå

sin
(
π
√
n2 + k2

)
= sin

(
πn

√
1 +

k2

n2

)
= sin

[
πn

(
1 +

k2

2n2 + o

(
1

n2

))]
=

= sin

(
πn+

πk2

2n
+ o

(
1

n

))
= (−1)n sin

(
πk2

2n
+ o

(
1

n

))
=

= (−1)n
[
πk2

2n
+ o

(
1

n

)
+ o

(
πk2

2n
+ o

(
1

n

))]
= (−1)n

(
πk2

2n
+ o

(
1

n

))
,

òî ðÿä èç ìîäóëåé ÷ëåíîâ äàííîãî ðÿäà ÿâëÿåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ (÷òîáû
óáåäèòüñÿ â ýòîì, äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü åãî ñ ãàðìîíè÷åñêèì ðÿäîì,
èñïîëüçóÿ òåîðåìó ñðàâíåíèÿ â ïðåäåëüíîé ôîðìå è òîò ôàêò, ÷òî k 6= 0).

Â òî æå âðåìÿ, n-é ÷ëåí ðàññìàòðèâàåìîãî ðÿäà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

sin
(
π
√
n2 + k2

)
= (−1)n sin

(
π
√
n2 + k2 − πn) =

= (−1)n sin
π
(√

n2 + k2 − n)(√n2 + k2 + n
)

√
n2 + k2 + n

=

= (−1)n sin
πk2

√
n2 + k2 + n

≡ (−1)nbn,

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn}, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà, ìîíîòîííî
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, äàííûé ðÿä ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ëåéáíèöà.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 19 îí ñõîäèòñÿ, ïðè÷åì ñõîäèòñÿ óñëîâíî.

á) Äàííûé ðÿä ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì âèäà (10), ó êîòîðîãî

an = sin
πn

4
è bn =

1

lnn
.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn}, êàê íåñëîæíî çàìåòèòü, ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî òåîðåìå î ïðèçíàêå Äèðèõëå, äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî ðÿäà äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü
îãðàíè÷åííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì {Sn} ðÿäà

∞∑
n=1

an.

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé äëÿ ðàçíîñòè êîñèíóñîâ, â ñèëó êîòîðîé èìååì

cos

(
πk

4
+
π

8

)
− cos

(
πk

4
− π

8

)
= −2 sin

πk

4
· sin π

8
.

Ñóììèðóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå ïî k îò 1 äî n, ïîëó÷èì
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(
cos

3π

8
− cos

π

8

)
+

(
cos

5π

8
− cos

3π

8

)
+

(
cos

7π

8
− cos

5π

8

)
+ . . .+

+

(
cos

(
πn

4
+
π

8

)
− cos

(
πn

4
− π

8

))
= −2 sin

π

8
·

n∑

k=1

sin
πk

4
,

îòêóäà

Sn =
n∑

k=1

sin
πk

4
=

cos π
8 − cos(πn4 + π

8 )

2 sin π
8

.

Èç ïîñëåäíåé ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì íîìåðå n
∣∣Sn
∣∣ =

∣∣ cos π
8 − cos(πn4 + π

8 )
∣∣

2 sin π
8

≤
∣∣ cos π

8

∣∣+
∣∣ cos(πn4 + π

8 )
∣∣

2 sin π
8

≤ 2

2 sin π
8

=
1

sin π
8
.

Èòàê, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn} îãðàíè÷åíà, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ðÿä èç ìîäóëåé, ñîîòâåòñòâóþùèé èñõîäíîìó ðÿäó:

∞∑
n=2

∣∣ sin πn
4

∣∣
lnn

. (∗)

Ïîñêîëüêó ïðè ëþáîì n ≥ 2 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

n > lnn è
∣∣ sin πn

4

∣∣ ≥ sin2 πn

4
,

òî ∣∣ sin πn
4

∣∣
lnn

>

∣∣ sin πn
4

∣∣
n

≥ sin2 πn
4

n
=

1− cos πn
2

2n
. (∗∗)

Ðÿä
∞∑
n=2

(
1− cos πn

2

2n

)
(∗∗∗)

¾ñîñòàâëåí¿ èç ðÿäîâ
∞∑
n=2

1

2n
è

∞∑
n=2

cos πn
2

2n
,

ïåðâûé èç êîòîðûõ ðàñõîäèòñÿ, à âòîðîé � ñõîäèòñÿ â ñèëó ðåçóëüòàòà
ïðèìåðà 3-á). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñëåäñòâèå òåîðåìû 2 èç §1,
çàêëþ÷àåì, ÷òî ðÿä (∗∗∗) ðàñõîäèòñÿ. Íî òîãäà ðÿä (∗), ïî ïåðâîé òåîðåìå
ñðàâíåíèÿ, òàêæå ðàñõîäèòñÿ â ñèëó íåðàâåíñòâà (∗∗). Òàêèì îáðàçîì,
èñõîäíûé ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî.
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â) Ïîñêîëüêó arctg n ≥ π/4 ïðè ëþáîì n ≥ 1, òî
arctg n√

n
≥ π

4
√
n
.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî ðÿä
∞∑
n=1

π

4
√
n

ðàñõîäèòñÿ, çàêëþ÷àåì íà îñíîâå ïåðâîé òåîðåìû ñðàâíåíèÿ, ÷òî ðÿä èç
ìîäóëåé, ñîîòâåòñòâóþùèé èñõîäíîìó ðÿäó, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ.

Â òî æå âðåìÿ, ðÿä
∞∑
n=1

an =
∞∑
n=1

(−1)n√
n

ñõîäèòñÿ, ïîñêîëüêó ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ëåéáíèöà, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{bn} = {arctg n} ìîíîòîííî âîçðàñòàåò è îãðàíè÷åíà ñâåðõó ÷èñëîì π/2.
Èòàê, äàííûé ðÿä, â ñèëó òåîðåìû î ïðèçíàêå Àáåëÿ, ñõîäèòñÿ óñëîâíî. N

5. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà p ðÿäû

à)
∞∑
n=1

sin πn
4

np
è á)

∞∑
n=2

(−1)n(
n+ (−1)n

)p

ÿâëÿþòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìèñÿ, à ïðè êàêèõ � ñõîäÿòñÿ óñëîâíî?
4à) Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè p ≤ 0 èññëåäóåìûé ðÿä çàâåäîìî ðàñõîäèòñÿ,

ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå íå âûïîëíåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè.
Ïóñòü p > 0. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {1/np} ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê

íóëþ, è, êàê ïîêàçàíî â ïðèìåðå 4-á), ïðè ëþáîì n ñïðàâåäëèâà îöåíêà
∣∣∣∣

n∑

k=1

sin
πk

4

∣∣∣∣ ≤
1

sin π
8
.

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 21, è äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ.
×òîáû âûÿñíèòü, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà p èìååò ìåñòî

àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü, âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêîé
1

np
≥
∣∣ sin πn

4

∣∣
np

≥ sin2 πn
4

np
=

1− cos πn
2

2np
=

1

2np
− cos πn

2

2np
,

è ïðèìåíèì ïåðâóþ òåîðåìó ñðàâíåíèÿ. Íà îñíîâå ëåâîãî íåðàâåíñòâà
çàêëþ÷àåì, ÷òî èññëåäóåìûé ðÿä, â ñèëó ñõîäèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî
îáîáùåííîãî ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà, ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ïðè p > 1.
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Åñëè æå 0 < p ≤ 1, òî ðÿä
∞∑
n=1

1

2np

ðàñõîäèòñÿ, òîãäà êàê ðÿä
∞∑
n=1

cos πn
2

2np

ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ ïî òåîðåìå î ïðèçíàêå Äèðèõëå (äîêàçàòåëüñòâî
ýòîãî ôàêòà ïðàêòè÷åñêè äîñëîâíî ïîâòîðÿåò ðàññóæäåíèÿ ïðèìåðà 3-á)).
Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñëåäñòâèå òåîðåìû 2 èç §1, çàêëþ÷àåì, ÷òî ðÿä

∞∑
n=1

(
1− cos πn

2

2np

)

ðàñõîäèòñÿ. Íî òîãäà, â ñèëó ïðàâîãî íåðàâåíñòâà ïîñëåäíåé îöåíêè,
ðàñõîäèòñÿ è ðÿä èç ìîäóëåé ÷ëåíîâ äàííîãî ðÿäà. Òàêèì îáðàçîì, ïðè
0 < p ≤ 1 èìååò ìåñòî ëèøü óñëîâíàÿ ñõîäèìîñòü.

á) Ïðè p ≤ 0 íå âûïîëíåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè, â ñèëó ÷åãî
ðÿä çàâåäîìî ÿâëÿåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ.

Íàéäåì àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ n-ãî ÷ëåíà äàííîãî ðÿäà â
ñëó÷àå, êîãäà p > 0. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ìàêëîðåíà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì
â ôîðìå Ïåàíî, ïîëó÷àåì ïðè n→∞:

(−1)n(
n+ (−1)n

)p =
(−1)n

np
·
(

1 +
(−1)n

n

)−p
=

=
(−1)n

np
·
(

1 + p
(−1)n+1

n
+ o

(
1

n

))
=

(−1)n

np
− p

np+1 + o

(
1

np+1

)
.

Ðÿäû
∞∑
n=2

(−1)n

np
è

∞∑
n=2

(
p

np+1 + o

(
1

np+1

))

ñõîäÿòñÿ ïðè ëþáîì p > 0 (ïåðâûé, î÷åâèäíî, ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó
Ëåéáíèöà, òîãäà êàê ñõîäèìîñòü âòîðîãî ñëåäóåò èç òåîðåìû ñðàâíåíèÿ
â ïðåäåëüíîé ôîðìå è ñõîäèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî îáîáùåííîãî
ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà). Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 2 èç §1 è ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî

∞∑
n=2

(−1)n(
n+ (−1)n

)p =
∞∑
n=2

(
(−1)n

np
− p

np+1 + o

(
1

np+1

))
,

çàêëþ÷àåì, ÷òî äàííûé ðÿä òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ ïðè ëþáîì p > 0.
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Òåïåðü âûÿñíèì, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà èìååò ìåñòî
àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü. Òàê êàê p > 0 è n − 1 ≤ n + (−1)n ≤ n + 1,
òî

1

(n+ 1)p
≤ 1(

n+ (−1)n
)p ≤

1

(n− 1)p
.

Î÷åâèäíî, ðÿä
∞∑
n=2

1

(n− 1)p

ñõîäèòñÿ ïðè p > 1, à ðÿä
∞∑
n=2

1

(n+ 1)p

ðàñõîäèòñÿ ïðè 0 < p ≤ 1. Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâå ïåðâîé òåîðåìû
ñðàâíåíèÿ çàêëþ÷àåì, ÷òî äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ïðè p > 1, òîãäà
êàê ïðè 0 < p ≤ 1 èìååò ìåñòî ëèøü óñëîâíàÿ ñõîäèìîñòü. N

6. ßâëÿåòñÿ ëè ñõîäÿùèìñÿ çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ ðÿä
∞∑
n=1

(−1)nbn, bn ≥ 0,

åñëè bn → 0 ïðè n→∞?
4 Âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ðÿä

∞∑
n=1

(−1)nbn, ãäå bn =
2 + (−1)n

n
.

Ïîêàæåì, ÷òî îí ðàñõîäèòñÿ. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì åãî n-é ÷ëåí â âèäå

(−1)n
2

n
+

1

n
,

è çàìåòèì, ÷òî ðÿä
∞∑
n=1

(−1)n
2

n

ñõîäèòñÿ êàê ðÿä Ëåéáíèöà, à ðÿä
∞∑
n=1

1

n

ðàñõîäèòñÿ êàê ãàðìîíè÷åñêèé. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñëåäñòâèå òåîðåìû
2 èç §1, çàêëþ÷àåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé ðÿä ÿâëÿåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ. N
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ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ. Ïðèìåð 6 ïîä÷åðêèâàåò ïðèíöèïèàëüíûé õàðàêòåð óñëîâèÿ
ìîíîòîííîñòè áåñêîíå÷íî ìàëîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {bn} â òåîðåìå î
ïðèçíàêå Ëåéáíèöà. Êàê ìû âèäèì, åñëè îò ýòîãî óñëîâèÿ îòêàçàòüñÿ, òî
ñîîòâåòñòâóþùèé çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ ðÿä, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàñõîäèòñÿ.

7. Ïóñòü äàíû çíàêîïåðåìåííûå ðÿäû
∞∑
n=1

an è
∞∑
n=1

bn.

Èçâåñòíî, ÷òî ïåðâûé èç ýòèõ ðÿäîâ ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, ïðè÷åì

lim
n→∞

bn
an

= 1.

Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî âòîðîé ðÿä òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ?
4 Âîîáùå ãîâîðÿ, ýòîãî óòâåðæäàòü íåëüçÿ. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü

∞∑
n=1

an =
∞∑
n=1

(−1)n√
n

è
∞∑
n=1

bn =
∞∑
n=1

(
(−1)n√

n
+

1

n

)
.

Ïåðâûé ðÿä ñõîäèòñÿ, ïîñêîëüêó ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ëåéáíèöà; ïðè ýòîì

lim
n→∞

bn
an

= lim
n→∞

(
1 +

(−1)n√
n

)
= 1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, n-é ÷ëåí âòîðîãî ðÿäà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó n-õ
÷ëåíîâ ñõîäÿùåãîñÿ è ðàñõîäÿùåãîñÿ ðÿäîâ

∞∑
n=1

(−1)n√
n

è
∞∑
n=1

1

n
.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñëåäñòâèå òåîðåìû 2 èç §1, çàêëþ÷àåì, ÷òî âòîðîé
ðÿä ðàñõîäèòñÿ. N

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ. Ïðèìåð 7 ïîêàçûâàåò, ÷òî òåîðåìà ñðàâíåíèÿ â ïðåäåëüíîé
ôîðìå, ñôîðìóëèðîâàííàÿ â §2 äëÿ ðÿäîâ ñî ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûìè
÷ëåíàìè, íåâåðíà äëÿ ðÿäîâ, ÷ëåíû êîòîðûõ çíàêîïåðåìåííû.

8. Ñêîëüêî ÷ëåíîâ ðÿäà
∞∑
n=1

(−1)n−1
√
n2 + 1

äîñòàòî÷íî âçÿòü, ÷òîáû ïîëó÷èòü åãî ñóììó ñ òî÷íîñòüþ äî 10−6?
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4 Äàííûé ðÿä, êàê íåñëîæíî çàìåòèòü, ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ëåéáíèöà.
Ñîãëàñíî îöåíêå ñóììû, ïðèâåäåííîé â òåîðåìå 19, íóæíîå ÷èñëî ÷ëåíîâ
ìîæíî íàéòè èç íåðàâåíñòâà bn = 1/

√
n2 + 1 ≤ 10−6, îòêóäà n ≥ 106. N

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

14. Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà íå èçìåíèòñÿ, åñëè åãî ÷ëåíû
ïåðåñòàâèòü òàêèì îáðàçîì, ÷òî íîìåð êàæäîãî ÷ëåíà èçìåíèòñÿ íå áîëüøå,
÷åì íà m, ãäå m � íåêîòîðîå çàäàííîå ÷èñëî.

15. Çíàÿ, ÷òî ñóììà ðÿäà
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
= 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− 1

6
+ . . .

ðàâíà ln 2 (ñì. ïðèìåð 1-á)), íàéòè ñóììû ñëåäóþùèõ ðÿäîâ:

à) 1 +
1

3
− 1

2
+

1

5
+

1

7
− 1

4
+ . . . ;

á) 1− 1

2
− 1

4
+

1

3
− 1

6
− 1

8
+ . . . .

(Ðÿä à) ïîëó÷àåòñÿ èç èñõîäíîãî â ðåçóëüòàòå ïåðåñòàíîâêè, ïðè
êîòîðîé äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷ëåíà ñìåíÿþòñÿ îäíèì
îòðèöàòåëüíûì, à ðÿä á) � â ðåçóëüòàòå ïåðåñòàíîâêè, ïðè êîòîðîé çà
îäíèì ïîëîæèòåëüíûì ñëåäóþò äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ îòðèöàòåëüíûõ.)

16. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü çíàêîïåðåìåííûå ðÿäû:

à)
∞∑
n=1

(−1)n
(

2n+ 100

3n+ 1

)n
; á)

∞∑
n=1

(−1)n
sin2 n

n
; â)

∞∑
n=1

ln100 n

n
sin

πn

4
;

ã)
∞∑
n=2

(−1)n√
n+ (−1)n

; ä)
∞∑
n=1

(−1)n

n
√
n

; å)
∞∑
n=1

sinn · sinn2

n
.

17. Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõîäèìîñòè ðÿäû:

à)
∞∑
n=1

(−1)n
n− 1

n+ 1
· 1

100
√
n

; á)
∞∑
n=2

sin πn
12

lnn
; â)

∞∑
n=1

(−1)n

n2√
n
.
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18. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà p ðÿäû

à)
∞∑
n=1

sin πn
4

np + sin πn
4

è á)
∞∑
n=2

ln

(
1 +

(−1)n

np

)

ÿâëÿþòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìèñÿ, à ïðè êàêèõ � ñõîäÿòñÿ óñëîâíî?
19. Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà ðÿäà

∞∑
n=1

(−1)n−1

np

ïðè ëþáîì p > 0 ëåæèò ìåæäó 1/2 è 1.
20. Ñêîëüêî ÷ëåíîâ ðÿäà

∞∑
n=1

sinn◦√
n

äîñòàòî÷íî âçÿòü, ÷òîáû ïîëó÷èòü åãî ñóììó ñ òî÷íîñòüþ äî 10−6?
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�4. Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä ðÿäàìè.
Ñóììèðîâàíèå ðÿäîâ.

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è òåîðåìû

1. Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä ñõîäÿùèìèñÿ ðÿäàìè. Â
ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ ìû ïîçíàêîìèëèñü ñ òàêèìè äåéñòâèÿìè íàä
÷èñëîâûìè ðÿäàìè, êàê ïî÷ëåííîå ñëîæåíèå, îäíîâðåìåííîå óìíîæåíèå
âñåõ ÷ëåíîâ ðÿäà íà îäíî è òî æå ÷èñëî, îòáðàñûâàíèå (äîáàâëåíèå)
êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ, à òàêæå ïåðåñòàíîâêè ÷ëåíîâ ðÿäà. Ïåðå÷èñëåííûå
äåéñòâèÿ ïðèíÿòî íàçûâàòü àðèôìåòè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè íàä ðÿäàìè.
Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì åùå äâå îïåðàöèè ïîäîáíîãî ðîäà �
ðàññòàíîâêó ñêîáîê è îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ ðÿäîâ.

Òåîðåìà 22 (àññîöèàòèâíîå ñâîéñòâî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà): åñëè íåêîòîðûå
ãðóïïû ñëàãàåìûõ â ñõîäÿùåìñÿ ÷èñëîâîì ðÿäå

∞∑
n=1

an

çàêëþ÷èòü â ñêîáêè, òî åãî ñõîäèìîñòü íå íàðóøèòñÿ è ñóììà íå èçìåíèòñÿ
(îòìåòèì, ÷òî çàêëþ÷åííûå â ñêîáêè ñëàãàåìûå çàìåíÿþòñÿ èõ ñóììîé).

Ïåðåéäåì ê âîïðîñó î ïðîèçâåäåíèè ðÿäîâ. Ââåäåì ñëåäóþùåå ïîíÿòèå.
Îïðåäåëåíèå 8: ïðîèçâåäåíèåì ÷èñëîâûõ ðÿäîâ

à)
∞∑
n=1

an è á)
∞∑
n=1

bn

íàçûâàåòñÿ ðÿä

â)
∞∑
n=1

cn,

ãäå

cn = a1bn + a2bn−1 + . . .+ anb1 =
n∑

k=1

akbn−k+1.

Òåîðåìà 23 (òåîðåìà Ìåðòåíñà): åñëè ðÿä à) èìååò ñóììó A è ñõîäèòñÿ
àáñîëþòíî, à ðÿä á) èìååò ñóììó B è ñõîäèòñÿ óñëîâíî, òî ðÿä â)
(ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ðÿäîâ) òàêæå ñõîäèòñÿ è èìååò ñóììó AB.
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ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 1. Åñëè â óñëîâèè òåîðåìû 23 äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü,
÷òîáû ðÿä á) ñõîäèëñÿ àáñîëþòíî è èìåë ñóììó B, òî ðÿä â) áóäåò òàêæå
ñõîäèòüñÿ àáñîëþòíî è èìåòü ñóììó AB.

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 2. Åñëè ðÿäû à) è á) ñõîäÿòñÿ ëèøü óñëîâíî, òî èõ
ïðîèçâåäåíèå â) ìîæåò áûòü ðàñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì. Â ÷àñòíîñòè, êâàäðàò
óñëîâíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà (ïðîèçâåäåíèå äâóõ îäèíàêîâûõ ðÿäîâ) ìîæåò
áûòü ðÿäîì, êîòîðûé ðàñõîäèòñÿ (ñì. ïðèìåð 3).

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 3. Åñëè âñå òðè ðÿäà à), á) è â) ñõîäÿòñÿ è èìåþò ñóììû,
ñîîòâåòñòâåííî ðàâíûå A, B è C, òî èìååò ìåñòî ôîðìóëà AB = C.

2. Ñóììèðîâàíèå ðÿäîâ. Ïðè íàõîæäåíèè ñóììû S ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà
∞∑
n=1

un

â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óäîáíî ïðåäñòàâèòü åãî n-é ÷ëåí â âèäå un = vn+1−vn.
Â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè vn+1 = Sn + v1, ãäå {Sn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
÷àñòè÷íûõ ñóìì äàííîãî ðÿäà. Òîãäà, åñëè vn → v∞ ïðè n→∞, òî

S = lim
n→∞

Sn = v∞ − v1.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè n-é ÷ëåí èñõîäíîãî ðÿäà èìååò âèä

un =
1

anan+1 . . . an+m
, (12)

ãäå an+k = an +kd, d = const, k = 0, 1, . . . ,m, òî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n

vn = − 1

md
· 1

anan+1 . . . an+m−1
. (13)

Èíîãäà òðåáóåòñÿ ïðîñóììèðîâàòü ñõîäÿùèéñÿ ðÿä, n-é ÷ëåí êîòîðîãî
ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé îò n. Êàê ïðàâèëî, â ïîäîáíûõ
ñëó÷àÿõ èñõîäíûé ðÿä óäàåòñÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ, ñóììû êîòîðûõ çàðàíåå èçâåñòíû. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî
ðàçëîæèòü åãî n-é ÷ëåí (íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ìåòîäà íåîïðåäåëåííûõ
êîýôôèöèåíòîâ) íà ïðîñòûå äðîáè, è ïðèìåíèòü òåîðåìó 2. Ïðèâåäåì
íåêîòîðûå ïîëåçíûå ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ïðè ýòîì:

1)
∞∑
n=1

(−1)n+1

n
= ln 2; 2)

∞∑
n=1

1

n2 =
π2

6
; 3)

∞∑
n=1

(−1)n+1

n2 =
π2

12
. (14)
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Êîíòðîëüíûå âîïðîñû è çàäàíèÿ

1. Êàêèå àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä ÷èñëîâûìè ðÿäàìè âû çíàåòå?
2. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî ñóììà ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ

ìîæåò áûòü êàê ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì, òàê è ðÿäîì, êîòîðûé ðàñõîäèòñÿ.
3. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ñóììå äâóõ ðÿäîâ, îäèí èç êîòîðûõ ñõîäèòñÿ, à

äðóãîé ðàñõîäèòñÿ? Îòâåò îáîñíóéòå.
4. Â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ àññîöèàòèâíîå ñâîéñòâî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà?
5. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå ïðîèçâåäåíèÿ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ. Ïðè

êàêèõ óñëîâèÿõ íà ïåðåìíîæàåìûå ðÿäû îíî ÿâëÿåòñÿ: à) ñõîäÿùèìñÿ
ðÿäîì; á) àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì?

6. ßâëÿåòñÿ ëè ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì ïðîèçâåäåíèå äâóõ óñëîâíî
ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ?

Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷

1. Äîêàçàòü òåîðåìó 22 (àññîöèàòèâíîå ñâîéñòâî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà).
4 Ïóñòü äàí ñõîäÿùèéñÿ ÷èñëîâîé ðÿä

∞∑
n=1

an,

êîòîðûé èìååò ñóììó A. Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáàÿ ãðóïïèðîâêà åãî ÷ëåíîâ,
ñâÿçàííàÿ ñ íåêîòîðîé ðàññòàíîâêîé ñêîáîê, ïîðîæäàåò íîâûé ðÿä âèäà

(a1 + . . .+ ak1
) + (ak1+1 + . . .+ ak2

) + (ak2+1 + . . .+ ak3
) + . . . =

∞∑
s=1

bs,

ãäå bs = aks−1+1 + . . . + aks ïðè s = 1, 2, 3, . . . è k0 = 0. Íåñëîæíî
çàìåòèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Bs} ÷àñòè÷íûõ ñóìì ýòîãî íîâîãî ðÿäà
åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Aks} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
÷àñòè÷íûõ ñóìì èñõîäíîãî ðÿäà. Íî âñÿêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäèòñÿ ê òîìó æå ïðåäåëó, ÷òî è ñàìà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü [1], ïîýòîìó Bs = Aks → A ïðè s → ∞. Òàêèì
îáðàçîì, ïðè ëþáîé ãðóïïèðîâêå ÷ëåíîâ ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà åãî ñõîäèìîñòü
íå íàðóøàåòñÿ è ñóììà íå èçìåíÿåòñÿ. N
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2. Ïîêàçàòü, ÷òî ñóììà ïðîèçâåäåíèÿ ðÿäîâ

à)
∞∑
n=0

1

n!
è á)

∞∑
n=0

(−1)n

n!

ðàâíà åäèíèöå.
4 Ðåøèì äàííóþ çàäà÷ó äâóìÿ ñïîñîáàìè: 1) ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì

ïðîèçâåäåíèÿ ðÿäîâ; 2) èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ìåðòåíñà.
1) Ïîñêîëüêó

∞∑
n=0

1

n!
=

∞∑
n=1

1

(n− 1)!
è

∞∑
n=0

(−1)n

n!
=

∞∑
n=1

(−1)n−1

(n− 1)!
,

òî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 8, n-é ÷ëåí ïðîèçâåäåíèÿ ðÿäîâ à) è á) èìååò âèä

cn =
n∑

k=1

akbn−k+1, ãäå ak =
1

(k − 1)!
è bk =

(−1)k−1

(k − 1)!
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëþáîì n ∈ N èìååì

cn =
n∑

k=1

1

(k − 1)!
· (−1)n−k+1−1

(n− k + 1− 1)!
= (−1)n

n∑

k=1

(−1)k

(k − 1)!(n− k)!
,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî c1 = 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ (n+1)-ãî ÷ëåíà ïîëó÷àåì

cn+1 = (−1)n+1
n+1∑

k=1

(−1)k

(k − 1)!(n+ 1− k)!
=

= (−1)n+1
n∑

k=0

(−1)k+1

k!(n− k)!
= (−1)n

n∑

k=0

(−1)k

k!(n− k)!
, n ∈ N.

Ïðèìåíÿÿ áèíîìèàëüíóþ ôîðìóëó Íüþòîíà ê âûðàæåíèþ (1− 1)n, èìååì

(1− 1)n =
n∑

k=0

(−1)kn!

k!(n− k)!
= n!

n∑

k=0

(−1)k

k!(n− k)!
= 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî cn+1 = 0 ïðè ëþáîì n ∈ N.
Èòàê, ïîñêîëüêó c1 = 1 è cn = 0 ïðè n ≥ 2, òî

∞∑
n=1

cn = 1.

2) Ðÿäû à) è á) ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî (÷òîáû ïðîâåðèòü ýòî, äîñòàòî÷íî
ïðèìåíèòü ïðèçíàê Äàëàìáåðà â ïðåäåëüíîé ôîðìå). Â ñèëó òåîðåìû
Ìåðòåíñà ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èõ ïðîèçâåäåíèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ
ðÿäîì, ïðè÷åì ñóììà ýòîãî ðÿäà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ñóìì ðÿäîâ à) è á).
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Îöåíèì n-å ÷àñòè÷íûå ñóììû An è Bn ðÿäîâ à) è á). Äëÿ ýòîãî
âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì ôóíêöèè ex ïî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ . . .+

xn

n!
+Rn+1(x),

ãäå
|Rn+1(x)| < 3

(n+ 1)!
ïðè − 1 ≤ x ≤ 1

(äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñì. â [1]). Ïîî÷åðåäíî ïîëàãàÿ â
ýòîì ðàçëîæåíèè x = 1 è x = −1, ïîëó÷àåì îöåíêè∣∣∣∣

(
1 +

1

1!
+

1

2!
+ . . .+

1

n!

)
− e
∣∣∣∣ = |An − e| = |Rn+1(1)| < 3

(n+ 1)!

è∣∣∣∣
(

1− 1

1!
+

1

2!
+ . . .+

(−1)n

n!

)
− e−1

∣∣∣∣ = |Bn − e−1| = |Rn+1(−1)| < 3

(n+ 1)!
,

èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî ñóììû ðÿäîâ à) è á) ðàâíû e è e−1, ñîîòâåòñòâåííî.
Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ðÿäîâ, ñîãëàñíî òåîðåìå Ìåðòåíñà,
èìååò ñóììó e · e−1 = 1. N

3. Ïîêàçàòü, ÷òî êâàäðàò óñëîâíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà
∞∑
n=1

(−1)n+1
√
n

ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì, êîòîðûé ðàñõîäèòñÿ.
4 Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 8, n-é ÷ëåí êâàäðàòà äàííîãî ðÿäà èìååò âèä

cn =
n∑

k=1

(
(−1)k+1
√
k
· (−1)n−k+2
√
n− k + 1

)
= (−1)n+1

n∑

k=1

1√
k(n− k + 1)

.

Ïîêàæåì, ÷òî |cn| ≥ 1 ïðè ëþáîì íîìåðå n. Äëÿ ýòîãî ïðîñóììèðóåì ïî k
îò 1 äî n íåðàâåíñòâà

1√
k(n− k + 1)

≥ 1

n
, k = 1, 2, . . . , n

(äîêàæèòå ñïðàâåäëèâîñòü ýòèõ íåðàâåíñòâ ñàìîñòîÿòåëüíî). Èìååì

|cn| =
n∑

k=1

1√
k(n− k + 1)

≥ n

n
= 1, n ∈ N.

Èòàê, êâàäðàò èñõîäíîãî ðÿäà ÿâëÿåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì, ïîñêîëüêó
äëÿ íåãî íå âûïîëíåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè. N
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4. Íàéòè ñóììó S ðÿäà
1

1 · 2 · 3 +
1

2 · 3 · 4 +
1

3 · 4 · 5 + . . .

4 Ëåãêî âèäåòü, ÷òî n-é ÷ëåí

un =
1

n(n+ 1)(n+ 2)

ðàññìàòðèâàåìîãî ðÿäà èìååò âèä (12), ãäå an = n, d = 1 è m = 2.
Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (13), èìååì

vn = −1

2
· 1

n(n+ 1)
,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

S = lim
n→∞

vn − v1 = 0−
(
− 1

4

)
=

1

4
. N

5. Íàéòè ñóììó S ðÿäà:

à) 1

1 · 2 −
1

2 · 3 +
1

3 · 4 −
1

4 · 5 + . . . ; á) 1

1 · 2 · 3 +
1

3 · 4 · 5 +
1

5 · 6 · 7 + . . . .

4 à) Ïðåäñòàâèì n-é ÷ëåí

un =
(−1)n+1

n(n+ 1)

äàííîãî ðÿäà â âèäå

un =
(−1)n+1

n
− (−1)n+1

n+ 1
=

(−1)n+1

n
+

(−1)n+2

n+ 1
.

Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ 1)-(14)
∞∑
n=1

(−1)n+1

n
= 1 +

∞∑
n=1

(−1)n+2

n+ 1
= ln 2,

ïîýòîìó, ñîãëàñíî òåîðåìå 2 î ïî÷ëåííîì ñëîæåíèè ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ,
ñóììà èñõîäíîãî ðÿäà ðàâíà ln 2 + (ln 2− 1) = 2 ln 2− 1.

á) Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðåçóëüòàò ïðèìåðà à), à òàêæå ó÷èòûâàÿ, ÷òî
1

1 · 2 · 3 +
1

3 · 4 · 5 +
1

5 · 6 · 7 + . . . =

=
1

2

((
1

1 · 2−
1

2 · 3
)

+

(
1

3 · 4−
1

4 · 5
)

+

(
1

5 · 6−
1

6 · 7
)

+. . .

)
=

1

2

∞∑
n=1

(−1)n+1

n(n+ 1)
,

ïîëó÷àåì äëÿ ñóììû ðàññìàòðèâàåìîãî ðÿäà çíà÷åíèå S = ln 2− 1/2. N
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6. Íàéòè ñóììó S ðÿäà:

à)
∞∑
n=1

1

n(n+m)
, m ∈ N; á)

∞∑
n=2

1

n2 − 1
.

4 à) Ïðåäñòàâëÿÿ n-ûé ÷ëåí äàííîãî ðÿäà â âèäå

un =
1

m

(
1

n
− 1

n+m

)
,

ïîëó÷àåì äëÿ åãî n-îé ÷àñòè÷íîé ñóììû Sn ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

Sn =
n∑

k=1

uk =
1

m

n∑

k=1

(
1

k
− 1

k +m

)
=

=
1

m

( n∑

k=1

1

k
−

n∑

k=1

1

k +m

)
=

1

m

( n∑

k=1

1

k
−

n+m∑

k=m+1

1

k

)
.

Òàê êàê m � ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à ñóììà S îïðåäåëÿåòñÿ
ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïðè n→∞, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî n > m. Îòñþäà

Sn =
1

m

( m∑

k=1

1

k
+

n∑

k=m+1

1

k
−

n∑

k=m+1

1

k
−

n+m∑

k=n+1

1

k

)
=

1

m

( m∑

k=1

1

k
−

n+m∑

k=n+1

1

k

)
.

Ïîñêîëüêó ïðè n→∞ êàæäîå èç m ñëàãàåìûõ â ñóììå
n+m∑

k=n+1

1

k
=

1

n+ 1
+

1

n+ 2
+

1

n+ 3
+ . . .+

1

n+m

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òî è âñÿ ýòà ñóììà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n→∞. Èòàê,

S = lim
n→∞

Sn =
1

m
lim
n→∞

( m∑

k=1

1

k
−

n+m∑

k=n+1

1

k

)
=

1

m

m∑

k=1

1

k
=

1

m

(
1+

1

2
+ . . .+

1

m

)
.

á) Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðåçóëüòàò ïðèìåðà à), à òàêæå ó÷èòûâàÿ, ÷òî
∞∑
n=2

1

n2 − 1
=

∞∑
n=2

1

(n− 1)(n+ 1)
=

∞∑
n=1

1

n(n+ 2)
,

ïîëó÷àåì äëÿ ñóììû ðàññìàòðèâàåìîãî ðÿäà çíà÷åíèå

S =
1

2

(
1 +

1

2

)
=

3

4
. N
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7. Íàéòè ñóììó S ðÿäà:

à)
∞∑
n=1

n

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)
; á)

∞∑
n=1

2n− 1

n2(n+ 1)2 .

4 à) Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ è
ïðåäñòàâèì n-ûé ÷ëåí un äàííîãî ðÿäà â âèäå ñóììû n-ûõ ÷ëåíîâ áîëåå
ïðîñòûõ ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ:

un =
n

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)
=

A

(n+ 2)(n+ 3)
+

B

(n+ 1)(n+ 2)
=

=
(A+B)n+ A+ 3B

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)
.

Ïðèðàâíèâàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû, ïîëó÷àåì ñèñòåìó
{
A+B = 1

A+ 3B = 0
,

èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî A = 3/2 è B = −1/2. Òàêèì îáðàçîì, ïî òåîðåìå 2

S =
∞∑
n=1

n

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)
=

3

2

∞∑
n=1

1

(n+ 2)(n+ 3)
−1

2

∞∑
n=1

1

(n+ 1)(n+ 2)
.

Â ñèëó ðåçóëüòàòà, ïîëó÷åííîãî â ïðèìåðå 6-à), èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
= 1,

èç êîòîðîãî, â ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ
∞∑
n=1

1

(n+ 2)(n+ 3)
=

∞∑
n=3

1

n(n+ 1)
=

∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
− 1

2
− 1

6
= 1− 1

2
− 1

6
=

1

3
,

∞∑
n=1

1

(n+ 1)(n+ 2)
=

∞∑
n=2

1

n(n+ 1)
=

∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
− 1

2
= 1− 1

2
=

1

2
.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå ñóììû â âûðàæåíèå äëÿ S, ïîëó÷àåì S = 1/4.
á) Êàê è â ïðèìåðå 7-à), ïðåäñòàâèì ñ ïîìîùüþ ìåòîäà íåîïðåäåëåííûõ

êîýôôèöèåíòîâ n-ûé ÷ëåí äàííîãî ðÿäà â âèäå ñóììû ïðîñòåéøèõ äðîáåé:
2n− 1

n2(n+ 1)2 =
A

n
+

B

n+ 1
+
C

n2 +
D

(n+ 1)2 =

=
(A+B)n3 + (2A+B + C +D)n2 + (A+ 2C)n+ C

n2(n+ 1)2 .

Ïðèðàâíèâàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû, ïîëó÷àåì ñèñòåìó
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



A+B = 0

2A+B + C +D = 0

A+ 2C = 2

C = −1

,

èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî A = 4, B = −4, C = −1 è D = −3. Ïðèìåíÿÿ ê
íàéäåííîìó ðàçëîæåíèþ n-ãî ÷ëåíà

2n− 1

n2(n+ 1)2 =
4

n
− 4

n+ 1
− 1

n2 −
3

(n+ 1)2 =
4

n(n+ 1)
− 1

n2 −
3

(n+ 1)2

òåîðåìó 2, ïîëó÷àåì

S =
∞∑
n=1

2n− 1

n2(n+ 1)2 = 4
∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
−
∞∑
n=1

1

n2 − 3
∞∑
n=1

1

(n+ 1)2 .

Ñóììà ïåðâîãî ðÿäà â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ðàâíà åäèíèöå,
à ñóììû âòîðîãî è òðåòüåãî ðÿäîâ íàõîäèì, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå 2)-(14):

∞∑
n=1

1

n2 =
∞∑
n=1

1

(n+ 1)2 + 1 =
π2

6
.

Èòàê, îêîí÷àòåëüíî èìååì

S = 4 · 1− π2

6
− 3 ·

(
π2

6
− 1

)
= 7− 2π2

3
. N

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

21. Íàéòè ñóììû ïðîèçâåäåíèé ñëåäóþùèõ ðÿäîâ:

à)
∞∑
n=1

(−1)n

n
è

∞∑
n=1

1

3n
; á)

∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
è

∞∑
n=1

1

n!
.

22. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ

1−
∞∑
n=1

(
3

2

)n
è 1 +

∞∑
n=1

(
3

2

)n−1(
2n +

1

2n+1

)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä.
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23. Íàéòè ñóììû ñëåäóþùèõ ðÿäîâ:

à)
∞∑
n=1

(
1

2n
+

(−1)n

3n

)
; á)

∞∑
n=1

cos 2πn
3

2n
; â)

∞∑
n=1

1

(2n− 1)(2n+ 1)
;

ã)
∞∑
n=1

1

n(2n+ 1)
; ä)

∞∑
n=1

1

n2(n+ 1)2(n+ 2)2 ; å)
∞∑
n=2

(−1)n

n2 + n− 2
;

æ)
∞∑
n=1

n2

n!
; ç)

∞∑
n=1

1

n2(n+ 1)2 ; è)
∞∑
n=0

2n(n+ 1)

n!
; ê)

∞∑
n=0

(−1)nn

(2n+ 1)!
.
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ÎÒÂÅÒÛ È ÓÊÀÇÀÍÈß

1. à) Ðÿä ñõîäèòñÿ, S = 1; á) Ðÿä ñõîäèòñÿ, S = 3/2; â) Ðÿä ðàñõîäèòñÿ; ã)
Ðÿä ñõîäèòñÿ, S = 3; ä) Ðÿä ðàñõîäèòñÿ; å) Ðÿä ñõîäèòñÿ, S = 1 −√2; æ)
Ðÿä ñõîäèòñÿ, S = 2/3; ç) Ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

3. à) Ðÿä ðàñõîäèòñÿ; á) Ðÿä ðàñõîäèòñÿ; â) Ðÿä ñõîäèòñÿ; ã) Ðÿä
ðàñõîäèòñÿ (Óêàçàíèå: îöåíèòü |Sn+p − Sn|, âûáðàâ n = 2k è n+ p = 22k).

4. Óêàçàíèå: âîñïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåíñòâîì a2
1+. . .+a2

n < (a1+. . .+an)
2.

5. Óêàçàíèå: ïîêàçàòü, ÷òî ðàñõîäèòñÿ n-é îñòàòîê èññëåäóåìîãî ðÿäà.
6. Âñå ðÿäû, êðîìå ðÿäîâ å) è æ), ÿâëÿþòñÿ ñõîäÿùèìèñÿ.
7. Âñå òðè ðÿäà ÿâëÿþòñÿ ñõîäÿùèìèñÿ.
8. à) Ðÿä ñõîäèòñÿ, åñëè q > p; á) Ðÿä ñõîäèòñÿ, åñëè p/2 + q > 1.
9. Ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè p = 1, q > 1 è ïðè p > 1 (â ýòîì ñëó÷àå q � ëþáîå).
10. à) Ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè x < 1/e; á) Ðÿä ðàñõîäèòñÿ.
11. à) Ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè p > 0; á) Ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè α > 1/2; â) Ðÿä

ñõîäèòñÿ ïðè p > 1; ã) Ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè a+ b > 1; ä) Ðÿä ñõîäèòñÿ; å) Ðÿä
ðàñõîäèòñÿ; æ) Ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè α < −1.

12. à) Ðÿä ñõîäèòñÿ; á) Ðÿä ðàñõîäèòñÿ; â) Ðÿä ñõîäèòñÿ.
13. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ (Óêàçàíèå: çàìåíèòü {xn} ðÿäîì

àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî â ïðèìåðå 11).
15. à) 3

2 ln 2; á) 1
2 ln 2.

16. à) Ðÿä ñõîäèòñÿ; á) Ðÿä ñõîäèòñÿ; â) Ðÿä ñõîäèòñÿ; ã) Ðÿä ðàñõîäèòñÿ;
ä) Ðÿä ðàñõîäèòñÿ; å) Ðÿä ñõîäèòñÿ.

17. à) Ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî; á) Ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî; â) Ðÿä ðàñõîäèòñÿ.
18. à) Ðÿä ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ ïðè p > 1 è ñõîäÿùèìñÿ

óñëîâíî ïðè 1/2 < p ≤ 1; á) Ðÿä ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ ïðè
p > 1 è ñõîäÿùèìñÿ óñëîâíî ïðè 1/2 < p ≤ 1.

19. Óêàçàíèå: äîêàçàòü íåðàâåíñòâà S2n < S < S2n−1 è S4n−1 > 1−S2n/2
p

è âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì ôàêòîì, ÷òî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ
ñóìì {S2n}, {S2n−1} è {S4n−1} ñõîäÿòñÿ è èìåþò îäèí è òîò æå ïðåäåë
S, ïðè÷åì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {S2n} âîçðàñòàåò, à {S2n−1} � óáûâàåò.
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20. Òðåáóåòñÿ âçÿòü íå ìåíåå 1, 32 · 106 ÷ëåíîâ.
21. à) S = −1

2 ln 2; á) S = e− 1.
23. à) S = 3/4; á) S = −2/7; â) S = 1/2; ã) S = 2(1 − ln 2); ä) S =

= π2/4−39/16; å) S = (4 ln 2−1)/6; æ) S = 2e; ç) S = π2/3−3; è) S = 3e2;
ê) S = (cos 1− sin 1)/2.
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