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Лекци я 14

ОПРЕДЕЛИТЕЛИ

§ 1. Определители порядка n > 1

Пусть A ∈ K
n×n.

A =




a1
1 a1

2 · · · a1
n

a2
1 a2

2 · · · a2
n

...
...

. . .
...

an
1 an

2 · · · an
n


 = ‖A1,A2, ... ,An‖,

A1 =




a1
1

a2
1
...

an
1


 , A2 =




a1
2

a2
2
...

an
2


 , ... , An =




a1
n

a2
n
...

an
n


 .

Опр ед е л е н и е 1 . Определителем, или детерминантом квад-
ратной числовой матрицы A называется числовая функция столб-
цов этой матрицы

det : K
n × · · · × K

n

︸ ︷︷ ︸
n

→ K,

обозначаемая

detA = |A| = det‖A1,A2, ... ,An‖ = |A1,A2, ... ,An|

и обладающая следующими свойствами:
(1) полилинейность, т. е.

|α
′

A
′

1 + α
′′

A
′′

1 ,A2, ... ,An| = α
′

|A
′

1,A2, ... ,An|+ α
′′

|A
′′

1 ,A2, ... ,An|;

(2) кососимметричность, т. е. при перестановке двух соседних
столбцов определитель меняет знак на противоположный

|A1, ... ,Ak,Ak+1, ... ,An| = −|A1, ... ,Ak+1,Ak, ... ,An|;

(3) нормировка: определитель единичной матрицы In ∈ K
n×n ра-

вен единице
det In = 1.
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З а м е ч а н и е . Можно доказать, что при перестановке двух про-
извольных столбцов определитель меняет свой знак на противополож-
ный.

Ф орм ул ы Кр а м е р а д л я к в а д р а т н ы х с и с т е м у р а в н е-
н и й . 




a1
1x

1 + a1
2x

2 + · · · + a1
nxn = b1,

a2
1x

1 + a2
2x

2 + · · · + a2
nxn = b2,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
an
1 x1 + an

2 x2 + · · · + an
nxn = bn,

(1.1)

или в матричной форме

x1A1 + x2A2 + · · · + xnAn = B, (1.2)

где B = (b1, b2, ... , bn)T . Пусть

△
def
= |A1,A2, ... ,An| 6= 0, △1

def
= |B,A2, ... ,An|.

△1 = |B,A2, ... ,An| = |x1A1 + x2A2 + · · · + xnAn,A2, ... ,An| =

= x1 |A1,A2, ... ,An|︸ ︷︷ ︸
=△

+x2 |A2,A2, ... ,An|︸ ︷︷ ︸
=0

+ · · ·+

+ xn |An,A2, ... An|︸ ︷︷ ︸
=0

= x1△ ⇒ x1 =
△1

△
.

△k
def
= |A1, ... ,Ak−1,B,Ak+1, ... ,An|.

xk =
△k

△
. (1.3)

Те о р е м а 1. Если △ 6= 0, то при условии существовании решения
системы (1.1) оно дается формулой (1.3) при k = 1,n.

§ 2. Перестановки

Пусть N = {1, 2, ...,n}.
О п р е д е л е н и е 2 . Перестановкой множества N называется

взаимно однозначное отображение (инъективное и сюрьективное)

σ : N → N.

Множество всех перестановок множества N обозначается как Sn.
З а м е ч а н и е 1. Перестановку σ удобно записывать в виде следующей
таблицы:

(
1 2 · · · n

σ(1) σ(2) · · · σ(n)

)
, σ(i) 6= σ(j) при i 6= j.

Справедливо следующее утверждение:
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Те о р е м а 2. Количество всех перестановок n–элементного множе-
ства N равно n!.

На б люде н и е 1 . Определена ассоциативная операция произве-
дения перестановок:

(τσ)(i) = τ (σ(i)) ∀ i ∈ N.

Наблюде н и е 2 . Определена тождественная перестановка.
Н а блюде н и е 3 . Для каждой перестановки определена обратная

перестановка.
Л емм а 1. SN — группа.

Опр еде л е н и е 3 . Будем говорить, что два различных элемен-
та i, j ∈ N = {1, 2...,n} образуют инверсию в перестановке σ ∈ Sn,
если числа

i − j и σ(i) − σ(j)

имеют разные знаки.
Например, рассмотрим такую перестановку

σ =

[
1 3 2 4
2 1 3 4

]
.

Справедливы следующие выражения:

1− 3 < 0 и σ(1) − σ(3) = 2− 1 > 0.

Следовательно, числа 1 и 3 образуют инверсию в указанной переста-
новке σ.
З а м е ч а н и е 2. Если перестановка σ задана упорядоченной по верх-
нему ряду таблицей

σ =

[
1 2 · · · n

σ(1) σ(2) · · · σ(n)

]
,

то инверсия в перестановке σ обнаруживается в виде наличия в ниж-
нем ряде чисел σ(i) и σ(j) таких, что большее число находится левее
меньшего. Например, в перестановке

σ =

(
1 2 3 4 5
3 5 2 1 4

)

имеется 6 инверсий. А именно, следующие пары чисел нижнего ряда
предыдущей таблицы:

(3, 1), (3, 2), (5, 2), (5, 1), (5, 4), (2, 1).

Опр е д е л е н и е 4 . Перестановка σ ∈ Sn называется чётной
(нечётной), если она содержит чётное (нечётное) число инверсий.
Знаком перестановки σ называется число

sign(σ) =

{
1, если σ − чётная перестановка,

−1, если σ − нечётная перестановка.
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Лемм а 2. Справедливо следующее равенство:

sign(σ) =
∏

{i,j}⊂N , i 6=j

sign

(
i − j

σ(i) − σ(j)

)
. (2.1)

Справедлива важная теорема:
Те о р ем а 3. Знак произведения двух перестановок σ ∈ Sn и τ ∈ Sn

равен произведению знаков этих перестановок:

sign(στ ) = sign(σ) · sign(τ ). (2.2)

До к а з а т е л ь с т в о .
Шаг 1. Пусть даны две перестановки

σ =

[
1 2 · · · n

σ(1) σ(2) · · · σ(n)

]
, τ =

[
1 2 · · · n

τ (1) τ (2) · · · τ (n)

]
. (2.3)

Для каждой фиксированной перестановки, например, для σ, помимо
записи в виде упорядоченной по верхнему ряду двухрядной таблицы
(2.3), существуют способы записи не упорядоченные по верхнему ряду.
Например, такой вариант

σ =

[
τ (1) τ (2) · · · τ (n)

σ(τ (1)) σ(τ (2)) · · · σ(τ (n))

]
, (2.4)

поскольку τ ∈ Sn — взаимно однозначное отображение. С учётом (2.4)
мы приходим к следующей формуле для знака sign(σ) :

sign(σ) =
∏

{i,j}⊂N , i 6=j

sign

(
τ (i) − τ (j)

σ(τ (i))− σ(τ (j))

)
. (2.5)

Шаг 2. Следовательно, имеем

sign(σ) · sign(τ ) =

=
∏

{i,j}⊂N , i 6=j

sign

(
τ (i) − τ (j)

σ(τ (i))− σ(τ (j))

)
·

∏

{i,j}⊂N , i 6=j

sign

(
i − j

τ (i) − τ (j)

)
=

=
∏

{i,j}⊂N , i 6=j

sign

(
τ (i) − τ (j)

σ(τ (i))− σ(τ (j))

)
· sign

(
i − j

τ (i) − τ (j)

)
=

воспользуемся очевидным равенством sign(xy) = sign(x) · sign(y) для
произвольных чисел x, y ∈ R

=
∏

{i,j}⊂N , i 6=j

sign

(
τ (i) − τ (j)

σ(τ (i)) − σ(τ (j))

i − j

τ (i) − τ (j)

)
=

=
∏

{i,j}⊂N , i 6=j

sign

(
i − j

σ(τ (i)) − σ(τ (j))

)
= sign(στ ).
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Те о р е м а до к а з а н а .
С л е д с т в и е . Взаимно обратные перестановки имеют один и

тот же знак.
Док а з а т е л ь с т в о .

σ · σ−1 = ε ⇒ 1 = sign(ε) = sign
(
σ · σ−1

)
= sign (σ) · sign

(
σ−1

)
.

Сл ед с т в и е до к а з а н о .

§ 3. Существование и единственность определителя

О бщи й в и д п о л и л и н е й н о й и к о с о с и м м е т р и ч н о й
фу н к ци и F (A1,A2, ... ,An) с т о л б цо в к в а д р а т н ой м а т ри цы
A = ‖A1,A2, ... ,An‖ р а зм е р а n × n .

A1 =




a1
1

a2
1
...

an
1


 , · · · , An =




a1
n

a2
n
...

an
n


 .

Пусть

e1 =




1
0
...
0


 , e2 =




0
1
...
0


 , · · · , en =




0
0
...
1


 .

Тогда

A1 =
n∑

σ1=1

aσ1

1 eσ1
, · · · , An =

n∑

σn=1

aσn
n eσn

.

В силу полилинейности функции F (A1,A2, ... ,An) справедлива следу-
ющая цепочка равенств:

F (A1,A2, ... ,An) = F




n∑

σ1=1

aσ1

1 eσ1
,

n∑

σ2=1

aσ2

2 eσ2
, ... ,

n∑

σn=1

aσn
n eσn


 =

=
n∑

σ1=1

n∑

σ2=1

· · ·
n∑

σn=1

aσ1

1 aσ2

2 · · · aσn
n F (eσ1

, eσ2
, ... , eσn

) . (3.1)

Поскольку
F

(
eσ1

, ... , eσj
, ... , eσj

, ... eσn

)
= 0, (3.2)

F (eσ1
, eσ2

, ... , eσn
) = sign(σ)F (e1, e2, ... , en), (3.3)

то силу формул (3.1)–(3.3) приходим к равенству

F (A1,A2, ... ,An) = c
∑

σ∈Sn

sign(σ)aσ1

1 aσ2

2 · · · aσn
n , σk = σ(k), (3.4)
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где
c := F (e1, e2, ... , en) = F (In). (3.5)

Те о р ем а 4. Справедлива следующая формула полного развертыва-
ния определителя:

detA = |A1,A2, ... ,An|
def
=

∑

σ∈Sn

sign(σ)aσ1

1 aσ2

2 · · · aσn
n , σk = σ(k), (3.6)

где

A1 =




a1
1

a2
1
...

an
1


 , A2 =




a1
2

a2
2
...

an
2


 , ... , An =




a1
n

a2
n
...

an
n


 .

Сл ед с т в и е . Всякая кососимметрическая и полилинейная чис-
ловая функция F (A) столбцов квадратной n × n матрицы A имеет
следующий вид:

F (A) = F (In) detA,

где In — это единичная квадратная n × n матрица.

§ 4. Свойства определителя.

Те о р е м а 5. detAT = detA.
Док а з а т е л ь с т в о .
Пусть

AT =
(
ã

j
k

)n

n
, A =

(
a

j
k

)n

n
, ã

j
k = ak

j .

detAT =
∑

σ∈Sn

sign(σ)ãσ1

1 ãσ2

2 · ãσn
n =

∑

σ∈Sn

sign(σ)a1
σ1

a2
σ2
· · · an

σn
. (4.1)

Теперь нам нужно переставить множители

a1
σ(1)a

2
σ(2) · a

n
σ(n), σ(k) = σk,

таким образом, чтобы нижние индексы упорядочить по возрастанию.
Рассмотрим соответствующую перестановку:

τ =

[
σ(1) σ(2) · · · σ(n)
1 2 · · · n

]
⇒ τ = σ−1.

Но тогда

τ = σ−1 =

[
1 2 · · · n

σ−1(1) σ−1(2) · · · σ−1(n)

]
=

[
1 2 · · · n

σ−1
1 σ−1

2 · · · σ−1
n

]
.

Следовательно,

a1
σ1

a2
σ2
· · · an

σn
= a

σ−1
1

1 a
σ−1
2

2 · · · a
σ−1

n
n . (4.2)
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Поскольку sign(σ) = sign(σ−1), то

detAT =
∑

σ∈Sn

sign(σ−1)a
σ−1
1

1 a
σ−1
2

2 · · · a
σ−1

n
n =

=
∑

σ−1∈Sn

sign(σ−1)a
σ−1
1

1 a
σ−1
2

2 · · · a
σ−1

n
n =

=
∑

τ∈Sn

sign(τ )aτ1
1 aτ2 · · · aτn

n = detA. (4.3)

Те о р е м а до к а з а н а .
С л едс т в и е . Определитель detA матрицы A = ‖A1,A2, ... ,An‖T

является полилинейной и кососимметрической функцией своих
строк.

§ 5. Определители специального вида

Лемм а 3. Определитель квадратной треугольной матрицы равен
произведению элементов главной диагонали.

Док а з а т е л ь с т в о .
Рассмотрим, например, нижнетреугольную матрицу A = (a)j

k, кото-
рая определяется условием, что

a
j
k = 0 при j < k,

т. е. имеет следующий вид:



a1
1 0 · · · 0 0

a2
1 a2

2 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

an−1
1 an−1

2 · · · an−1
n−1 0

an
1 an

2 · · · an
n−1 an

n




.

detA =
∑

σ∈Sn

sign σaσ1

1 aσ2

2 · · · aσn
n . (5.1)

Заметим, что в этой сумме остается только одно слагаемое

sign(1, 2, ... ,n)a1
1a

2
2 · · · a

n
n = a1

1a
2
2 · · · a

n
n.

✷ Действительно, в силу определения нижнетреугольной матрицы име-
ем

aσk

k = 0 при σk < k при k = 1,n. (5.2)

Отсюда в сумму (5.1) ненулевой вклад могут дать только слагаемые,
для которых

σk > k при k = 1,n. (5.3)
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С другой стороны, имеем

σ1 + σ2 + · · · + σn = 1 + 2 + · · · + n. (5.4)

Из сравнения (5.3) с (5.4) приходим к выводу, что

σk = k ⇔ σ1 = 1,σ2 = 2, · · · ,σn = n. ⊠

Лемм а до к а з а н а .
Справедлива следующая важная теорема об определители блочной

матрицы.
Те о р е м а 6. Пусть квадратная матрица A ∈ K

(m+n)×(m+n) имеет
блочную структуру

A =

∥∥∥∥
B D
O C

∥∥∥∥ ,

где B и C — это квадратные блоки размеров m × m и n × n
соответственно. Тогда ∣∣∣∣

B D
O C

∣∣∣∣ = |B| · |C|. (5.5)

До к а з а т е л ь с т в о .
Шаг 1. Прежде всего заметим, что detA является полилинейной

кососимметрической функцией первых m столбцов (m × m — это раз-
мер квадратной матрицы B) при фиксированных оставшихся столбцах
матрицы A.

✷ Действительно, пусть

F (A1, ... ,An) =
A1 A2 ... Am D

O O ... O C
.

Тогда имеем

F (A1, · · · ,αA
′

k + βA
′′

k , · · · ,Am) = A1 ... αA
′

k + βA
′′

k ... Am D

O ... O ... O C
=

=
A1 ... αA

′

k + βA
′′

k ... Am D

O ... αO + βO ... O C
=

= α A1 ... A
′

k ... Am D

O ... O ... O C
+ β A1 ... A

′′

k ... Am D

O ... O ... O C
=

= αF (A1, · · · ,A
′

k, · · · ,Am) + βF (A1, · · · ,A
′′

k , · · · ,Am).

Полилинейность доказана. Докажем кососимметричность.

F (A1, · · · ,Ak, · · · ,Al, · · · ,An) =

=
A1 ... Ak ... Al ... Am D

O ... O ... O ... O C
= −

A1 ... Al ... Ak ... Am D

O ... O ... O ... O C
=

= −F (A1, · · · ,Al, · · · ,Ak, · · · ,An). ⊠
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Тогда согласно получим формулу

detA = F (B), (5.6)

где

F (B) = F (Im)|B|, F (Im) =

∣∣∣∣
Im D
O C

∣∣∣∣ (5.7)

Шаг 2. В силу следствия из теоремы 5 числовая функция F (Im)
(как определитель соответствующей матрицы) является полилинейной
и кососимметрической функцией своих последних n строк (n × n —
это размер матрицы C) при фиксированной матрице D. Поэтому

F (Im) = G(C) = G(In) · |C|, (5.8)

где

G(In) =

∣∣∣∣
Im D
O In

∣∣∣∣ . (5.9)

Теперь заметим, что (5.9) — это определитель верхнетреугольной мат-
рицы, у которой на главной диагонали расположены единицы, т. е.

G(In) = 1. (5.10)

Собирая формулы (5.6)–(5.10), получим формулу

detA = |B| · |C|.

Те о р е м а до к а з а н а .

§ 6. Разложение определителя по столбцам и строкам

Пусть A = ‖A1, ...,An‖, Ak ∈ R
n. Введём естественный базис ариф-

метического пространства вектор–столбцов R
n

e1 =




1
0
...
0


 , e2 =




0
1
...
0


 , · · · , en =




0
0
...
1


 .

Запишем k–й столбец в следующем виде разложения по арифметиче-
скому базису:

Ak =
n∑

j=1

a
j
kej . (6.1)

Тогда имеет место следующая цепочка равенств:

detA = |A1, ... ,Ak, ... ,An| =

∣∣∣∣∣∣
A1, ... ,

n∑

j=1

a
j
kej , ... ,An

∣∣∣∣∣∣
=
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=
n∑

j=1

a
j
k |A1, ... , ej , ... ,An| =

n∑

j=1

a
j
kA

j
k. (6.2)

О пр е д е л е н и е 5 . Определитель A
j
k при j, k ∈ 1,n называет-

ся алгебраическим дополнением элемента a
j
k k–го столбца и j–ой

строки.
Лемм а 4. Имеет место следующее равенство:

detA =
n∑

k=1

a
j
kA

j
k. (6.3)

До к а з а т е л ь с т в о .
Это равенство следствие равенства detAT = detA.
Лемм а до к а з а н а .
Ф о рм ул ы д л я вы ч и с л е н и я а л г е б р а и ч е с к и х д о п о л-

н е н и й .
Сначала вычислим алгебраическое дополнение A1

1 элемента a1
1 мат-

рицы A.
✷ Итак, справедливы следующие равенства:

A
1
1 = |e1,A2, ... ,An| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1
2 · · · a1

n

0 a2
2 · · · a2

n
...

...
. . .

...
0 an

2 · · · an
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= |1| ·

∣∣∣∣∣∣∣

a2
2 · · · a2

n
...

. . .
...

an
2 · · · an

n

∣∣∣∣∣∣∣
,

где мы воспользовались формулой (5.5) для вычисления определителя
блочной матрицы. ⊠

Теперь вычислим алгебраическое дополнение A
j
k элемента a

j
k мат-

рицы A.
✷ Действительно,

A
j
k = |A1, ... ,Ak−1, ej ,Ak+1, ... ,An| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1
1 · · · a1

k−1 0 a1
k+1 · · · a1

n
...

. . .
...

...
...

. . .
...

a
j−1
1 · · · a

j−1
k−1 0 a

j−1
k+1 · · · aj−1

n

a
j
1 · · · a

j
k−1 1 a

j
k+1 · · · aj

n

a
j+1
1 · · · a

j+1
k−1 0 a

j+1
k+1 · · · aj+1

n

...
. . .

...
...

...
. . .

...
an
1 · · · an

k−1 0 an
k+1 · · · an

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Теперь многократно переставляя k–й столбец мы получим следующий
определитель

A
j
k = |A1, ... ,Ak−1, ej ,Ak+1, ... ,An| =

= (−1)k−1 |ej ,A1, ... ,Ak−1,Ak+1, ... ,An| =
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= (−1)k−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 a1
1 · · · a1

k−1 a1
k+1 · · · a1

n
...

...
. . .

...
...

. . .
...

0 a
j−1
1 · · · a

j−1
k−1 a

j−1
k+1 · · · aj−1

n

1 a
j
1 · · · a

j
k−1 a

j
k+1 · · · aj

n

0 a
j+1
1 · · · a

j+1
k−1 a

j+1
k+1 · · · aj+1

n

...
...

. . .
...

...
. . .

...
0 an

1 · · · an
k−1 an

k+1 · · · an
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Теперь многократно мы должны переставить j–ую строчку. В резуль-
тате получим равенство

A
j
k = (−1)k−1(−1)j−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a
j
1 · · · a

j
k−1 a

j
k+1 · · · aj

n

0 a1
1 · · · a1

k−1 a1
k+1 · · · a1

n
...

...
. . .

...
...

. . .
...

0 a
j−1
1 · · · a

j−1
k−1 a

j−1
k+1 · · · aj−1

n

0 a
j+1
1 · · · a

j+1
k−1 a

j+1
k+1 · · · aj+1

n

...
...

. . .
...

...
. . .

...
0 an

1 · · · an
k−1 an

k+1 · · · an
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Теперь мы можем воспользоваться формулой (5.5) для вычисления
блочной матрицы и получить следующую формулу:

A
j
k = (−1)k+jM

j

k, (6.4)

где символом M
j

k мы обозначили дополнительный минор к элементу
a

j
k. Черта сверху означает, что мы из определителя detA вычеркнули

j–ю строчку и k–й столбец:

M
j

k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1
1 · · · a1

k−1 a1
k+1 · · · a1

n

...
. . .

...
...

. . .
...

a
j−1
1 · · · a

j−1
k−1 a

j−1
k+1 · · · aj−1

n

a
j+1
1 · · · a

j+1
k−1 a

j+1
k+1 · · · aj+1

n

...
. . .

...
...

. . .
...

an
1 · · · an

k−1 an
k+1 · · · an

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Минор M
j

k — это определитель (n − 1)–го порядка.
Те о р е м а 7. Справедливы следующие формулы:

detA =
n∑

j=1

(−1)k+jM
j

ka
j
k =

n∑

k=1

(−1)k+jM
j

ka
j
k. (6.5)
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Фа л ьш и в о е р а з л оже н и е о п р е д е л и т е л я . Рассмотрим
определитель

|A1, ... ,Ak−1,Bp,Ak+1, ... ,An| , (6.6)

у которого вместо столбца Ak находится столбец Bp, который зададим
его разложением по арифметическому базису {e1, e2, ... , en} следую-
щим образом:

Bp =
n∑

j=1

bj
pej . (6.7)

После подстановки (6.7) в (6.6) получим равенство

|A1, ... ,Ak−1,Bp,Ak+1, ... ,An| =

=
n∑

j=1

bj
p |A1, ... ,Ak−1, ej ,Ak+1, ... ,An| =

n∑

j=1

bj
pA

j
k, (6.8)

где A
j
k — это алгебраическое дополнение элемента a

j
k матрицы A.

Теперь возьмём в качестве Bp = Ap. Тогда если p 6= k мы получим
равенство

0 = |A1, ... ,Ak−1,Ap,Ak+1, ... ,An| =
n∑

j=1

aj
pA

j
k,

поскольку в определителе два столбца равны в этом случае.
Таким образом, справедлива следующая теорема:

Те о р е м а 8. Справедливы следующие формулы:

n∑

j=1

aj
pA

j
k =

{
detA, если p = k;

0, если p 6= k.
(6.9)

n∑

k=1

a
q
kA

j
k =

{
det A, если q = j;

0, если q 6= j.
(6.10)

§ 7. Важные теоремы об определителях

Те о р е м а 9. Определитель матрицы A равен нулю тогда и только
тогда, когда её столбцы (строки) линейно зависимы.

Док а з а т е л ь с т в о . Пусть A = (a)j
k — это квадратная матрица

порядка n :

A =




a1
1 a1

2 · · · a1
n

a2
1 a2

2 · · · a2
n

...
...

. . .
...

an
1 an

2

... an
n




, A = ‖A1,A2, ... ,An‖ , A =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

A1

A2

...
An

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.
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Шаг 1. Достаточность. Пусть столбцы A1, ... ,An матрицы A
линейно зависимы. Например,

A1 = c2A2 + · · · + cnAn.

detA = |A1,A2, ... ,An| =
∣∣∣c2A2 + · · · + cnAn,A2, ... ,An

∣∣∣ =

= c2|A2,A2, ... ,An| + · · · + cn|An,A2, ... ,An| = 0.

Шаг 2. Необходимость. Пусть detA = 0. Проведём доказательство
утверждения по индукции. Для случая n = 2 утверждение проверяется
непосредственно. Предположим, что утверждение имеет место для
квадратных матриц порядка n − 1. Докажем утверждение для случая
квадратных матриц порядка n.

✷ Без ограничения общности можно считать, что a1
1 6= 0. Вычтем из

всех остальных строчек первую умноженную соответственно на числа

−
a2
1

a1
1

, ... ,−
an
1

a1
1

,

тогда получим

0 = det

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

A1

A2

...
An

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A1

A2 −
a2
1

a1
1

A1

...

An −
an
1

a1
1

A1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1
1 a1

2 · · · a1
n

0 a2
2 −

a2
1

a1
1

a1
2 · · · a2

n −
a2
1

a1
1

a1
n

...
...

. . .
...

0 an
2 −

an
1

a1
1

a1
2 · · · an

n −
an
1

a1
1

a1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

(7.1)
Разлагая этот определитель по первому столбцу, с учётом неравенства
a1
1 6= 0 получим равенство

0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a2
2 −

a2
1

a1
1

a1
2 · · · a2

n −
a2
1

a1
1

a1
n

...
. . .

...

an
2 −

an
1

a1
1

a1
n · · · an

n −
an
1

a1
1

a1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Это определитель матрицы порядка n − 1, поэтому по предположению
индукции строки этого определителя зависимы, но тогда, очевидно,
линейно зависимы и строки, начиная со второй, в определителе (7.1)

B2 =

(
0, a2

2 −
a2
1

a1
1

a1
2, ... , a

2
n −

a2
1

a1
1

a1
n

)
= A2 −

a2
1

a1
1

A1,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Bn =

(
0, an

2 −
an
1

a1
1

a1
2, ... , a

n
n −

an
1

a1
1

a1
n

)
= An −

an
1

a1
1

A1.



7. Важные теоремы об определителях 15

Таким образом, найдётся такой нетривиальный набор коэффициен-
тов α2, ...,αn, что

α2B
2 + · · · + αnBn = 0 ⇒

⇒ −

(
α2

a2
1

a1
1

+ · · · + αn

an
1

a1
1

)
A1 + α2A

2 + · · · + αnAn = O.

Те о р е м а до к а з а н а .
С л е д с т в и е . Однородная система n уравнений AX = O от-

носительно n переменных имеет нетривиальное решение тогда и
только тогда, когда det A = 0.

✷ detA = 0 ⇔ ∃ X0 = (x1
0, ...,x

n
0 )T 6= O, A1x

1
0 + · · ·+ Anxn

0 = O. ⊠

Те о р е м а 10. Если A и B матрицы из K
n×n, то

det(AB) = detA · detB.

Док а з а т е л ь с т в о .
Пусть C := AB, где

A = ‖A1, ... ,An‖ , C = ‖C1, ... ,Cn‖ , Ck = A · Bk =
n∑

j=1

Ajb
j
k.

detC = |C1, ... ,Cn| =

∣∣∣∣∣∣

n∑

j1=1

Aj1b
j1
1 , ... ,

n∑

jn=1

Ajn
bjn
n

∣∣∣∣∣∣
=

=
n∑

j1=1

· · ·
n∑

jn=1

b
j1
1 · · · bjn

n det ‖Aj1 , ...,Ajn
‖ . (7.2)

Очевидно, что ненулевой вклад дают лишь те слагаемые, в которых
числа

{j1, · · · , jn}

различны, т. е. образуют перестановку из чисел 1, ...,n:

σ =

[
1 2 · · · n
j1 j2 · · · jn

]
, σ−1 =

[
j1 j2 · · · jn

1 2 · · · n

]
.

Проведем перестановку столбцов в выражении

det ‖Aj1 , ...,Ajn
‖ 7→ det ‖A1, ...,An‖ :

det ‖Aj1 , ...,Ajn
‖ = sign(σ) detA.

detC = det A
∑

σ∈Sn

sign(σ)bσ1

1 · · · bσn
n = det A · detB.

Те о р е м а до к а з а н а .
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§ 8. Обратная матрица

Опр ед е л е н и е 1 . Квадратная матрица A называется невы-
рожденной или не особой, если detA 6= 0.
Те о р е м а 11. Квадратная матрица A обратима тогда и только
тогда, когда det A 6= 0.

Док а з а т е л ь с т в о .
Шаг 1. Необходимость. Пусть квадратная матрица A обратима и

A−1 — это обратная.

A · A−1 = In ⇒
∣∣A · A−1

∣∣ = 1 ⇒ |A| ·
∣∣A−1

∣∣ = 1 ⇒ |A| 6= 0.

Шаг 2. Достаточность. Пусть detA 6= 0.

AT =




a1
1 a2

1 · · · an
1

a1
2 a2

2 · · · an
2

...
...

. . .
...

a1
n a2

n · · · an
n


 .

Сопоставим матрице AT матрицу A∨, составленную из алгебраических
дополнений к элементам матрицы AT :

A∨ =




A1
1 A2

1 · · · An
1

A1
2 A2

2 · · · An
2

...
...

. . .
...

A1
n A2

n · · · An
n


 .

Справедлива следующая цепочка равенств:

{A · A∨}
j

k =
n∑

p=1

{A}j
p {A

∨}
p

k =
n∑

p=1

aj
pA

k
p = det A · δkj ⇒ A−1 =

A∨

detA
.

Те о р е м а до к а з а н а .


