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МАТРИЦЫ

§ 0. План лекции

ЛЕКЦИЯ МАТРИЦЫ.
1. Матрицы и способы их задания.
1.1 Определение матрицы;
1.2. Запись через столбцы Ak и строки Aj;
1.3. Специальные матрицы.
1.3.1. Нулевая;
1.3.2. Квадратная;
1.3.3. Диагональная. Главная диагональ и побочная

диагональ;
1.3.4. Верхнетреугольная и нижнетреугольная;
1.3.5. Блочные матрицы;
1.3.6. Матрицы–строчки и матрицы–столбцы.
2. Линейные операции над матрицами.
2.1. Сложение матриц;
2.2. Умножение матриц на число;
2.3. «4+2+2» линейные свойства.
3. Умножение матриц.
3.1. Определение «строка» на «столбец»;
3.2. Единичная матрица;
3.3. Свойства умножения.
3.3.1. Ассоциативность A · (B · C) = (A · B) · C;
3.3.2. Дистрибутивность слева и справа

A · (B + C) = A · B + A · C, (A + B) · C = A · C + B · C;

3.3.3. Единичные матрицы Im · A = A · In;
3.3.4 След квадратной матрицы и свойство tr(A · B) =

= tr(B · A).
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3.4. Вывод формул Ck = A · Bk, Cj = Aj · B или в
развёрнутой форме

Ck = ‖A1,A2, ...,Ap‖ · Bk, Cj = Aj ·

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

B1

B2

...
Bp

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

.

4. Обратная матрица.
4.1. Определение и свойства.
4.1.1. Единичная матрица обратима;
4.1.2. (A · B)−1 = B−1 · A−1;
4.1.3. (A−1)−1 = A.
4.2. Определитель матриц 2× 2;
4.3. Формула для A−1.
5. Транспонированная матрица.
5.1. Определение;
5.2. Свойства.
5.2.1. (αA + βB)T = αAT + βBT ;
5.2.2. (AT )T = A;
5.2.3. (A · B)T = BT · AT ;
5.2.4. (AT )−1 = (A−1)T .
5.3. Симметричные и кососимметричные матрицы.
6. Матричная модель комплексных чисел.
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§ 1. Определение матрицы

Опр ед е л е н и е 1 . Матрицей размера m × n над множеством
X называется упорядоченный набор из m · n элементов этого мно-
жества, записанных в виде прямоугольной таблицы, состоящей из
m строк и n столбцов. Множество всех матриц размера m × n
обозначается Xm×n.

Об о з н ач е н и е 1 .

A = (aj
k)m

n , A =











a1
1 a1

2 · · · a1
n

a2
1 a2

2 · · · a2
n

...
...

. . .
...

am
1 am

2 · · · am
n











. (1.1)

О б о з н ач е н и е 2 .

A = (ajk)mn,









a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn









. (1.2)

О п е р а ци я и з в л е ч е н и е э л е м е н т а и з м а т р и цы .

A = (aj
k)m

n ⇒ {A}j
k

def
= a

j
k; A = (ajk)mn ⇒ {A}jk

def
= ajk.

Об о з н ач е н и е . Km×n — матрицы с числами из поля K.
О п р е д е л е н и е 2 . Матрица A размера 1 × n называется

вектор–строкой:
A = (a1, a2, ..., an).

Обозначение Kn. Матрица A размера m × 1 называется вектор–
столбцом

A =









a1

a2

...
am









.

Обозначение Km.

§ 2. Различные способы записи матриц

З а п и с ь ч е р е з с т о л б цы .

A =











a1
1 a1

2 · · · a1
n

a2
1 a2

2 · · · a2
n

...
...

. . .
...

am
1 am

2 · · · am
n











= ‖A1 A2 · · · An‖ , (2.1)
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A1 =











a1
1

a2
1
...

am
1











, A2 =











a1
2

a2
2
...

am
2











, · · · , An =











a1
n

a2
n
...

am
n











.

З а п и с ь ч е р е з с т р о к и .

A =











a1
1 a1

2 · · · a1
n

a2
1 a2

2 · · · a2
n

...
...

. . .
...

am
1 am

2 · · · am
n











=

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

A1

A2

...
Am

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

, (2.2)

A1 = (a1
1 a1

2 · · · a1
n), A2 = (a2

1 a2
2 · · · a2

n), · · · , Am = (am
1 am

2 · · · am
n ).

Прим е р б л о ч ны х м а т р и ц .

A =

(

a11 a12 a13
a21 a22 a23

a31 a32 a33

)

=

∥

∥

∥

∥

A11 A12

A21 A22

∥

∥

∥

∥

,

A11 =

(

a11 a12

a21 a22

)

, A12 =

(

a13

a23

)

,

A21 = ( a31 a32 ) , A22 = ( a33 ) .

§ 3. Специальные матрицы

1 . Нул е в а я м а т р и ц а . Эта матрица, все элементы которой
равны 0 ∈ K.

2 . К в а д р а т н а я м а т р и ц а п о р я д к а n .










a1
1 a1

2 · · · a1
n

a2
1 a2

2 · · · a2
n

...
...

. . .
...

an
1 an

2 · · · an
n











.

Опр еде л е н и е 3 . Главной диагональю матрицы A ∈ Kn×n на-
зываются элементы

a1
1, a2

2, · · · an
n

матрицы. Побочной диагональю матрицы A ∈ Kn×n называются
элементы

a1
n, a2

n−1, · · · , an−1
2 , an

1 .

Следом trA квадратной матрицы A ∈ Kn×n называется число

trA := a1
1 + a2

2 + · · · + an
n.
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3 . Ди а г о н а л ь н а я м а т р и ц а .
О п р е д е л е н и е 4 . Квадратная матрица, у которой все эле-

менты вне главной диагонали равны нулю называется диагональ-
ной. 









a1
1 0 · · · 0
0 a2

2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · an

n











= diag(a1
1, a

2
2, · · · , a

n
n).

4 . В е рх н е т р е у г о л ь н ы е м а т р и цы и н ижн е т р е у г о л ь-
н ы е м а т р и цы . Понятие главной диагонали можно ввести и для
случая произвольной матрицы A ∈ Km×n:

О п р е д е л е н и е 3∗. Главной диагональю матрицы A ∈ Km×n

называются элементы

a1
1, a2

2, · · · ap
p, p = min{m,n}

матрицы.
Опр еде л е н и е 5 . Матрица A размера m× n называется верх-

нетреугольной, если a
j
k = 0 при j > k. т. е. все элементы лежащие

ниже главной диагонали равны нулю.
Опр еде л е н и е 6 . Матрица A размера m× n называется ниж-

нетреугольной, если a
j
k = 0 при j < k, т. е. все элементы лежащие

выше главной диагонали равны нулю.

§ 4. Линейные операции над матрицами

Опр еде л е н и е 7. Матрицы A и B называются равными, если
их размеры совпадают и все элементы {A}j

k и {B}j
k равны.

Опр еде л е н и е 8 . Суммой двух матриц A = (aj
k)m

n и B = (bj
k)m

n

называется матрица

C = (cj
k)m

n , c
j
k = a

j
k + b

j
k, j = 1,m, k = 1,n.

Произведением матрицы A = (aj
k)m

n на число α ∈ K называется
матрица

C = (cj
k)m

n , c
j
k = αa

j
k, j = 1,m, k = 1,n.

З ам е ч а н и е 1. {A + B}j
k = {A}j

k + {B}j
k, {αA}j

k = α{A}j
k.

Л е мм а 1. n · A = A + · · · + A.
Опр еде л е н и е 9 . Операции «+» и «·» называются линейными.

Те о р е м а 1. Линейные операции над матрицами из Km×n облада-
ют следующими свойствами:

1. коммутативность сложения:

A + B = B + A, ∀ A,B ∈ K
m×n;
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2. ассоциативность сложения:

(A + B) + C = A + (B + C), ∀ A,B,C ∈ K
m×n;

3. свойство нулевой матрицы:

A + O = A, ∀ A ∈ K
m×n,

где O ∈ Km×n — это нулевая матрица;
4. существование противоположной матрицы:

∀ A ∈ K
m×n ∃ A

′

∈ K
m×n A + A

′

= O;

5. свойство единицы:

1 · A = A ∀ A ∈ K
m×n;

6. ассоциативность умножения на число:

α(βA) = (αβ)A ∀ A ∈ K
m×n, ∀ α,β ∈ K;

7. дистрибутивность относительно сложения матриц:

α(A + B) = αA + αB ∀ A,B ∈ K
m×n, ∀ α ∈ K;

8. дистрибутивность относительно сложения чисел:

(α + β)A = αA + βA ∀ A ∈ K
m×n, ∀ α,β ∈ K.

§ 5. Произведение матриц

Опр ед е л е н и е 1 0 . Произведением двух матриц A = (aj
l )

m
p и

B = (bl
k)p

n называется матрица C = (cj
k)m

n , элементы которой равны

c
j
k = a

j
1b

1
k + a

j
2b

2
k + · · · + aj

pb
p
k =

p
∑

l=1

a
j
l b

l
k. (5.1)

Н а б л юд е н и е 1 . Произведение A · B определено только для
таких матриц A и B, что число столбцов матрицы A равно числу строк
матрицы B.

Н а б люде н и е 2 . A · B 6= B · A. Например,
(

1 −1
0 1

)

·

(

1 0
0 0

)

=

(

1 0
0 0

)

,

(

1 0
0 0

)

·

(

1 −1
0 1

)

=

(

1 −1
0 0

)

.

Н а б л юд е н и е 3 . Существуют нетривиальные делители нуля.
Например,

(

0 1
0 0

)

·

(

1 0
0 0

)

=

(

0 0
0 0

)

.
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= ´

.

Рис. 1. Произведение C матриц A и B.

Опр еде л е н и е 1 1 . Единичной матрицей Ip называется диаго-
нальная квадратная порядка p ∈ N матрица, на главной диагонали
которой находятся 1 ∈ R.

Ip
def
=









1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1









.

Те о р е м а 2. Операция умножения матриц обладает следующими
свойствами:

1. ассоциативность:

(A · B) · C = A · (B · C) ∀ A ∈ K
m×s, ∀ B ∈ K

s×p, C ∈ K
p×n;
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2. дистрибутивность: ∀ A ∈ Km×s, ∀ B,C ∈ Ks×n

A · (B + C) = A · B + A · C;

3. дистрибутивность: ∀ A,B ∈ Km×s, ∀ C ∈ Ks×n

(A + B) · C = A · C + B · C;

4. свойство единичной матрицы:

Im · A = A · In = A ∀ A ∈ K
m×n,

где In и Im — единичные матрицы порядков m и n соответ-
ственно;

5. Свойство следа:

tr (A · B) = tr (B · A) ∀ A ∈ K
m×n, B ∈ K

n×m.

Док а з а т е л ь с т в о .
Докажем свойство 1.
✷ Пусть

A = (aj
l )

m
s , B = (bl

r)
s
p, C = (cr

k)p
n.

A · B — это матрица размера m × p, (A · B) · C — матрица размера
m × n. B · C — матрица размера s × n, A · (B · C) — матрица размера
m × n.

Вы в од . Матрицы A · (B · C) и (A · B) · C размера m × n.

{(A · B) · C}j
k =

p
∑

r=1

{A · B}j
r cr

k =

p
∑

r=1

(

s
∑

l=1

a
j
l b

l
r

)

cr
k =

=
s
∑

l=1

a
j
l

(

p
∑

r=1

bl
rc

r
k

)

=
s
∑

l=1

a
j
l {B · C}l

k = {A · (B · C)}j
k. ⊠

Те о р е м а до к а з а н а .

§ 6. Структура произведения матриц

Пусть A = (aj
l )

m
p ∈ Km×p и B = (bl

k)p
n ∈ Kp×n. Пусть

C = A · B = (cj
k)m

n ∈ K
m×n,

c
j
k =

p
∑

l=1

a
j
l b

l
k.

A = ‖A1,A2, · · · ,Ap‖, B = ‖B1,B2, · · · ,Bn‖, C = ‖C1,C2, · · · ,Cn‖,
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A1 =











a1
1

a2
1
...

am
1











, A2 =











a1
2

a2
2
...

am
2











, · · · ,Ap =











a1
p

a2
p

...
am

p











,

B1 =











b11
b21
...
b
p
1











, B2 =











b12
b22
...
b
p
2











, · · · ,Bn =











b1n
b2n
...

bp
n











,

Вы р аже н и е д л я с т о л б цо в Ck .

C1 =











c11
c21
...

cm
1











, C2 =











c12
c22
...

cm
2











, · · · ,Cn =











c1n
c2n
...

cm
n











.

Ck =











c1k
c2k
...

cm
k











=























p
∑

l=1

a1
l b

l
k

p
∑

l=1

a2
l b

l
k

...
p
∑

l=1

am
l bl

k























=

p
∑

l=1











a1
l b

l
k

a2
l b

l
k

...
am

l bl
k











=

p
∑

l=1











a1
l

a2
l
...

am
l











bl
k =

=

p
∑

l=1

Alb
l
k = ‖A1,A2, · · · ,Ap‖ ·











b1k
b2k
...
b
p
k











= ‖A1,A2, · · · ,Ap‖ · Bk =

= A · Bk при k = 1,n. (6.1)

Вы р аже н и е д л я с т р о к Cj .

A =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

A1

A2

...
Am

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

, B =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

B1

B2

...
Bp

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

, C =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

C1

C2

...
Cm

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

,

A1 =
(

a1
1, a

1
2, ... , a

1
p

)

, A2 =
(

a2
1, a

2
2, ... , a

2
p

)

, ... ,Am =
(

am
1 , am

2 , ..., am
p

)

,

B1 =
(

b11, b
1
2, ... , b

1
n

)

, B2 =
(

b21, b
2
2, ... , b

2
n

)

, ... ,Bp =
(

b
p
1 , b

p
2 , ..., b

p
n

)

,

C1 =
(

c11, c
1
2, ... , c

1
n

)

, C2 =
(

c21, c
2
2, ... , c

2
n

)

, ... ,Cm = (cm
1 , cm

2 , ..., cm
n ) .



7. Обратная матрица 11

Cj =

(

p
∑

l=1

a
j
l b

l
1,

p
∑

l=1

a
j
l b

l
2, ... ,

p
∑

l=1

a
j
l b

l
n

)

=

p
∑

l=1

(

a
j
l b

l
1, a

j
l b

l
2, ... , a

j
l b

l
n

)

=

=

p
∑

l=1

a
j
l

(

bl
1, b

l
2, ... , b

l
n

)

=

p
∑

l=1

a
j
l B

l =

=
(

a
j
1, a

j
2, ..., a

j
p

)

·

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

B1

B2

...
Bp

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

= Aj ·

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

B1

B2

...
Bp

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

= Aj · B при j = 1,m.

(6.2)

§ 7. Обратная матрица

Опр ед е л е н и е 1 2 . Квадратная матрица A−1 порядка n ∈ N

называется обратной к матрице A порядка n, если

A−1 · A = A · A−1 = In.

С в о й с т в о 1 . Единичная матрица In обратима и I−1
n = In.

С в о й с т в о 2 . Если матрица A обратима, то обратная матрица
A−1 единственна.

С в о й с т в о 3 . Если матрицы A и B обратимы, то обратимо и их
произведение A · B, причем

(A · B)−1 = B−1 · A−1.

С в о й с т в о 4 . Если матрица A обратима, то обратима и матрица
A−1, причем (A−1)−1 = A.

Обр а т н а я м а т р и ц а д л я м а т р и ц в т о р о г о п о р я д к а .

A =

(

a b
c d

)

. (7.1)

О п р е д е л е н и е 1 3 . Определителем detA матрицы A ∈ K2×2

вида (7.1) называется число

detA := ad − bc.

Справедливо следующее утверждение:
Те о р ем а 3. Матрица A вида (7.1) обратима тогда и только тогда,
когда detA 6= 0.

Док а з а т е л ь с т в о .
Достаточность. Пусть detA 6= 0, тогда

A−1 =
1

ad − bc

(

d −b
−c a

)

,
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поскольку

1

ad − bc

(

d −b
−c a

)

×

(

a b
c d

)

=

=

(

a b
c d

)

×
1

ad − bc

(

d −b
−c a

)

=

(

1 0
0 1

)

. ⊠

Те о р е м а до к а з а н а .

§ 8. Транспонированная матрица

Опр еде л е н и е 1 4 . Матрицей транспонированной к матрице
A = (aj

k)m
n ∈ Km×n называется матрица AT ∈ Kn×m с элементами

{

AT
}k

j

def
= {A}j

k .

Прим е р 1 .

(

1 0 2
1 1 3

)T

=

(

1 1
0 1
2 3

)

,

(

1 1
0 1
2 3

)T

=

(

1 0 2
1 1 3

)

.

С в о й с т в о 1 . Л и н е й н о с т ь .

(αA + βB)T = αAT + βBT ∀ A,B ∈ K
m×n, ∀ α,β ∈ K;

С в о й с т в о 2 . И н в о лю т и в н о с т ь .
(

AT
)T

= A ∀ A ∈ K
m×n;

С в о й с т в о 3 . Тр а н с п о н и р о в а н и е п р о и з в е д е н и я м а т-
р и ц .

(AB)T = BT AT ∀ A ∈ K
m×p, ∀ B ∈ K

p×n;

До к а з а т е л ь с т в о .

{

(AB)T
}j

k
= {AB}k

j =

p
∑

l=1

ak
l bl

j =

=

p
∑

l=1

{

AT
}l

k

{

BT
}j

l
=

p
∑

l=1

{

BT
}j

l

{

AT
}l

k
=
{

BT AT
}j

k
.

С в о й с т в о до к а з а н о .
С в ой с т в о 4 . Тр а н с п о н и р о в а н и е о б р а т н ой м а т р и цы .

Если матрица A ∈ Kn×n обратима, то

(AT )−1 = (A−1)T .
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§ 9. Симметричные и кососимметричные матрицы

Оп р е д е л е н и е 1 5 . Квадратная матрица называется сим-
метричной, если AT = A. Квадратная матрица A называется косо-
симметричной, если AT = −A.

Прим е р 2 . Симметричная матрица

A =

(

1 0 −1
0 2 4
−1 4 3

)

: AT = A;

кососимметричная матрица

A =

(

0 2 −3
−2 0 5
3 −5 0

)

: AT = −A;

Те о р е м а 4. Любая квадратная матрица A может быть един-
ственным образом представлена в виде суммы симметричной и
кососимметричной матриц.

§ 10. Матричная модель поля комплексных чисел

Z :=

{(

x −y
y x

)

, x, y ∈ R

}

⊂ R
2×2.

Наблюде н и е 1 .

Z =

(

x −y
y x

)

=

(

x 0
0 x

)

+

(

0 −y
y 0

)

= xI2 + yJ2,

где

I2 :=

(

1 0
0 1

)

, J2 =

(

0 −1
1 0

)

.

Вы в од 1 . Определены операции «+» и «·».
Н а б люде н и е 2 .

J2 =

(

0 −1
1 0

)

.

J2 · J2 =

(

0 −1
1 0

)

·

(

0 −1
1 0

)

=

(

−1 0
0 −1

)

= −I2.

Вы в од 2 . J2 — «мнимая единица».
Н а б люде н и е 3 . Пусть Z1 := x1I2 + y1J2, Z2 := x2I2 + y2J2.

Z1 + Z2 = (x1 + y1)I2 + (y1 + y2)J2;

Z1 · Z2 = (x1I2 + y1J2) · (x2I2 + y2J2) =

= x1x2I2I2 + x1y2I2J2 + y1x2J2I2 + y1y2J2J2 =
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= (x1x2 − y1y2) I2 + (x1y2 + x2y1) J2.

Вы в од 3 . Операции «+» и «·» — внутренние на Z.
Наблюде н и е 4 . «Вычитание» и «деление» на множестве Z.

Z1 = x1I2 + y1J2, Z2 = x2I2 + y2J2.

Z1 + Z3 = Z2

∃! решение Z3 = (x2 − x1)I2 + (y2 − y1)J2 ∈ Z.
Пусть Z1 6= O.

Z1 · Z4 = Z2

∃! решение

Z4 = Z−1
1 Z2, Z−1

1 =
1

x2
1 + y2

1

(

x1 y1
−y1 x1

)

∈ Z ⇒ Z4 ∈ Z.

Вы в од 4 . Z — поле.
Н а б л юд е н и е 5 . Множество вещественных чисел R можно

отождествить со множеством

ZR :=

{(

x 0
0 x

)

= xI2 + 0J2, x ∈ R

}

⊂ Z.

Вы в од 5 . Поле R подполе поля Z.
Лемма 2. Множество матриц вида Z является полем комплексных
чисел.




