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§ 1
Çàðÿäû
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Ìåðû è çàðÿäû

Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî, Aµ � σ-àëãåáðà åãî ïîäìíîæåñòâ.

Ìåðà
Ôóíêöèÿ µ:
1) µ : Aµ → R+

2) µ(t∞n=1An) =
∑∞
n=1 µ(An)

Çàðÿä
Ôóíêöèÿ Φ:
1) Φ : AΦ → R
2) Φ(t∞n=1An) =

∑∞
n=1 Φ(An)

Ìåðà � ÷àñòíûé ñëó÷àé çàðÿäà

Φ(A) =

∫
A

f(x) dµ (1)

f(x) > 0 � ïîëó÷àåì ìåðó. Â îáùåì ñëó÷àå � çàðÿä.

Êàæäûé ëè çàðÿä ïðåäñòàâèì â âèäå (1)?
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§ 2
Ðàçëîæåíèå Õàíà

è ðàçëîæåíèå Æîðäàíà
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Ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå ìíîæåñòâà

Çàðÿä Φ, ïðîñòðàíñòâî X, σ-àëãåáðà A.
Ïîëîæèòåëüíîå ìíîæåñòâî:

∀F ∈ A âåðíî Φ(E ∩ F ) > 0.

Φ(A) > 0 6⇒ A ïîëîæèòåëüíî!

Ëåììà 1.

A ïîëîæèòåëüíî ⇔ ∀E ⊂ A E ∈ A⇒ Φ(E) > 0.

Ëåììà 2.
Íåïóñòîå ìíîæåñòâî îòðèöàòåëüíîãî çàðÿäà ñîäåðæèò îòðèöàòåëüíîå
ïîäìíîæåñòâî ñòðîãî îòðèöàòåëüíîãî çàðÿäà.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2

C1
A1

C1
A2

C2

Ïðîöåññ îñòàíîâèëñÿ: Al � îòðèöàòåëüíîå ìíîæåñòâî.
Ïðîöåññ íå îñòàíîâèëñÿ: A∞ =

⋂∞
l=1Al � îòðèöàòåëüíîå ìíîæåñòâî.
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Ðàçëîæåíèå Õàíà

Òåîðåìà 1. Φ � êîíå÷íûé çàðÿä íà X.
Òîãäà ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå

X = A+ tA−

íà ïîëîæèòåëüíîå è îòðèöàòåëüíîå ìíîæåñòâà.

A+A− A−

Î÷åâèäíî, ðàçëîæåíèå íå åäèíñòâåííî. È âñ¼-òàêè...
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Ðàçëîæåíèå Õàíà: êâàçèåäèíñòâåííîñòü

Åñëè
X = A−1 tA

+
1 , X = A−2 tA

+
2

� ðàçëîæåíèÿ Õàíà, òî äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî E

Φ(E ∩A−1 ) = Φ(E ∩A−2 ), Φ(E ∩A+
1 ) = Φ(E ∩A+

2 ).
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Ã+
1 ⊂ A

−
2 ⇒ Φ(E ∩ Ã+

1 ) 6 0

Ã+
1 ⊂ A

+
1 ⇒ Φ(E ∩ Ã+

1 ) > 0
=⇒ Φ(E ∩ Ã+

1 ) = 0
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Ðàçëîæåíèå Æîðäàíà

Èòàê, çàðÿä Φ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò íà σ-àëãåáðå A äâå ìåðû

Φ+(E) = Φ(E ∩A+),

Φ−(E) = −Φ(E ∩A−),

� âåðõíþþ è íèæíþþ âàðèàöèè çàðÿäà Φ.

A
+

A
−E

Φ(E) = Φ+(E)− Φ−(E) � ðàçëîæåíèå Æîðäàíà çàðÿäà Φ

Φ+, Φ−, |Φ| ≡ Φ+ + Φ− (ïîëíàÿ âàðèàöèÿ çàðÿäà Φ) � ìåðû.
Çàìå÷àíèå. Äëÿ åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ Æîðäàíà ñóùåñòâåííî,
÷òî Φ− è Φ+ ñóòü íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ âàðèàöèè çàðÿäà Φ.
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§ 3
Òèïû çàðÿäîâ
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Òèïû çàðÿäîâ

X, A, µ, Φ.
1. Ãîâîðÿò, ÷òî çàðÿä Φ ñîñðåäîòî÷åí íà ìíîæåñòâå A0 ∈ A, åñëè

∀A ∈ A A ⊂ X \A0 ⇒ Φ(A) = 0.

Ìíîæåñòâî A0 � íîñèòåëü çàðÿäà Φ.
2. Çàðÿä Φ íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíûì, îí ñîñðåäîòî÷åí íà êîíå÷íîì
èëè ñ÷¼òíîì ìíîæåñòâå.
3. Çàðÿä Φ íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì, åñëè Φ(E) = 0 äëÿ ëþáîãî
îäíîòî÷å÷íîãî ìíîæåñòâà E.
4. Çàðÿä Φ íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì îòíîñèòåëüíî
ìåðû µ, åñëè

∀A ∈ A µ(A) = 0⇒ Φ(A) = 0.

5. Çàðÿä Φ íàçûâàåòñÿ ñèíãóëÿðíûì îòíîñèòåëüíî ìåðû µ, åñëè îí
ñîñðåäîòî÷åí íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå A ñ µ(A) = 0.
Èíòåãðàë Ëåáåãà (1) ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì çàðÿäîì.
Ýòèì ïðèìåðîì âñå àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå çàðÿäû èñ÷åðïûâàþòñÿ.
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§ 4
Òåîðåìà Ðàäîíà�Íèêîäèìà
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Òåîðåìà Ðàäîíà�Íèêîäèìà

X, A, µ, Φ.

Òåîðåìà 2 (Ðàäîíà�Íèêîäèìà). Ïóñòü µ � êîíå÷íàÿ
σ-àääèòèâíàÿ ìåðà, îïðåäåë¼ííàÿ íà σ-àëãåáðå A ïîäìíîæåñòâ
ïðîñòðàíñòâà X; ïóñòü Φ � çàðÿä, îïðåäåë¼ííûé íà A è àáñîëþòíî
íåïðåðûâíûé îòíîñèòåëüíî µ. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ èíòåãðèðóåìàÿ
ïî ìåðå µ ôóíêöèÿ f(x), îïðåäåë¼ííàÿ íà X, ÷òî

∀A ∈ A Φ(A) =

∫
A

f(x) dµ.

Ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî µ-ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ðàçëîæåíèå Æîðäàíà =⇒ ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ äîêàçàòåëüñòâîì
äëÿ ìåð!
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Ëåììà ê äîêàçàòåëüñòâó

Ëåììà 3. Ïóñòü ìåðà Φ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî
ìåðû µ è Φ 6≡ 0. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå íàòóðàëüíîå n è B ∈ A,
÷òî µ(B) > 0 è B ïîëîæèòåëüíî îòíîñèòåëüíî çàðÿäà Φ− 1

nµ.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Ïóñòü X = A−n tA+
n � ðàçëîæåíèÿ Õàíà

ïðîñòðàíñòâà X îòíîñèòåëüíî çàðÿäîâ Φ− 1
nµ, n ∈ N, è ïóñòü

A− = ∩∞n=1A
−
n , A+ = ∪∞n=1A

+
n .

Òîãäà ïðè âñåõ n ∈ N èìååì Φ(A−) 6 1
nµ(A−), ïîýòîìó Φ(A−) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, Φ(A+) > 0 (ïî÷åìó?). Íî òîãäà â ñèëó àáñîëþòíîé
íåïðåðûâíîñòè ìåðû Φ îòíîñèòåëüíî ìåðû µ èìååì µ(A+) > 0.
Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîå m, ÷òî µ(A+

m) > 0: èíà÷å µ(A+) = 0 â
ñèëó σ-àääèòèâíîñòè ìåðû. Òîãäà ìíîæåñòâî B = Am è
÷èñëî n = m è áóäóò èñêîìûìè.
Ëåììà äîêàçàíà.
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Ôóíêöèè fn è gn

Ïóñòü

M = sup
ϕ∈K

∫
X

ϕ(x) dµ.

Cóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} ⊂ K, ÷òî

lim
n→∞

∫
X

fn(x) dµ = M. (2)

Ïîëîæèì ïðè êàæäîì x ∈ X

gn(x) = max(f1(x), . . . , fn(x)).

f1

f2 g2

(Îñòàëüíàÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà � íà äîñêå.)
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